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JI. MODELAMIENTO

Fig. l. Sistema de control de congestión basado en ventana
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B. Una sola fiJen le, un solo cuello de bOlella

Para iniciar el modclamiento, se tomará primero el
caso más simple de una sola fuente y un solo cuello de
botella.

La tasa instantánea es derivada conociendo el
tamaño de ventana en estado estacionario. De la ley
modificada de Little [1], [14]-[17], se puede deducir
que la tasa de transferencia promedio en estado
estacionaría es X(I)= 11'(1)/1(1) y además tomando en
cuenta la detinición dc promcdio se deduce la tasa
media dentro de un ciclo (O. r(1)] como:

nI)

x = _1- jX(:)d:.
Z'(I)

o

Se observa que ambas ecuaciones anteriores se
refieren a la tasa promedio de transferencia, pero
apreciamos que la última toma en cuenta la tasa
instantánea de transferencia. Adicional a este análisis
matemático de la tasa instantánea, se deduce que los
paquetes enviados en el tiempo I serán reconocidos en I
+ r(1) Y el número de paquetes en ese instante será
igual al tamaño de ventana transmitido en el intervalo
[(r. I + r(I)], por lo tanto, igual a \\'(1 - ,r + r(I)), sí
tomamos en cuenta el retardo de envio. Entonces se
puede generalizar a la expresión:

Esta ecuaCJOn se presenta en [18], pero no está
profundizada.

La mayoria de los trabajos sobre control de
congestión [14]-[ l 7], [19]-[22] asumen la tasa de
transferencia como x(I)=W(I)/r(I), de ello se derivó el
Jnlegralor Link Model, sin embargo no toma en cuenta
la earaeteristiea "autosincronizadora". Un modelo
alternativo, el cual modela esta caraeteristica, está
basado en la observación empirica que, debido a la
"autosincronizaeíón", desprecia los electos transitorios.
Este modelo es también conocido como 51alie Link
Model [23], [11].

Diferenciando en (1) con respecto al tiempo y
considerando la igualdad r(I) = d + q(I), resulta:

.r x( 1)
X(/+ r(/)) = "'"(1- l' + r(1))+ .'

I+q(1) (2)

A. Prelimil1arf!s

El modelamiento de una red consistc en definir un
conjunto L de enlaces tal que I E L. siendo L = (l.
L/ además I tiene una capacidad CI. El tráfico consiste
de 5 nujos unidireccionales, tomando en cuenta que el
destino es pasivo, por tanto, si hay una fuente
transmitiendo 5 nujos a un destino o hacia 5 destinos se
considerarán como 5 !lujos de 5 fuentes diferentes.
Denotaremos 11',(1) como el tamaño de la ventana de
congestión de la fuente s en el tiempo 1, s E {l ..... 5}.
Considerando que un paquete es enviado en el tiempo 1,
éste aparecerá en el cuello de botella en el tiempo I +
11, siendo 1I el retardo de envio, el cual es el tiempo
"
que toma en llegar de la fuente s al enlace. La tasa
instantánea con la cual un flujo s ingresa al enlace I es
XI..,(I) Y xlI} para un solo enlace. El tiempo de viaje
(round-Irip lime, RTT) es el tiempo que toma en ser
reconocido (aeked) un paquete emitido por la fuente s
desde que ingresó al enlace 1, r,,,(I}; y para un solo
enlace r,(I). El RTT tiene una parte lija y la otra
variable, la primera es denotada por la latencia de la
fuente s, d" el cual es el tiempo mínimo alcanzado por
el RTT cuando la cola está vacía y la segunda es el
tamaño de cola en unidades de tiempo, qll}, el cual es
la cola vista desde la fuente s, si es un escenario de un
solo enlace entonces qll) = q(I). Por tanto, rll} = d, +
q(I) para el caso de un solo cuello de botella.

El enlace I puede llevar tráfico no-controlado, e.g.
proveniente de fuentes UDP, el cual se denotará como
x,JI); para el caso de un solo cuello de botella xlI). El
tráfico cursado no-controlado es asumido por
simplicidad para no usar más de un enlace y no está
incluido en el enrutamiento.

Se asume para efectos del modelamiento que los
buffers tienen capacidad ilimitada, asi mismo la tasa de
envio de los ACKs es infinito. Además los enlaces
atienden a los paquetes en orden FIFO, tal y como
sucede en la realidad.

1+ r(t)

j x(:)d: = 11'(1 - 1+ r(l»).
I (1)
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Para plasmar el efecto "autosincrono" en el
modelamiento del lazo interno basta con tomar en
cuenta la definición de la tasa instantánea de (2). Con
ello todo el sistema se representa de manera general
con las ecuaciones integral-diferenciales (EID).

C.Múltiples fl/entes, I/n solo cl/ello de botella
Cuando más de una fuente o flujo comparten un

cuello de botella, se deduce de (1) una ecuación
análoga para S fuentes para derivar la tasa instantánea
de cada una de ellas, resultando:

Como se puede apreciar de (2), la tasa instantánea
depende de la tasa de un RTf previo, además de la
dependencia del tamaño de ventana y del RTf.

El modelamiento del ACK-sincronismo está dado
por:

(7)

(6)
¿Xs-c::;O
'ES

m:lXXJ 2:0L Us(Xs)
,eS

S.a

Se considera la siguiente relación, teniendo
conocimiento de no faltar al principio de extremo a
extremo (end-to-end principie):

H:S = x; (d, +q;): q;U) =¿R",_l.¡: ;,¡ ;::O.
IEL

Tomando en cuenta desde la perspectiva de una
fuente s, en el equilibrio se encuentran los valores
óptimos que maximizan la función utilidad UlxJ, (x, *,
A.,*), considerando que es un problema dual, lf s E S, I
E L. Esto da como resultado:

transferencia x.•.Bajo estas especificaciones, definimos
la función utilidad de las fuentes en función de las tasas
de transferencia:

(4)

(3)

1+ ;(1)J x,(=)d= = w,(t - tr + r,(I)).

1

. 1
q(1) = - (x(1) +x,UI- e).

e

Análogamente a (3), se deriva la ecuación de la
dinámica del bl!fJerpara S fuentes:

(¡(I)= ~ (¿x,U) + xdl) - e).
e 'ES (5)

Como se pucde apreciar, ésta es la función de
retroalimentación del modelo ACK-sincrono. Además
se asume que la inversa de la función f existe;
considerando que U, es una función diferenciable en x"
V x.. ~ O; Y tomando en cucnta las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker, resulta:

Las ecuaciones (4) y (5) representan el sistema para
S fuentes y un solo cuello de botella.

(8)

111.ANALlSIS

Para realizar el análisis, se asumen los valores
estables o en equilibrio de las variables x(t), w(t), A(t),
q(t), O sea x, w, A, q. Bajo esta condición de equilibrio
no son considerados los argumentos de variablcs
temporales.

D.Eql/i1ibrio
Se considera un ámbito de red de L enlaccs con un

retardo de enlace A" I E L. La rcd es compartida por S
fuentes. La topo logia de la red puede ser cualquiera.
La relación de la red y la fuente se realiza por medio

de la tasa de transferencia y el precio, este último como
señal de realimentación proveniente de la red. En este
caso el parámetro precio es el retardo q, de la ruta de un
flujo a través de un número de enlaces a una tasa de

La función utilidad es estrictamente cóncava, siendo
su función de restricción y su condición conjuntos
convexos.

La unicidad de x.•* se deduce por inspección desde
que la función de utilidad es cóncava.

E. Estabilidad
Para realizar el estudio de la estabilidad del sistema,

se linealiza (4) y (5) alrededor de los valores x, w, q. Se
considcra 0(.) las mínimas perturbaciones de cada valor
alrededor del equilibrio.

Además en el equilibrio se verifica que los retardos
de tiempo en los argumentos de variables son
modelados así xlt - 1;+ ,,(t)) => xlt - ,; + rJ. Por lo
tanto, se obtiene:
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SiJII) = ~ (2: "X,(I) + "XC(tI)'
e SES

Aplicando la transformada de Laplace a las
ecuaciones anteriores, resulta la ecuación del sistema
lineal izado:

( I
X, ) IMJ~(S)e-'(r;'-,) Ó.\~(s)

¿'O(s) c+ --- = ------+--- é; - 1 eS; - 1 s
seS seS

(9)

Ahora se considera la 'condición de estabilidad
asintótica [3] en el sentido que para una señal de
entrada limitada existe una señal de salida limitada,

esto ante una entrada impulso o delta Dirac, H:(w).
Tomando en cuenta ello se puede asumir que las
perturbaciones alrededor del equilibrio son estables
asintóticamente. Bajo esta condición, sabiendo que
nuestro sistema es multivariable, se aplica las
condiciones suficientes de control robusto [26] para
demostrar la estabilidad del sistema lineal izado (9) en
el espacio Hr, las cuales son:

(a) G(s) es analítico en <[+;

(b) SIIP'EC' ?J"(G(s)) < =
siendo a el valor singular más grande. El sistema se
puede expresar de manera matricial: Q = GW, siendo
Q"" Gl" YW"l. Entonces, se denomina G a la matriz
cuyos elementos son las funciones de transferencia para
cada entrada MI';. El elemento / de la matriz G tiene la
siguiente forma:

1
G¡(s) = ----------

(1- ,,-S')(c+ LSESe':'-¡) (10)

Basta con realizar el análisis sobre (10) para
demostrar la estabilidad de G.

Considerando O < x, ::;c, 1; > O, s = {J, ... , S}., Se
inicia el análisis demostrando que no existen

singularidades en <[+, para ello se analiza el
denominador de (10), considerando s = a +j w tal que
a>O:

17

Ii - e-s'l ¿ Ii - le-s'll = 1 - e-'O' > O
(11 )

Además, haciendo el análisis del segundo factor del
denominador, se tiene que I/(e'" - 1) se puede expresar
como l/(eio'jom, - 1) el cual yace sobre un circulo de
radio r = lea" I > 1, con ello se determina que c + L'ES
x)(e,e, - 1) '" O. De ahí se puede deducir que G,(s) es

analítico en <[ + para a> O.

Ahora para a = O, el primer factor presentaría
singularidades en el denominador, ya que 1 - e'''' = O
cuando a= O y w=27m/t" n E ?l. Este caso se analiza
mediante límites, aplicando la regla de L 'Hospital:

lim -1_= (1- e-") (c+ ~ __.,_.,_)
s-. )2"n/, G,(s) Ú e'- - 1

'ES

I " 1= Xi + X, - 2 / > O
Ts el 1rn~ r;

'ES,'" (12)

Por lo tanto, con la ecuaclOn (12) se descarta
cualquier singularidad en el plano {s: Re(s) ¿ O},
sosteniendo asi la condición (a).

Ahora se realizará la comprobación de la condición
(b). Se introduce la matriz L, que es una matriz
diagonal que contiene los valores singulares que actúan
como controles de ganancia, de esta manera G se puede
expresar de la siguiente forma:

Entonces, sea GUw) una función estable
multivariable. Para cada valor w los valores singulares

son ordenados (a, E !R1.):a,(w) ¿ a,(w)¿ ... am(w)¿
O, m = m/n {f,s}. s E S. Considerando esto, entonces
a (w) := a l(w) > O. Por lo tanto, tomando la norma Hr
de G(s) se tiene:

I/G(jcv"i( (0)/1
IIGts)II=.= SIIP~(G(J(OII = 11' 1I :S 0',(0) < N

IllER U'/(u)

(14)
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Fig. 3. Ejemplo de validación. Con tráfico cursado. Modelo
EID (1) Y(3).

IV. VALlDACtÓN

En esta sección se realizarán las validaciones del
modelo derivado en la sección 11mediante ejemplos.
Los ejemplos se realizaron verificando el cambio de
tamaño de ventana siguiendo la fonna de una entrada
escalón. Para evitar generalidades asumimos 1:= O.

Considerando la ecuación ( 14) demostrada y
verdadera, se cumple la condición (b). Por lo tanto, se
puede afinnar que el sistema linealizado multivariable
es estable en el espacio H~.

F. Una sola jilenle, un solo cuello de botella
1) Sin tráfico cursado: El enlace de cuello de

botella tiene una capacidad de 40 Mbps. La fuente tiene
una latencia de d = 150 ms. Y su tamaño de ventana
inicial es \vo = 750 paquetes y cuyo tamaño de paquete
es J = 1040 bytes. En el tiempo t = 5 s. el sistema es
perturbado del equilibrio, incrementándose el tamaño
de la ventana a 850 paquetes. En la Fig. 2. se muestra
que la línea puntcada pertenece al modelo ElD. Se
observa un crecimiento inmediato en el tamaño de la
cola (segundos).
2) Con tráfico cursado: Considerando la fuente del

caso anterior, el enlace de cuello de botella es de 220
Mbps de capacidad, con un tráfico cursado no
controlado (e.g. tráfico UDP) de 200 Mbps. En el
tiempo t = 10 s. el sistema es perturbado desde el
equilibrio incrementándose el tamaño de la ventana de
\vo = 750 paquetes a 850 paquetes. En la Fig. 3 las
líneas punteadas pertenecen al modelo ElD. Se observa
un crecimiento amortiguado en el tamaño de la cola
(segundos). Con ello se demuestra la dinámica del
buffer con presencia de tráfico cursado no controlado.

---~---
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Fig. 2.Ejemplo de validación. Sin tráfico cursado. Modelo
EID (1) Y (3).
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Fig. 4. Ejemplo de validación.Un solo cuello de botella. Sin
tráfico cursado. Dos flujos di =d2 = 100 ms. Modelo EID
(4) Y (5).

G. Múltiples jilellles, un solo cuello de botella
1) Fuellles homogéneas. sin Iráfico cursado: Se

considera dos fuentes homogéneas, i.e. d,=d¡= 100ms.,
los tamaños de las ventanas iniciales es \V,=\V¡= 990
paquetes. La capacidad del enlace es de 150 Mbps. En
el tiempo t = 4 s, el sistema es perturbado desde el
equilibrio incrementándose el tamaño de ventana de \v,
= 990 paquetes a 1090 paquetes. En la Fig. 4, las líneas
punteadas pertenecen al modelo ElD. Se observa un
crecimiento inmediato en el tamaño de la cola
(segundos).
2) Fuentes heterogéneas. sin tráfico cursado: Se

considera veinte fuentes heterogéneas, por tanto d ,= 50
ms y d.,= 250 ms., los tamaños de las ventanas iniciales
es \V,= 148 paquetes y \V,= 135 paquetes, además cabe
señalar que no existe tráfico no-controlado. La
capacidad del enlace es de 100 Mbps. El sistema es
perturbado desde el inicio, t = O s.. En la Fig. 5 las
líneas punteadas pertenecen al modelo ElD. Se aprecia
un crecimiento transitorio el cual es ajustado
posteriormente cerca de los 250 ms. Debido al ajuste de
las demás fuentes frente a las nuevas condiciones del
enlace, siguiéndose de un decremento del tamaño en la
cola (segundos) y así consiguiendo llegar al equilibrio.
3) Fuell/es heterogéneas. con tráfico cursado: Se

considera dos fuentes heterogéneas, d, = 10ms. y d, =
190ms., los tamaños de las ventanas iniciales es "',=
300 paquetes y "'¡= 1500 paquetes, además cabe
señalar que existe tráfico no-controlado, Xc= 600 Mbps.
La capacidad del enlace es de 750 Mbps. En el tiempo
t = Os. el sistema es perturbado. En la Fig. 6 las líneas
punteadas pertenecen al modelo ElD. Se observa un
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V. CONCLUSIONES

AGRADECtMtENTO

El modelo presentado captura la dinámica del enlace
ante un cambio en las fuentes basadas en venlanas,
además de capturar el efecto del sincronismo por ACK.
Esto hace que el modelo muestre cuantitativamente su
comportamiento a nivel de paquete y se refleje
cualitativamente en la dinámica del enlace. Las
validaciones sirvieron para reflejar estos dos aspectos,
cuantitativos y cualitativos, frente a casos de fuentes
homogéneas, heterogéneas con y sin presencia de
tráfico no-controlado. Mediante las mismas
validaciones se pudo apreciar que el sistema no-
lineal izado es estable, pues siempre tiende a un punto
de equilibrio del enlace, rellejando asi que el
sincronismo por ACK es estable por si mismo,
demostrando que es una earaeteristica importante del
lazo interno de un modelo de control de congestión
basado en ventanas. Aplicando el criterio de control
robusto se demostró la estabilidad del modelo
lineal izado alrededor de un punto de equilibrio.
Además el modelo sirvió para predecir el
comportamiento del buffer y así ver el desempeño del
mismo. Las validaciones se llegaron a realizar diseret-
izando tanto el modelo no-lineal izado y linealizado
para su posterior codificación en MATLAB.

Para extender este trabajo hay muchos caminos, por
ejemplo el análisis de un protocolo TCP, y así poder
analizar su estabilidad. Además el trabajo se puede
mejorar haciendo eomparaeíones cualitativas con otros
modelos de control de congestión derivados por otros
autores, adícionalmente del uso de NS-2 como
herramienta de simulación de redes.
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creCimiento amortiguado, debido a la presencia de
tráfico cursado, en el tamaño de la cola (segundos).
4) Modelo linealizado: Dos Ilujos basados en

ventanas envían datos sobre un solo enlace de
capacidad e = lOO Mbps., y Xc = O. El modelo es
simulado desde un punto de equilibrio cuando las
ventanas son 1\',= 70 paquetes y w,,= 2000 paquetes,
además d, = 10ms. Y d, = 190ms. Cabe resaltar que el
tamaño de paquete es de 1040 bytes. El sistema es
perturbado del punto de equilibrio en / = 0.8 ms., con
un pulso del 10 % del tamaño de 1\', de 200 ms. De
duración. La respuesta es la variación (desviación) con
rcferencia al punto de equilibrio del sistema, ello se
aprecia en la Fig. 7.
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Fig. 5. Ejemplo de validación. Un solo cuello de
botella. Sin tráfico cursado. Veinte flujos d, =50 ms. Y
d,=250 ms. Modelo EID (4) Y (5).
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Fig. 6. Ejemplo de validación. Un solo cuello de botella. Ingenieria Electrónica UNMSM, por la revisión de este
Con tráfico cursado. Dos Ilujos d, =10 ms. Y d,=190 ms. trabajo y por sus valiosas discusiones.
Modelo EID (4) Y (5).

Fig. 7. Simulacióndel modelo linealizado.Modelo EID (9).
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