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se obtiene la señal de control discreta u (k) en los
instantes de muestreo. Utilizando las aproximaciones
(A-7) y (A-9) para las componentes integral y
derivativa, la ley PID discreto se muestra en la
ecuación (1):

¡ T 'u(k)=K, ,(k)+-L,(k)+
TI '.1

+ T" ['(k)-'(k-I)])+U(O)T .

(1)

Donde Kp es la ganancia proporcional, TI y TD son los
tiempos integral y derivativo respectivamente, u(O) es
la señal de control inicial y T es el período de
muestreo.
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FASE

Dada una planta que ha sido identificada como un
sistema de segundo orden con retardo, le corresponde
un modelo equivalente discreto de segundo orden
cuando se le antepone un ZOH (circuito de retención
de orden cero) :

(8)

Donde el retardo total se ha expresado como m
veces períodos de muestreo. Los coeficientes bo, a, ya2
se obtienen en el proceso de transforrnación del
modelo continuo al modelo discreto.

A partir de (1):

¡ T .-.
"(k-I)=K, ,(k-I)+-2:,(k)+

T, '.1

+; [.(k-I)"(k-2)]I+U(0)

(2)

Si escogemos:
P(z") = Po(l+ÁZ" +p,z-')

= po(l-a,z-l-a,z-2) = POA(Z'I)

Donde:

(9)

Tomando la transformada zeta de (3), definimos:

De (1) Y (2):

lil/(k) = I/(k) - I/(k -1) = Kp {e(k) - e(k -1) +

T T }-e(k) + -º-[e(k) - 2e(k -1) + e(k - 2)]
T, T

(3)

(10)

(11)

Considerando el controlador PID discreto en serie
con la planta, entonces la función de transferencia
discreta del sistema en lazo abierto, de acuerdo a (4),
(8) Y(9) será:

(4)
(12)

Donde:

(5)
Se trata de una función de transferencia de un

integrador en serie con un elemento de retardo puro y
una ganancia:

PI = - KI'( 1 + 21'/) )
T

(6) K¡ = hoPo (13)

p, K !...JL/' r
(7)

A. Análisis del sistema continúo equivalente
Considere el siguiente diagrama de bloques que

corresponde al sistema equivalente continuo, el cual
luego de discretizar la trayectoria directa permitirá
obtener la función de transferencia discreta de lazo
abierto (12).
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Para hacer cumplir (21), de acuerdo a (18) se debe
asegurar que:Gp(S) Ylsj

)\IJ
K I (¡J, T I2 -'- sen (-'-) = 1
(tJ2 2
"

despejando de (22) :

(22)

Fig. 2. Diagrama de bloques del sistema cantina equivalente
para obtener (12),

La función de transferencia continua de lazo abierto es:

K,
(23)

GIJ" (s) = GZ0I1 (s)G,(s)G.(s)

Aquí se tiene:

1 -r.-e
Gzo,,(s)=--

s

G,(s)=e-.TI

(14)

(15)

(16)

(17)

Para pequeños valores de ro"T/2<1t, se sabe
isen«(¡J"T 12) I«(¡J"T 12)1 = 1, entonces:

úJK
J

= -"L (24)
T

De (19) Y(20) en que ro= ro,. se tiene que:

wT "-"-(2m + I} + - = 1f - MF
2 2

ro. T Ir - MF
-"-(2m + 1) =2 2

Analicemos la respuesta en frecuencia de la
trayectoria directa en lazo abierto equivalente
continuo: (J) 's = n - MF

T(2m + 1)
(25)

1- 1 - J",r
G (' ) = T _~_, - e -.Tl •

I,M jW . . e
J W J W

G ('w)=-2 T& -JaJTI~sen«vT)e-",Tj •••
Id") Ja/e 2

Con (25) en (24) se obtiene:

K _ n - 2MF
'-T'(2m+l)

(26)

Para valores de roT/2<1t, se tendrá:
Eligiendo un adecuado margen de fase, como

MF=60"=7tl3, resulta que:

( 18)

(19)

K = 11 13 _ 1
, T'(2m+l) -T'(2m+l)

De (13) obtenemos:

(27)

De acuerdo al criterio de Nyquist, en la frecuencia
de cruce de ganancia ro" se medirá un margen de fase
. MF, que cumple:

_ K, 1__
Po - ¡;;- boT' (2m + 1)

De (10) y (11):

(28)

!/J,"" (úJ,,) = -TI + MF

Donde:

(20)

(21 )

(29)

(30)



Es el vector de parámetros iniciales y a es un vector
con las componentes:
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de esta manera. conocidos Po. PI Y p, se calcula el
controlador PID según (4).

Los valores de bo. a, y a2 se obtienen en tiempo real
mediante el método de mínimos cuadrados recursivos
[ 1).
De acuerdo a (3) :

P(k)= P(k -1) +0

En la que:
1"(0)=[0'7 1.65 -0.03' -0665 -0.1235 I

(37)

(38)

'9

"'"(k)=Kr{I+2:.+ TO}e(k)
TI T

- Kr{I+2 i: }e(k -1)+ Kr i: e(k-2)

(31)
'aT =[t. t. -t. -t. -t.¡

Donde "'=0.002.

(39)

y según (5), (6) Y(7) :

11U(k)= poe(k)+ p,e(k -1)+ p,e(k- 2)

Entonces de acuerdo a (3) :

u(k) = u(k -1) + !>.u(k)

Reemplazando (32) en (33) :

lI(k) =,.{k-l) +Prf{k)+ p,e(k-l)+ p,e(k-2)

(32)

(33)

(34)

En este caso los valores iniciales de los parámetros
del modelo son: bo=0.17, al.=1.65 ya,=-O.665.

Para implementar el algoritmo de control
autoajustable, se utiliza en forma recursiva además de
la identificación de los parámetros de la planta, los
parámetros del controlador PID autoajustable,
utilizando (27), (28), (29) y (30), considerando m=1.

En el anexo A-3, se muestra el diagrama de
simulación utilizado.

IV. RESULTADOS

En forma empírica se puede justificar que en caso se
obtengan excesivas amplitudes de la señal de control,
estas se pueden aminorar agregando una ganancia
adicional Km a la ley de control dada por (34)
modificándola a:

Se realizó la simulación del sistema de lazo cerrado y
en la figura 3, se muestra la respuesta del sistema
controlado por el PID discreto autoajustable, para una
entrada tipo escalón unitario.

IV. EJEMPLODEAPLICACIÓNDELALGORITMOPID
AUTOAJUSTABLE

Donde la ganancia ajustable Km normalmente es
menor que uno y su valor preciso se obtiene por prueba
y error.

Consideraremos un proceso que se describe mediante
el siguiente modelo de segundo orden de fase mínima
y estable, con un solo retardo (el intrínseco debido a la
discretización):

lI(k) = lI(k -1) +
Km {ooe(k) + p,e(k -1) + p,e(k - 2)}

y(k) = O.17u(k -11 + 1.65y(k -1)

- 0.0315 u(k - 2) - 0.665 y(k - 2)
-O.1235u(k-3) +('(,1;)

(35)

(36)
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Fig. 3. Respuesta a una entrada escalón unitario en lazo
cerrado.

La señal de control generada por el controlador PID
autoajustable se muestra en la figura 4.

Donde e(k) es una componente aleatoria con media
cero y varianza 0.01. Consideremos que los parámetros
de este sistema varían con el tiempo. en la forma:
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Fig. 4. Señal de cootrol geoerada por el cootrolador
autoajustable (entrada escalón unitario).

Fig. 6. Señal de control generada por el controlador
autoajustable (entrada onda cuadrada de seguimiento).

El seguimiento a un cambio de la referencia es
puesta a prueba usando como entrada una onda
cuadrada, la figura 5 muestra la respuesta de la planta
controlada por el PID discreto autoajustable. Se
muestra la señal de referencia y la salida obtenida.

Se puso a prueba el desempeño del controlador, para
el caso en que no se haya considerado en el diseño el
verdadero retardo mayor, por ejemplo m=4. Se
muestra la respuesta de la planta para una eotrada de
refereocia de seguimiento tipo onda cuadrada en la
figura 7. Se muestra la señal de referencia y la salida
obtenida.
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Fig.5. Respuesta de la planta para una entrada de
seguimiento tipo onda cuadrada.

La señal de cootrol generada por el controlador PID
autoajustable, cuando se aplica la entrada de
seguimiento de onda cuadrada es mostrada en la
figura 6.

Fig. 7. Respuesta de la planta para una entrada de
seguimiento tipo onda cuadrada. caso que la planta presenta
mayor relardo.

La figura 8, muestra la señal de control generada
por el controlador autoajustable PID. para el caso de
entrada de seguimiento tipo onda cuadrada. en el caso
que la planta presenta mayor retardo al considerado en
el diseño.
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Fig. 8. Señal de control para una entrada de seguimiento tipo
onda cuadrada. caso en que la planta presenta mayor retardo.
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Se asegura estabilidad en lazo cerrado, aún cuando
los parámetros del modelo varíen en el transcurso de la
operación del sistema; así la componente integral
presente en el controlador autoajustable asegura la
respuesta estacionaria para las entradas de referencia
constantes. que son las normalmente usadas en
aplicaciones industriales.

En el caso de que al proceso le corresponda un
modelo discreto realmente con mayor retardo al
considerado para el diseño, se observa que el
controlador PID autoajustable presenta una buena
robustez. Esta robustez permite seguir adecuadamente
a la referencia aún cuando el excesivo retardo no se
haya tomado en cuenta. Aunque la estabilidad relativa
disminuye, el sobre impulso en caso ser inadecuado se
puede disminuir agregando lIna ganancia menor a uno
en serie con la ley de control.

V. CONCLUSIONES

El método de autoajuste del controlador PID basado
en un margen de fase fijado con anticipación. resulta
en una implementación sencilla de realizar. siempre y
cuando se asegure la identificación de los parámetros
del proceso a controlarse en línea. de tal manera que la
actualización de esos parámetros esté acorde con los
cambios que se produce en la planta.

Tiempos de muestreo muy pequeños. producen
parámetros del controlador PID demasiado grandes
que dificultarían la implementación en sistemas
digitales de aplicación comercial. Esto se traduce en
una saturación del controlador. que puede traducirse en
respuestas demasiado lentas, oscilaciones indeseadas,
hasta inestabilidades del sistema de lazo cerrado.
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A partir de (S) se puede deducir:

A-I.- Aproximación discreta rectangular posterior de
la componente integral en la ley de control PID
Sea la variación continua de la señal de error e(t) como
se muestra a continuación en la figura A-I :

e(t)

I(k) =T{ e(k)+e(k-l)+e(k -2) +
e(k -3)+e(k -4)+ }

I(k) =T{e(k)+e(k-I)+e(k - 2) +
e(k - 3)+e(k -4)+ }

(A-6)

A-2.- Aproximación discreta de la componente
derivativa en la ley de control PID
Sea la derivada de la señal de error D(t), el valor de esa
componente en el instante de tiempo kT, para un
intervalo de muestreo T suficientemente pequeño, será
aproximadamente:

(k-1)T kT

t(k)=TI e(k)
l.'

D(tT)= t(kT )-t(kT -T)
T

(A-7)

(A-S)

Figura A-I. Variación de e(t) en el instantekT.
La ecuación (A-S) se puede abreviar por:

Se indican los valores de la señal de error en los
instantes de tiempos kT y (k-l)T.

Sea la integra! de la señal de error l(t), el valor de
esa componente en el instante de tiempo kT será:

La componente integral en el último período de
muestreo se puede aproximar por el área A como
muestra la figura A-l; de esta manera:

t(kT)=t(kT-T)+ r" e(t')dr'
J(LT-1)

(A-!)

D(k): ,(k)-,(k-I) (A-9)
T

A-3.- diagrama de simulación del sistema de lazo
cerrado con el controlador PID auto ajustable
Se muestra a continuación en la figura A-2, el

diagrama de simulación del sistema de lazo cerrado,
controlado con una ley PID autoajustable basado en un
margen de fase prefijado. Cada etapa del sistema de
lazo cerrado se representa como un bloque.
Se implemento este diagrama en Simulink, creando
varios subsistemas para cada una de las etapas del
sistema. Las siguientes figuras muestran la
implementación de cada etapa de lazo cerrado.

l(kT) " l(kT - T) +Te(kT) (A-2)

La ecuación (A-2) se puede abreviar por:

I(k) = I(k -1) +Te(k) (A-3)

Tomando la transformada zeta a (A-3) :

te:) = T -=- E(:) (A-4)
:-1

Descomponiendo (A-4) se obtiene:

1::-;.;,c::: •.:~::.~X::::-:

l..1:.:.;,~~:~::
[j}---+"" """',:>

11", ")1:-

!:t: r':~":'
1(:) =r(l+ :-1 + :-1 +:-J +:-' + )':"(:) (A-S) Fig. A-2. Diagrama de simulación del ejemplo analizado.




