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R.esumen: Este trabajo presenta el método de diseño de lillro digital de respuesta linita
al impulso (FIR. Finilc Impulse Response) mediante la aproximación de mínimos
cuadrados. Este método permite múhiplcs pasos. bandas suprimidas y bandas de
transición arbitraria. toJos con control explícito de los hordes de banda y es tan simple
como usar el método de ventanas. Este método de disciio acumula ulla respuesta de
frecuencia multibanda óptima medi::mte la adición y sustracción secuencial de filtros
pasahajos óptimos con bandas de transición. Sin cmoargo. este método asume que la
respuesta ideal tiene una función de transición spline y no permite ponderaciones con
error.

Abstraet: This paper features the method fm lhe dcsign of Icast squares FIR digital
filler. This method allow mullipass stop bands and arbitrar)' transition bands IOgether
with explicit control of band cdgcs and is so simple as using the windowing mClhod.
This melhod of design accurnulates an optimal multihand frequency response by means
01"sequential addition and subtraction of optimal low pass filters with transition bands.
Hnwever. this method assumes that the ideal response contains a spline transition
I"unction and there fore error weighting are 110tal1owed.
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I. INTRODUCCIÓN

Este trabajo presenta el método de diseño de fihros digitales (FIR. Fi"ire Impulse Response) de fase lineal de
mínimo error cuadrático que permite conlrol explícito de bordes de banda y ganancia de la banda para múhiples
bandas pasantes y control independiente de cada transición del borde oc la banda. Este es un método analítico el
cual deduce fórmulas para los coeficientes del filtro. y de este modo fihros muhibandas óptimos muy largas pa.ra
ser diseñada..; dpida.mente en computadoras y asume que la respuesta. ideal liene funciones de transición spline. y
no permite ponderaciones diferentes de la banda pasame. banda suprimida o banda de transición .

• Las especificaciones se dan en un formato similar al que dan para el algoritmo PM (Parks y Burrus, 1987],
IMolcr. Litt[e y Bangert. 1989]. En realidad este método junlO con el algoritmo PM dan dos aproximaciones de
disel;o oplimo, uno con el criterio de error Chebychev y los otros con el criterio de error cuadrático.
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La primera comnbución de este trabajo es demostrar. como un filtro banda pasante simple puede ser combinado
tal que las truncacioncs simples terminan en una aproximación óptima a la respuesta ideal deseada con bandas de
transición de la función spline. Una segunda contribución es demostrar cuan limitante es la ponderación de error
que es constante sobre cada banda separada permitiendo el diseño de filtros F1R de mínimo error cuadrático de
óptima ponderación de banda múltiple. Una tercera contribución es la inclusión de programas MATLAB. para
ambos tipos de diseños de filtros.

La razón por la que un fihm muhibanda óptimo sin ponderación. puede ser formado a partir de una suma o
diferencia de filtros pasahajos óptimos depende del uso del crirerio de error cuadrático ponderado
uniformemente.

11. FILTROS PASABAJO BÁSICO

La respuesta en frecuencia de un filtro FIR de longitud N puede ser calculado desde la
de Fourier (DTFT) de la respuesta al impulso como

N-I

H(ro) = I h(l1)e-iW.'
11=0

Asumiendo la fase lineal, puede ser escrito

H(ro) = A(ro)e-IM"

transformada discreta

(1)

(2)

A(ro): amplitud de valor real (puede ser positivo o negativo) y M = (N - 1) / 2 es el retardo eonstante de
grupo del filtro [Parks y Burrus. 19871. Para N impar, esto da

M A

A(ro) = Ih(ll)cos«(ú'l)
II=-M

A

h( 11)= h (11+ M) es h (11)desplazado para ser simétrico alrededor de 11= O .

Para N par la formulación es un tanto diferente y da:

N/l-1 A

A(ro) = I 11(11)COs(ro(11+ 1/2))
1l=-Nll

(3 )

(4)

A

donde 11(11)= h(11 + N/ 2) es 11(11)desplazado para ser simétrieo alrededor de

DTFf para N impar da

h(l1) = ~ f A(ro)cos(roll)dro
rr "

1
11=--

2'
La inversa de la

(5)

y para N par
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11(11) = ~ fA(ro) COS(ro(11+ )I,))dro
rr "

(6)
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A

debido a ¡as simetrías en h(n)y h(n), impuestas por la fase lineal, si definimos.

A

1/2h(n) Para 11=0

h(n)=
A

Para 05n:5Mhin)

O Para otros casos

Para N impar tenemos:
JI! A

A(w) ; L,2h(n)cos(wn)
11=0

El cual tiene la mitad del N° de ecuaciones. Para N par tenemos:

N 11-1 A

A(w); L, 2h(n)cos(w(n + 112))
11=0

El cual también tiene la mitad del N° de ecuaciones.

(7)

(8)

(9)

Para una aproximación de mínimo error cuadrático ponderado, la escala puede ser minimizada y definida como:

E=~ fW(w)IA(W)- A (w)i'dw
n o d

Se convierte a full banda con medida de error promediado uniformemente fijando W(W) = 1, dando

(10)

(1 1)

El problema de diseño de filtros FIR es determinar una respuesta en frecuencia cuya h(n) sea de longitud finita, o
en el caso de fase lineal, la respuesta de amplitud se aproxima a la deseada. Un truncamiento simple de la
secuencia de coeficientes calculados a partir de (5) o (6) minimiza (11) pero no minimizará el error cuadrático
ponderado en (10) ni ninguna definida sobre las partes de la banda.

Para algún caso especial pero muy útil podemos evaluar analíticamente la integral de la inversa DTFf en (5) y
(6), el cual después de la truncación se hace finito y el desplazamiento se hace causal, para que el diseño sea
óptimo.

2.1 Ganancia COl1stallteen la banda pasante del filtro pasa bajo ideal

El filtro FIR pasabajo ideal tiene una banda pasante de ganancia unitaria para 0< OJ < OJo y ganancia cero de la

banda alta para OJo < OJ < 1[. Esto
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( 12)

Como la respuesta de amplitud deseada ideal. Los coeficientes del filtro ideal desplazado es la inversa de DTFT
a partir (5). Los cuales para N impar están dados por

, 1 J"h,(n)=- A,(W)COS(IW)dw
I Te o f

(13 )

I J"'" Wo= - cos(cm )dw =
Tr° Tr

( 14)

El cual es algunas veces llamado una función "sine". Note que hd (11) es generalmente infinita en longitud. Este
es simétricamente truncado y desplazado por M= (N-l )/2 para dar los óptimos coeficientes del nllro FIR de
longitud N como:

Wo sin(wo(n- M»
h(n)=- ._-

Tr Wo (n - M)

h(n) = O en otro caso

para O~I1::;N.J (15 )

La deducción correspondiente para una longitud par empieza con la inversa de DTFT en (6) para un filtro de
longitud par desplazado.

, 1 J"h.,=- A.,(w)cos(w(n+Jé\»)dwTr o

w" sin(wo (n + y,»
=

Tr Wo (n + y,)
( 16)

El cual cuando es truncada y desplazada por N/2 da la misma fórmula que para el diseño de longitud impar en
(15), pero notará que M= (N-l )/2 no es un enlero para N par.

2.2 Filtro pasabajo de banda pasante lineal ideal

Deducimos ahora. la fórmula de diseño para un filtro con una respuesta de amplitud ideal que tiene una función
incrcrncntantc lineal en la banda pasante, algo que es una constante como se asumi~ anteriormente. Esta
respuesta de amplitud ideal esta dado por:

1
-w OLwLwo . (17)Tr

A.,(w) =

O WoLWLTr
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Para N impar los coeficientes del filtro ideal desplazado de longitud infinitamente grande son la inversa de DTFT
de esta amplitud dada por

Ifwo(i Lhd (n) = ¡r o ¡r ro jos(ron)dro

(18)

A "Con el indeterminado hd (O) = ro~/ 2¡r-. Este es truncado y desplazado por M = (N-I)/2 para obtener los

coeficientes del filtro FIR de óptima causal y longitud N como:

( 19)

h(n) = O en otro caso.

La deducción correspondiente para una longitud uniforme comienza con la invcrsa DTFT correspondiente a un
filtro desplazado dc longitud uniforme dado en (5) y después por N/2 para dar el mismo resultado (19).

2.3 Filtro pasa bajo más dlferenciador ideal

Afortunadamente la inversa de DTFT para un difcrcnciador ideal combinado con un filtro pasabajo puede
también ser analíticamente evaluado. La respuesta dc amplitud ideal es la misma que la dada en (17), pero que
en este caso tiene una respuesta al impulso que es simétrico impar. la inversa de DTFf utiliza funciones
senoidales los cuales para N impar da:

(20)

A

Con el indeterminado hd (O) = O . Este es truncado y desplazado por M = (N - 1)/ 2 para obtener los
coeficientes del filtro FIR óptimo. causal y de longitud N como

sin( roo (11 - M»)
h(lI) = , ,

¡r- (n - M)-

roo casi roo (11 - M)
¡r'(n-M)

para O ~ 11 ~ N - 1 (21 )

h(lI) = O para otros casos
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Nuevamente la deducción t:orrcspondienlc para una longitud par da el mismo resultado que en (21). Note que
esta es una f6rmula general que incluye como caso especial la longitud par e impar de un difcrcnciaúor de banda

tOlal(Wo = ll") dado en [Parksy Burrus, 19871.

También debe observarse que para un difcrenciador de toda la banda, una longitud par es preferido en lugar de
una longitud impar debido al cero que se obtiene a Q) = 1r. Sin embargo para el difcrenciaJor con un filtro
pasabajo, el cero facilita en el filtrado pasabajo y de este modo puede ser una ventaja.

2.4 Trafl!Jformada de /lilbert

La inversa de la DTFf correspondiente a una transformada de Hilbert ideal rOppcnheim y Schafer. 19891
combinado con un filtro pasa bajo puede también ser analíticamcnte evaluado.

;r
La respuesta de amplitud ideal es la misma que (12) pero con un desplazamiento de fase constante de lp = - .2
Puesto que este caso tiene una respuesta al impulso que es simétrico impar, la inversa de la DTFT utiliza
funciones senoidales. los cuales para N impar da:

A If'" l-cos(w"n)
Iz,¡(n) = - "sin(wn)dw = -----

J[ o mi
(22)

A

Con la indeterminada hd (O) = O, este es truncado y desplazado por

coeficicntes del filtro FIR óptimo causal y de longitud N como

(N - 1)
A1 = 2 para obtener los

Iz(n) =
]- cos(wo(n- M»)

ll"(n - M)
O~Il~N-1

(23)

Iz(n) = O en otros casos

Nuevamcnte la deducción correspondiente para una longitud par da el mismo resultado que en (23)

2.5 Diseilo de la banda de transición spline

Los cuatro fillros pasabajo descritos arriha presentan el fenómcno de Gibbs (para cualquier valor finito de N la
amplitud pico de los rizos permanece constante) cuando es truncado a una longitud finita. Para eliminar este
efeclO y dar una especificación más explícita de los bordes pasante y de la banda suprimida se inserta una banda
de transición entre los bordes pasante y la banda suprimida. Una banda de transición se uhica en esta banda para
hacer que la respuesta de amplitud total deseada sea una función continua.

Si usamos una función spline de pe-ésimo orden como la runci6n de transición. el cfecto de ailadir esta banda de
transición a la respuesta de amplitud ideal del filtro pasabajo h~ísico ideal dado en (12) consistc en multiplicar la
respuesta del impulso ideal en (14) por una función SINe para dar:

ELECTRÓNICA - UNl\ISl\I

A Sill(Woll) (Sill(c.ll) / P)J"
h,¡(n)=--~-I-----

mI c.llP
(24)
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donde W = (W +W ) / 2 es el promedio del borde de la banda v L\. = (W - WI,) / 2 es la mitad del
(J .' JI • .'

ancho de la handa de transición normalízalo en radiares/segundo para el caso de una velocidad de muestreo de
ulla muestra por segundo [Sehüssler y Steffen, 1984]. [Parks y Burrus, 19871. [Burrus. Soewit y Gopillath, 1992],
El spline produce una función de transición el cual consiste de P segmentos de polinomios de pc-ésimo orden
conectado toJos juntos lal que P-I deducciones son continuas en las uniones. El valor óptimo del exponente Pes
elegido tal que P es igual a 1.624 {fs - fp)N (para una velocidad de muestra unitaria) el cual minimiza el error de
aproximación (Burrus. Socwil y Gopinath. 1992l. Cada uno de los cuatro liltros ideales deducido previamente
pueden tener una simple handa de transición añadida mediante la Illultiplic¿lción de sus respuestas al imrmlso por
la función ponderada Sine C0l110 se ilustra (24).

111, EL MÉTODO DE DISEÑO DE BANDA MÚLTIPLE ÓI'TII\IA

El método de diseño de banda múltiple óptima consiste de dos partes algo independientcs, el primero cs cl
diseño dc un liltro pasabajo óptimo de mínimos cuadrados con una banda de transición como el escrito arriba o
como se calculó I1lcdianle la inversa de FFf y la segunda parte construye un filtro l1lultibanda óptimo desde ulla
combinación de esos filLros pasabajos óptimos y es el punto central de este trabajo

El prohlema de diseño del filtro FIR de fase lineal por el método de mínimos cuadrados del error sin ponderar es
determinar los coeficientes del filtro que minimice el error definido por.

donde:

A (W): Es la respoesta de frecuencia en amplitud del filtro real.

A" (W): Es la respuesta de amplitud ideal deseada,

Esto es hecho mediante el truncamiento de la inversa de la transformada de r-ouricr en tiempo discreto de
Ad (CO). La dilicultad es la evaluación analítica de la integral en la transformada inversa [Parks y Burrus,

19H7]. Si se utiliza una función de transición Spline, una fórmula analítica puede ser deducido para el fillro que
minimiza (25). Los detalles de este resultado puede ser determinado en [Burrus, Soewit y Gopinath. 1992].

El diseño de los nitros de longitud infinita en base a la inversa de la transformada de Fourier en tiempo discreto
de la respuesta ideal tiene una respuesta en frecuencia la cual es la misma que el ideal y de este modo no tiene
error. Una respuesta dc amplitud ideal puede ser formulado como la suma de filtros pasabajo ideal mas simples,
difercnciadores o transformadores de Hilbert juntos con sus funciones de transición Spline dado por

Ad(W)=LK,A",(w) (26),
donde:

A
dl

(CO): es la respuesta pasabajo deseada con una banda de transición en la k-ésima

handa, tal eOl11o en (12) Ó (17);

Kk : es una constante arhitrarias

Dehido a la linealidad de la transformada de Fourier, una respuesta ideal de handa múltiple puede ser construido
por simple adici6n y sustracción de las respuestas al impulso de un filtro hajo ideal apropiado.
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h,,(II) = LkJD1Fr{A,Jk(úJ)}, (27)

A

h,,(II) = Lk, h"'(II),
A

(28)

Debido a la ortogonalidad de las funciones básicas de la transformada de Fouricr, la secuencia trum:nda 11 d (11)
dc la respuesta al impulso infinitamente largo dará una aproximación optirna a AJ(w) en el sentido de mínimos
cuadrados. Esta argumentación no permite handas de transición afectadas de error de ponderación o "Jon'( care"
ni banda de transición cualesquiera. ni métodos (radicionales de tratamiento por ventanas. Sin cmhrago. esta
argumentación si permite la formulación de funciones de tmnsición SPLINE [Burrus. Soewit y Gopinath. 1992J.
Utilizando los hechos mencionados, un filtro rnultibanda 6ptima puede ser construido mediante sucesivas sumas
y restas dc respuestas al impulso de filtros pasahajo óptimos, como los dados en (27). Por ej~mpl() un filtro
pasabanda que se aproxima a cero para 0< OJ < OJI tiene una banda de transición SPLINE para

OJI < OJ < úJ1• se aproxima a uno (o alguna Olra constante) para úJ1 < OJ < OJ3. tiene una 2~ handa de

transici6n independiente para OJ.\ < OJ < OJ4 Y finalmente se aproxima a cero para OJ4 < OJ <;r. puede ser

diseñado primeramente mediante un filtro pasabajo simple con una banda ue transición OJ., < O) < OJ.¡ Y lu~go
sustrayendo desde su respuesta al impulso. el impulso de un 20 filtro pasa hajo diseilado con una banda de
transición W1 < W < 0)1 .

Un filtro con dos o más pasabandas puede ser diseñado sumando las respuestas al impulso de dos o m:Ís filtros
pasa banda individuales.

En realidad, un método de diseño completamente general puede ser formulado mediante las sumas y
sustracciones alternados de filtros pasa bajo comenzando en la frecuencia más alta de la banda de transición y
desplazándose secuencialmente y descendiendo hacia la m:Ís haja. Si la respuest,.l.en frecuencia ideal no es cero
a (¡)= 71:, luego uno comienza con una respuesta de frecuencia constante (un impulso en el dominio del tiempo) y
sustrae el filtro pasabajo (recuenle que la longitud dehe ser no uniforme para este caso). Aplicando
consideraciones de escala a cada fillro pasabajo. son obtenidas diferentes ganancias en cada banda.

Debe tenerse cuidado que la función de transición spline construido se adapte convenientemenle a las bandas en
ambos lados. Esto no ayudará autom¡Í1icamenlc si allí est¡Ín dos bandas adyacentes con diferentes pendienles
conectadas por una función de transición los cuales están simplemente sumadas entre si. Esto ayudará
automáticamcnte si cada banda pasantc esta separada por una banda suprimida o si bandas adyacentes tienen la
misma pendiente.

3. J UIl programa de disel/o de ji/tros mediame MATLAH

Un Programa en MATLAB denominado FIR 3.m, dado en el apéndice de cste trahajo, diseñara filtros <'lptimos
aplicando el método descrito en el apartado anterior. Este programa particular requiere gananda pasabanda
constante pero arbitraria y utiliza un formato para especificaciones similar a la función llamada rClllcz ( ) de
MATLAB. Este construye el filtro de banda múltiple basándose en (28) mediante la adición y sustracción de
filtros pasabajos óptimos. diseñados según la fórmula (24) )' calculados en el segundo programa denominado
FirJl p.m.

El programa principal se le asigna un vector / de longitud par qu~ contiene los bordes de banda suprimida y
handa pasante normalizados. incluyendo /=0 y /=1. A este programa se le asigna también un vector m de
longitud par que contiene la respuesta ideal a cada frecuencia en /. Debido a que el liltro pasabajos tiene un
pasabanJa conslante la respuesta ideal del filtro multihanda tendrá pasaban das constantes. Esto significa que m
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estad conformada por términos adyacentes que .son iguales. En el siguiente apartado se presenta a 1110do de
ejemplo una llamada de funci6n MATLAB.

El programa simple incluido en el apéndice diseñará filtros de ganancia constante en los pasaban das múltiples.
Bas,lnt!osc en su composición resulta fácil comprender que si adiciona los servicios del filtro pasabajos de
ganancia lincal al filtro pasahajo de banda pasante de ganancia unitaria se posihilitaría el diseño de filtros
óptimos con' ganancias lineales en los pasahunJas. Si se adicionan la totalidad de los cuatro diseños básicos
pasabajos entonces sería factihle formular un programa de llamada que automáticamente diseñaría un filtro con
una combinación de la 10lalidad de las cuatro características. Si fuera posible expresar en función de los filtros
hásicos las partes real e imaginaria de una respuesta en frecuencia compleja teórica. entonces es posible diseñar
también filtros de fase No-lineal.

3.2 1:.jcmp/os de Disl'110

A fin de mostrar los resullados obtcnidos mediante la aplicación de esta nueva técnica de diseño. se prescnlan
aquí dos ejemplos de diseño de filtro multibanda. El primero es un filtro con una banda suprimida desde OJ = O
hasta (JJ = 0,2 . una banda de transición desde OJ = 0,2 haSla úJ = 0,25, un pasabanJa con ganancia igual a
0.7 desde (¡J = 0.25 hasta (¡J = 0.5 una handa de transición desde (¡J = 0.5 hasta (¡J = 0.55. un "asahanda
con ganancia igual a 0,5 desde ro = 0.55 hasta ro = 0,7 . una banda de transición desde w=0.7 haSl<.lw=O.73,
una banda suprimida desde úJ = 0,73 hasta (j) = 0,85 hasla una banda de trJnsición desde 0.85 hasta
ro = 0,9. y un pasaban da con ganancia igual a uno (1) desde ro = 0.9 hasta w=1. Este ejemplo se diseña
llamando al programa MATLAB mediante

h~fir 3(5 I.IO.2.25.5.55.7.73.X5.91]. 100.7.7.5.5001 Ij)

En el Anexo - I se presenta el programa de diseño y en el Anexo -2 se muestran las respuestas para el caso de
N~51, 101,501 Y 1001.

IV, CONCLUSIONES

En este trah<~o se ha analizado los cuatro filtros pasabajo ideales b<l~icos: Fihro Pasabajo de banda pasante de
ganancia constante, Filtro pasabajo de banda pasante de ganancia lineal creciente. Filtro diferenciador con un
filtro pasahajo y el Transformador de Hilbert con un filtro pasahajo. Se demuestra que cada uno de estos t1Itros
puede ser modificado a fin de admitir una funeidn de transición spline como se ohserva en la ecuación (24).
Como rcsultado de haber nplicado un criterio de error de aproximación L2 y dcbido a la ortogonalidad de las
funciones hases de la transformada de Fourier, se ha demostrado que es posible construir un filtro óptimo de
banda múltiple a partir de la combinación lineal de estos componentes óptimos. Este nuevo método de diseño
de filtro presenta la nexibilidad del algoritmo de parks-McClelIan y también la simplicidad de las técnicas de
implementación de ventanas lParks y Burros 1,9S7). Este método es muy dpido y no presenta problemas
numéricos. A diferencia de los métodos de implementación de ventanas. el nuevo método admite control
independiente explícito de los bordes múltiples de banda de transición y contribuye a un diseño óptimo. Su única
limitación consiste en que no admite la [unción de ponderación del error.

Este método. que emplea funcioncs Spline en las bandas de transición de respuesta ideal. diseñará muy rápido
esencialmente filtros para un número de muestras grande pero como se menciond anteriormente no admitirá
ponderaciún de error. Aunque las funciones de transición artificial se aplican en la respuesta ideal. las funciones
splinc optimizadas se pueden aplicar al caso de funciones con ponderación que será materia de una investigación
posterior. Las recientes in\'estigaciones sugieren que para el caso de muchas especificaciones prácticas de señal,
entonces resulta con\'cnientc una mczcla de Chebysshcv y mínimos cuadrados sin ninguna banda explícita de
transición [Sdesnik. Lang y Burrus. 1994].
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ANEXO - I

Programa Fir 3.m

% PROGRAMA ELABORADO EN MA TLAB DENOMINADO FIR 3.M
% ESTE PROGRAMA REQUIERE GANANCIA DE PASABANDA
% CONSTANTE y ARBITRARIA, SE CONSTRUYE BASÁNDOSE
% EN LA ECUACION (28)
% CALCULA EL ERROR CUADRATICO MINIMO PARA EL FILTRO
% FIR MUL TIBANDA A PARTIR DEL DISEÑO PASABAJOS SIMPLES
function b = fir3 (N, f, m)
% Programa elaborado el 09/05/99
L = length (f); % N" de borde de banda
If m (L) = =0, % respuesta en frecuencia cero
b = [zeros (1, (N-I)/2), m(L), zeros (1, (N-I)/2)];

end
while L>2 % se finaliza
b = b + (m(L-2))-m(L-I ))*fir31 p(N,f(L-2),f(L-I )); % cons-

% truye el filtro
L = L-2;

end

Programa FIR31 p.m

Function b=fir31 p(N ,fI ,f2,p)
% Programa elaborado en 09/05/99
if nargin < 4, p = 0.3 I *N*(f2-fI); end;
wo = pi*(f2-fl)/2;
if dw = O & p = O,
wd = (dw/p)*nx;
wt = (sin (wd).Iwdl, p;
h = wt.*h;

end;
if rem(N,2) = = O,
b = [h(M:-I:I), h];

else
b = [h (M:-I: 1), wo/pi,h];

end;
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