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Resumen: Este trabajo presenta el método de disefo de filtro digital de respuesta finita
al impulso (FIR, Finite Impulse Response) mediante la aproximacion de minimos
cuadrados. Este método permite miiltiples pasos, bandas suprimidas y bandas de
transicién arbitraria, todos con control explicito de los bordes de banda y es tan simple
como usar ¢l método de ventanas. Este método de disefio acumula una respuesta de
frecuencia multibanda 6ptima mediante la adicién y sustraccion secuencial de filtros
pasabajos Gptimos con bandas de transicién. Sin embargo, este método asume que la
respuesta ideal tiene una funcién de transicién spline y no permite ponderaciones con
error.

Abstract: This paper features the method for the design of least squares FIR digital
filter. This method allow multipass stop bands and arbitrary transition bands together
with explicit control of band edges and is so simple as using the windowing method.
This method of design accumulates an optimal multiband frequency response by means
of sequential addition and subtraction of optimal low pass filters with transition bands.
However, this method assumes that the ideal response contains a spline (ransition
function and there fore error weighting are not allowed.

Palabras Claves: FIR, Spline, IIR, Pasabajo, Pasa Banda.

L INTRODUCCION

Este trabajo presenta el método de disefio de filtros digitales (FIR. Finite Impulse Response) de fase lineal de
minimo error cuadrdtico que permite control explicito de bordes de banda y ganancia de la banda para muiltiples
bandas pasantes y control independiente de cada transicién del borde de la banda. Este es un método analitico el
cual deduce férmulas para los coeficientes del filtro, y de este modo filtros multibandas éptimos muy largas para
ser disefadas rdpidamente en computadoras y asume que la respuesta ideal tiene funciones de transicion spline, y
no permite ponderaciones diferentes de la banda pasante, banda suprimida o banda de transicion.

Las especificaciones se dan en un formato similar al que dan para el algoritmo PM [Parks y Burrus, 1987],

L . . > . . - .
[Moler, Little y Bangert, 1989]. En realidad este método junto con el algoritmo PM dan dos aproximaciones de
disefio optimo, uno con el criterio de error Chebychev y los otros con el criterio de error cuadritico.
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La primera contribucién de este trabajo es demostrar, como un filtro banda pasante simple puede ser combinado
tal que las truncaciones simples terminan en una aproximacién éptima a la respuesta ideal deseada con bandas de
transicion de la funcién spline. Una segunda contribucién es demostrar cuan limitante es la ponderacién de error
que es constante sobre cada banda separada permitiendo el disefio de filtros FIR de minimo error cuadratico de
optima ponderacidén de banda miltiple. Una tercera contribucién es la inclusion de programas MATLAB, para
ambos tipos de disefios de filtros.

La razén por la que un filtro multibanda 6ptimo sin ponderacion, puede ser formado a partir de una suma o
diferencia de filtros pasabajos Gptimos depende del uso del criterio de error cuadritico ponderado
uniformemente.

IL FILTROS PASABAJO BASICO

La respuesta en frecuencia de un filtro FIR  de longitud N puede ser calculado desde la transformada discreta

de Fourier (DTFT) de la respuesta al impulso como

N-1
H((D): Zh(”)e_iwn (1)
n=0
Asumiendo la fase lineal, puede ser escrito

H(w) = A(w)e ™ 2)

A(w): amplitud de valor real (puede ser positivo o negativo) y M = (N — 1)/ 2 es el retardo constante de
grupo del filtro [Parks y Burrus, 1987]. Para N impar, esto da

M N
A(w)= Y h(n)cos(an) 3)

n=-M

h(n) = h(n+ M)es h(n)desplazado para ser simétrico alrededor de n=0 .

Para N par la formulacién es un tanto diferente y da:

N/2-1

A(@)= Y, h(n)cos(w(n +1/2)) )
n=-N/2
donde h(n)=h(n+ N /2) es h(n) desplazado para ser simétrico alrededor de n = —5. La inversa de la

DTFT para N impar da

;r(n) - lJﬁA(a))c::os(cun)da)
‘ T o

y para N par
A I ¥ 4
h(n) = ;J-A((U)COS(CD(H+%))(ICD (6)
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debido a las simetrias en h(7n)y A(n) , impuestas por la fase lineal, si definimos.

1/2 h(n) Para n=0
; A (7)
h(n): $h(n) Para 0snsM
0 Para otros casos
Para N impar tenemos:
M oA @)
A(®@) = Y 2h(n)cos(an)
n=0

El cual tiene la mitad del N° de ecuaciones. Para N par tenemos:

Alw) = hi 2l;(n)cos(a)(n+1/2)) ®

n=0
El cual también tiene la mitad del N° de ecuaciones.

Para una aproximacién de minimo error cuadrdtico ponderado, la escala puede ser minimizada y definida como:

*dw (10)

I ¢
e=—["Ww)A@ -4 ()
T ~o d

Se convierte a full banda con medida de error promediado uniformemente fijando W(®) =1, dando
1 ¢ 2
e=—[|A@) - A, (@) do (n
T e}

El problema de disefio de filtros FIR es determinar una respuesta en frecuencia cuya h(n) sea de longitud finita, o
en el caso de fase lineal, la respuesta de amplitud se aproxima a la deseada. Un truncamiento simple de la
secuencia de coeficientes calculados a partir de (5) o (6) minimiza (11) pero no minimizard el error cuadritico
ponderado en (10) ni ninguna definida sobre las partes de la banda.

Para algiin caso especial pero muy iitil podemos evaluar analiticamente la integral de Ia inversa DTFT en (5) y
(6), el cual después de la truncacién se hace finito y el desplazamiento se hace causal, para que el disefio sea
6ptimo.

2. Ganancia constante en la banda pasante del filtro pasa bajo ideal

El filtro FIR pasabajo ideal tiene una banda pasante de ganancia unitaria para O <@ <@,y ganancia cero de la

banda alta para @, <@<7 . Esto
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" 1 0Zwlw, (12)
«(®) =19 0, L0LT

Como la respuesta de amplitud deseada ideal. Los coeficientes del filtro ideal desplazado es la inversa de DTFT
a partir (5). Los cuales para N impar estdn dados por

A 1 ¢= (13)
hy(m)=— [ (@) cos(@nde

1 o, @, sin(w n)
=—J cos(am)dw =————"— (14)
T =o T @,n

El cual es algunas veces llamado una funcion “sinc”. Note que /14 (1) es generalmente infinita en longitud. Este
es simétricamente truncado y desplazado por M= (N-1)/2 para dar los Gptimos coeficientes del filtro FIR de
longitud N como:

w, sin(w,(n— M)) para 0<ns<N-1 (15)

hin)=— o, (n—30)

h(n) = 0 en otro caso

La deduccién correspondiente para una longitud par empieza con la inversa de DTFT en (6) para un filtro de
longitud par desplazado.

P
by = ;L A, (w)cos(w(n + YA ))dw

_ o, sin(@,(n+ )] (5
T , (n+ )

El cual cuando es truncada y desplazada por N/2 da la misma férmula que para el disefio de longitud impar en
(15), pero notard que M= (N-1)/2 no es un entero para N par.

2.2 Filtro pasabajo de banda pasante lineal ideal

Deducimos ahora, la férmula de disefio para un filtro con una respuesta de amplitud ideal que tiene una funcién
incrementante lineal en la banda pasante, algo que es una constante como se asumié anteriormente. Esta

respuesta de amplitud ideal esta dado por:

1
;a) OZwZw, (17

O w,L0LT
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Para N impar los coeficientes del filtro ideal desplazado de longitud infinitamente grande son la inversa de DTFT
de esta amplitud dada por

A I fo.( 1
hy(n) = —_[ (—w}os(wn)da)
T e \TT

cos(w,n) —1 @,sin(w,n)
= = ;
CH) 2 (18)
T n T n

Con el indeterminado 1, (O) = (J)U2 /27> . Este es truncado y desplazado por M = (N-1)/2 para obtener los

coeficientes del filtro FIR de éptima causal y longitud N como:

COS[O)U (n— M)] -1 a)usin[(wo (n-— M)]
+

: . = O<ns<N-1 (19)
T (n—M)" n-(n—-M)

h(n)=

h(n)=0 en otro caso.

La deduccién correspondiente para una longitud uniforme comienza con la inversa DTFT correspondiente a un
filtro desplazado de longitud uniforme dado en (5) y después por N/2 para dar el mismo resultado (19).

23 Filtro pasa bajo mds diferenciador ideal

Afortunadamente la inversa de DTFT para un diferenciador ideal combinado con un filtro pasabajo puede
también ser analiticamente evaluado. La respuesta de amplitud ideal es la misma que la dada en (17), pero que
en este caso tiene una respuesta al impulso que es simétrico impar, la inversa de DTFT utiliza funciones

senoidales los cuales para N impar da:

1 ro,( 1
h,(n) =—j (—a)).rin(an)dco
T o T

sin(@,n)  ®, cos(w,n) (20)

2.2 2
Tn mn

Con el indeterminado /14 (0O) =0 . Este es truncado y desplazado por M = (N —1) /2 para obtener los
coeficientes del filtro FIR 6ptimo, causal y de longitud N como

sin(a) (n— M)) , cos(w0 (n— M)

— : , para O<n<N-1 (21)
T (n—M)~ w(n—M)

h(n) =0 para otros casos
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Nuevamente la deduccién correspondiente para una longitud par da el mismo resultado que en (21). Note que
esta es una férmula general que incluye como caso especial la longitud par ¢ impar de un diferenciador de banda

total (@, = 7T ) dado en [Parks y Burrus, 1987].

También debe observarse que para un diferenciador de toda la banda, una longitud par es preferido en lugar de
una longitud impar debido al cero que se obtiene a W=7 . Sin embargo para el diferenciador con un filtro
pasabajo, el cero facilita en el filtrado pasabajo y de este modo puede ser una ventaja.

24 Transformada de Hilbert

La inversa de la DTFT correspondiente a una transformada de Hilbert ideal [Oppenheim y Schafer, 1989]
combinado con un filtro pasa bajo puede también ser analiticamente evaluado.

i
La respuesta de amplitud ideal es la misma que (12) pero con un desplazamiento de fase constante de @= 5

Puesto que este caso tiene una respuesta al impulso que es simétrico impar, la inversa de la DTFT utiliza
funciones senoidales, los cuales para N impar da:

A | ro, . 1 —cos(@w,n)
hd(n):—‘[ sinflon)dw = ———— (22)
L <o mn
: : s (N =1)
Con la indeterminada /14, (0) =0, este es wuncado y desplazado por M:Tpara obtener los

coeficientes del filtro FIR dptimo causal y de longitud N como

- C()s(a)‘j (n— M)) (23)
hin) = O<nsN-1
w(n— M)
h(n) = O en otros casos

Nuevamente la deduccién correspondiente para una longitud par da el mismo resultado que en (23)

2.5 Diseiio de la banda de transicion spline

Los cuatro filtros pasabajo descritos arriba presentan el fenémeno de Gibbs (para cualquier valor finito de N la
amplitud pico de los rizos permanece constante) cuando es truncado a una longitud finita. Para eliminar este
efecto y dar una especificacion mds explicita de los bordes pasante y de la banda suprimida se inserta una banda
de transicion entre los bordes pasante y la banda suprimida. Una banda de transicién se ubica en esta banda para
hacer que la respuesta de amplitud total deseada sea una funcidn continua.

Si usamos una funcién spline de pe-ésimo orden como la funcion de transicién, el efecto de afadir esta banda de
transicién a la respuesta de amplitud ideal del filtro pasabajo bésico ideal dado en (12) consiste en multiplicar la
respuesta del impulso ideal en (14) por una funcién SINC para dar:

]A n) sin(@,n) [ sin(An) / p) F
14(n) = ’
i 7 Rth (24)
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donde @, = (W, + w, )/ 2 es el promedio del borde de la banda y A= (0, - @, )/ 2 es la mitad del

ancho de la banda de transicién normalizalo en radiares/segundo para el caso de una velocidad de muestreo de
una muestra por segundo [Schiissler y Steffen, 1984], [Parks y Burrus, 1987], [Burrus, Soewit y Gopinath, 1992].
El spline produce una funcién de transicién el cual consiste de P segmentos de polinomios de pe-ésimo orden
conectado todos juntos tal que P-1 deducciones son continuas en las uniones. El valor éptimo del exponente Pes
elegido tal que P es igual a 1.624 (f; - f,)N (para una velocidad de muestra unitaria) el cual minimiza el error de
aproximaci6n [Burrus, Soewit y Gopinath, 1992]. Cada uno de los cuatro filtros ideales deducido previamente
pueden tener una simple banda de transicién anadida mediante la multiplicacién de sus respuestas al impulso por
la funcién ponderada Sinc como se ilustra (24).

111 EL METODO DE DISENO DE BANDA MULTIPLE OPTIMA

El método de disefio de banda miltiple éptima consiste de dos partes algo independientes, el primero es el
disefio de un filtro pasabajo ptimo de minimos cuadrados con una banda de transicién como el escrito arriba o
como se calculd mediante la inversa de FFT y la segunda parte construye un filtro multibanda 6ptimo desde una
combinacion de esos filtros pasabajos 6ptimos y es el punto central de este trabajo

El problema de disefio del filtro FIR de fase lineal por el método de minimos cuadrados del error sin ponderar es
determinar los coeficientes del filtro que minimice el error definido por.

e=["A@)- A, (@) do 25)

donde:

A(@) : Es larespuesta de frecuencia en amplitud del filtro real.
A, (@) : Es la respuesta de amplitud ideal deseada.

Esto es hecho mediante ¢l truncamiento de la inversa de la transformada de Fourier en tiempo discreto de
A, (@). La dificultad es la evaluacién analitica de la integral en la transformada inversa [Parks y Burrus,
1987]. Si se utiliza una funcion de transicién Spline, una férmula analitica puede ser deducido para el filtro que
minimiza (25). Los detalles de este resultado puede ser determinado en [Burrus, Soewit y Gopinath, 1992].

El diseio de los filtros de longitud infinita en base a la inversa de la transformada de Fourier en tiempo discreto
de la respuesta ideal tiene una respuesta en frecuencia la cual es la misma que el ideal y de este modo no tiene
error. Una respuesta de amplitud ideal puede ser formulado como la suma de filtros pasabajo ideal mas simples,
diferenciadores o transformadores de Hilbert juntos con sus funciones de transicion Spline dado por

A, (m):ZKA-AJk (@) (26)
k

donde:
Au’ k

handa, tal como en (12) 6 (17);

() : es la respuesta pasabajo deseada con una banda de transicion en la k-ésima

Ky : es una constante arbitrarias

Debido a la linealidad de la transformada de Fourier, una respuesta ideal de banda miltiple puede ser construido
por simple adicién y sustraccion de las respuestas al impulso de un filtro bajo ideal apropiado.
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ha(n) = Yk IDTFT{ A, ()} @7
k

ha(n) = 3k, hae(n) (28)
k

A

Debido a la ortogonalidad de las funciones bdsicas de la transformada de Fourier, la secuencia truncada ha(n)

de la respuesta al impulso infinitamente largo dard una aproximacion optima a Ay(w) en el sentido de minimos
cuadrados. Esta argumentacién no permite bandas de transicién afectadas de error de ponderacion o "dont care”
ni banda de transicion cualesquiera, ni métodos tradicionales de tratamiento por ventanas. Sin embrago, esta
argumentacion si permite la formulacion de funciones de transicién SPLINE [Burrus, Soewit y Gopinath, 1992].
Utilizando los hechos mencionados, un filtro multibanda 6ptima puede ser construido mediante sucesivas sumas
y restas de respuestas al impulso de filtros pasabajo Gptimos, como los dados en (27). Por ejemplo un filtro
pasabanda que se aproxima a cero para O<®< @), tiene una banda de transicién SPLINE para
W, <W<@,, se aproxima a uno (o alguna otra constante) para @, < @ < @, tiene una 2* banda de

transicion independiente para @; <@ < @, y finalmente se aproxima a cero para W, <@<T, puede ser
disefiado primeramente mediante un filtro pasabajo simple con una banda de transicién W, <<, yluego
sustrayendo  desde su respuesta al impulso, el impulso de un 2° filtro pasa bajo disefiado con una banda de

transicion W <W<@,.

Un filtro con dos 0 mds pasabandas puede ser disefiado sumando las respuestas al impulso de dos o mds filtros
pasa banda individuales.

En realidad, un método de disefio completamente general puede ser formulado mediante las sumas y
sustracciones alternados de filtros pasa bajo comenzando en la frecuencia més alta de la banda de transicion ¥
desplazdandose secuencialmente y descendiendo hacia la mds baja. Si la respuesta en frecuencia ideal no es cero
a =, luego uno comienza con una respuesta de frecuencia constante (un impulso en el dominio del tiempo) y
sustrae el filtro pasabajo (recuerde que la longitud debe ser no uniforme para este caso). Aplicando
consideraciones de escala a cada filtro pasabajo, son obtenidas diferentes ganancias en cada banda.

Debe tenerse cuidado que la funcién de transicién spline construido se adapte convenientemente a las bandas en
ambos lados. Esto no ayudard automdticamente si alli estdn dos bandas adyacentes con diferentes pendientes
conectadas por una funcién de transicion los cuales estan simplemente sumadas entre si. Esto ayudard
automdticamente si cada banda pasante esta separada por una banda suprimida o si bandas adyacentes tienen la
misma pendiente,

3.1 Un programa de diseiio de filtros mediante MATLAB

Un Programa en MATLAB denominado FIR 3.m, dado en el apéndice de este trabajo, disefiara filtros Optimos
aplicando el método descrito en el apartado anterior. Este programa particular requiere ganancia pasabanda
constante pero arbitraria y utiliza un formato para especificaciones similar a la funcién llamada remez ( ) de
MATLAB. Este construye el filtro de banda multiple basdndose en (28) mediante la adicién v sustraccion de
filtros pasabajos optimos, disefiados segtin la férmula (24) y calculados en el segundo programa denominado
Fir31 p.m.

El programa principal se le asigna un vector f de longitud par que contiene los bordes de banda suprimida y
banda pasante normalizados, incluyendo =0y f=1. A este programa se le asigna también un vector m de
longitud par que contiene la respuesta ideal a cada frecuencia en f. Debido a que el filtro pasabajos tiene un
pasabanda constante la respuesta ideal del filtro multibanda tendrd pasabandas constantes. Esto significa que m
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estard conformada por términos adyacentes que son iguales. En el siguiente apartado se presenta a modo de
¢jemplo una llamada de funcion MATLAB.

El programa simple incluido en el apéndice diseard filtros de ganancia constante en los pasabandas miiltiples.
Basdndose en su composicién resulta ficil comprender que si adiciona los servicios del filtro pasabajos de
ganancia lineal al filtro pasabajo de banda pasante de ganancia unitaria se posibilitaria el disefio de filtros
optimos con ganancias lineales en los pasabandas. Si se adicionan la totalidad de los cuatro disefios bdsicos
pasabajos entonces seria factible formular un programa de llamada que automdticamente disefiaria un filtro con
una combinacion de la totalidad de las cuatro caracteristicas. Si fuera posible expresar en funcién de los filtros
hasicos las partes real e imaginaria de una respuesta en frecuencia compleja tedrica, entonces es posible disefiar
también filtros de fase No-lineal .

3.2 Ejemplos de Diserio

A fin de mostrar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de esta nueva técnica de disefo, se presentan
aqui dos ejemplos de disefio de filtro multibanda. El primero es un filtro con una banda suprimida desde @ = 0
hasta @ = 0,2, una banda de transicién desde @ = 0,2 hasta @ = 0,25, un pasabanda con ganancia igual a
0.7 desde @ =10.25 hasta @ = 0,5 una banda de transicién desde @ = 0,5 hasta @ = 0,55, un pasabanda
con ganancia igual a 0.5 desde @ = 0,55 hasta @ = 0,7 . una banda de transicién desde @=0.7 hasta @=0.73,
una banda suprimida desde @ = 0,73 hasta @ = 0,85 hasta una banda de transicién desde 0.85 hasta
@®=0.,9, y un pasabanda con ganancia igual a uno (1) desde @ = 0.9 hasta w=1. Este ejemplo s¢ diseiia
llamando al programa MATLAB mediante

h=fir 3(51.[0.2.25.5.55.7.73.85.91], [00.7.7.5.50011])

En el Anexo -1 se presenta el programa de disefio y en el Anexo -2 se muestran las respuestas para el caso de
N=51, 101, 501 y 1001.

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha analizado los cuatro filtros pasabajo ideales basicos: Filtro Pasabajo de banda pasante de
ganancia constante, Filtro pasabajo de banda pasante de ganancia lineal creciente, Filtro diferenciador con un
filtro pasabajo y el Transformador de Hilbert con un filtro pasabajo. Se demuestra que cada uno de estos filtros
puede ser modificado a fin de admitir una funcién de transicién spline como se observa en la ecuacion (24).
Como resultado de haber aplicado un criterio de error de aproximacién L, y debido a la ortogonalidad de las
funciones bases de la transformada de Fourier, se ha demostrado que es posible construir un filtro éptimo de
banda miltiple a partir de la combinacion lineal de estos componentes 6ptimos. Este nuevo método de diseno
de filtro presenta la flexibilidad del algoritmo de parks-McClellan y también la simplicidad de las técnicas de
implementacién de ventanas [Parks y Burrus 1,987]. Este método es muy rdpido y no presenta problemas
numéricos. A diferencia de los métodos de implementacién de ventanas, el nuevo método admite control
independiente explicito de los bordes miiltiples de banda de transicién y contribuye a un disefio éptimo. Su tnica
limitacién consiste en que no admite la funcion de ponderacion del error.

Este método, que emplea funciones Spline en las bandas de transicion de respuesta ideal, disefiard muy rdpido
esencialmente filtros para un nimero de muestras grande pero como se mencioné anteriormente no admitird
ponderacién de error. Aunque las funciones de transicion artificial se aplican en la respuesta ideal, las funciones
spline optimizadas se pueden aplicar al caso de funciones con ponderacién que serd materia de una investigacion
posterior. Las recientes investigaciones sugieren que para el caso de muchas especificaciones practicas de sefal,
entonces resulta conveniente una mezcla de Chebysshev y minimos cuadrados sin ninguna banda explicita de
transicion [Selesnik, Lang y Burrus, 1994].
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ANEXO -1

Programa Fir 3.m

% PROGRAMA ELABORADO EN MATLAB DENOMINADO FIR 3.M
% ESTE PROGRAMA REQUIERE GANANCIA DE PASABANDA

% CONSTANTE Y ARBITRARIA, SE CONSTRUYE BASANDOSE

% EN LA ECUACION (28)

% CALCULA EL ERROR CUADRATICO MINIMO PARA EL FILTRO
% FIR MULTIBANDA A PARTIR DEL DISENO PASABAJOS SIMPLES
function b = fir3 (N, f, m)

% Programa elaborado el 09/05/99

L = length (f); % N° de borde de banda

If 1 (L)y==0), % respuesta en frecuencia cero
b = [zeros (1, (N-1)/2), m(L), zeros (1, (N-1)/2)];

end

while L>2 % se finaliza

b =b + (m(L-2))-m(L-1))*fir31p(N,f(L-2),f(L-1)); % cons-
% truye el filtro
Li=1-2}

Programa FIR31 p.m

Function b=fir31p(N,f1,2,p)
% Programa elaborado en 09/05/99
if nargin < 4, p = 0.31*N*(f2-f1); end;
wo = pi*(f2-f1)/2;
ifdw =0& p=0,
wd = (dw/p)*nx;
wt = (sin (wd)./wd), p;
h = wt.*h;
end;
if rem(N,2)==0,
b = [h(M:-1:1), h];
else
b =[h (M:-1:1), wo/pi,h];
end;
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Filtro FRde Ordenn=51

ANEXO-2
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Fittro FIR de Ordenn=101
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