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Resumen :  El presente articulo, aplicando los conceptos de la teoria general de las
mdquinas eléctricas, se realiza un andlisis del motor de induccion. modelado en ¢l
sistema de referencia qd0). Luego se efectia una simulacion digital del comportamiento
de la maquina en el dominio del tiempo.

Abstract :  In this paper. an analysis of induction motor is performed by applying
principles of general theory for electrical machines. modelled on the qdO referential
framework. Then a digital simulation of machine behaviour is performed in the time

domain.

Palabras Claves : Ejes de referencia, acoplamiento, transformacion, flujo
concatenado, ejes en cuadratura, simulacién.

I. INTRODUCCION

Las técnicas de control automdtico, requieren en muchos casos de un modelo matemdtico adecuado de la planta a
controlar. para que en condiciones de estado estacionario las variables de interés tengan una respuesta constante.
De esta manera se pueden evaluar las condiciones de disefio en funcion del tiempo, como sobreimpulsos, tiempos
de restablecimiento, tiempos de arranque. etc. Para el control de un motor de induccién, el modelamiento
presenta un problema, debido al acoplamiento entre el estator y el rotor, con pardmetros variables en el tiempo,
por ¢l cambio continuo de la posicion del rotor, lo cual dificulta usar técnicas de control convencionales. Es por
ello que se hace necesario una transformacién de ejes en el modelamiento de la mdquina de induccion,
empleando un marco de referencia ficticio con eje directo d y eje en cuadratura g, en el cual se asumen que esta
en rotacidon a una velocidad arbitraria o rad./seg. Cuando se modela en este nuevo marco de referencia y
chigiendo un valor de w adecuado se pueden usar las téenicas de control conocidas.  Este paso es importante,
cuando se desea simular el comportamiento del sistema de control disenado.

Luego de depurar el programa de simulacién digital, se realizaron simulaciones del sistema modelado para

diversas cargas de motor de induccidn a velocidades sincronas y estacionaria del marco de referencia dq0. Estos
modelos se utilizaron posteriormente para el control realimentado de la maquina de induccion.
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II. MODELAMIENTO DE LA MAQUINA DE INDUCCION EN LOS EJES
DEL ESTATOR Y DEL ROTOR

2.1 Ecuaciones de Voltaje

Usaremos. el circuito idealizado acoplado del estator y del rotor. de la mdquina de induccion trifdsica. mostrada
en la fig. 1.
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Figura 1. Bobinados del estator y del rotor de la mdquina de induccion.

La forma matricial de las ecuaciones de voltajes del estator y del rotor. tiene la forma:

ahe abe abe _f"'"'
V § )v 3 r\ l y
= p + (1)
abe e uhd ahe
V r A«r 0 ;‘, lr

¢ ) B ahi
donde p = ——{ . ¢l vector de tensiones de fase del estator V
dt '

fase del estator V..V, .V . ydelrotor V.V, .V . respectivamente.

W

abe " "
y del rotor V conticnen a las tensiones de
!
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En la ecuacion (1), los vectores de flujo concatenado del estator )« y del rotor l.- . agrupan a los flujos

concatenados por los bobinados de las fases individuales del estator A, , A, . A, ydelroor 4, A, A,

ay ’

Wb Jiihe

andlogamente los vectores de corrientes del estator y del rotor, [, © ], respectivamente, agrupan a las

corrientes de los bobinados del estator i, i, ., i ydel rotor i, i, .1, . Asitenemos:

alr

abe
A-\ - [A'm A‘.b.\ A’{ £ ]T (7)
wht [A }‘ ]7 -
ﬂu‘ il ur hr «
Jhe [ ]T
l = Im ’b\ f( §
A
" ‘ 1A
i“h' — [’m [hi i ]
e
. : . . ahe whe . .
La relacion (1) contiene las matrices diagonales gy - . que agrupa a las resistencias comunes de cada

bobinado del estator y del rotor: 1y r, respectivamente. Es decir:

1 0 0]

F= oo

0 0 1|

3)

1 0 0]

r:fh('z 01 0

10 0 I

2.2, Ecuaciones de flujo concatenado

Las ecuaciones de flujo concatenado, tanto para el estator como para el rotor, se expresan en forma matricial, en
términos de las inductancias y corrientes. Se escriben en forma compacta como:

ahe abc Jabe

A I

X

b

- . 4
whe Jhe (4)

abi ahc
A{}‘ Ll'.\‘ Ll'l' l 3
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Las submatrices de las inductancias de estator a estator y de rotor a rotor, tienen la forma:

LJ\ + L,\:\' L\'m L.\m
abc
L.\'.\( = L.\m L.\rn + L 8§ L,\m
qu Lm: Ln + Ln.\

tn
—

Lln + Ln' L”" Lmr
ahe
Ln‘ = LHH Li I = LH' er
Lmz L'”’ Lu + er

" i .
L’:“: [L”f =I. cns(@f{r] L‘c)sa 554 9 +~:’7]
J -
.} -
cos| @ + 7 c(){a _J] cma
v 3

donde L,

rotor. L., es la inductancia propia del arrollamiento del estator, L;, es la inductancia propia del arrollamicento del
rotor. L, es la inductancia mutua entre los arrollamientos del estator. L, es el valor de pico de la inductancia

es la inductancia por fase de dispersion del estator. L, es la inductancia por fase de dispersién del

mutua del estator y rotor. Ademds 6, es el dngulo del rotor.

Idealmente despreciamos la reluctancia del material ferromagnético, nosotros podemos expresar las inductancias
en término del nimero de vueltas del arrollamiento del estator N; y del rotor N,, y de la permeancia del
entrehierro P,

2.3 Matriz de transformacion al eje de referencia arbitrario.

Consideramos el marco de referencia arbitrario, que estd rotando a la velocidad @ en la direccion de la rotacion
del rotor [Krause, P.C., 1986], [Kron, G., 1942].

Podemos trabajar las ecuaciones del voltaje y de torque de la maquina en cantidades de fase. También se puede
realizar una transformacién al marco de referencia arbitrario qd0 a estas cantidades para obtener las
correspondientes ecuaciones qd0. Las relaciones entre las cantidades abc y las cantidades qd0 en el marco de la

referencia rotatorio a una velocidad angular @, se muestra en la fig. 2.
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Figura 2. Marco de referencia qd( arbitrario.

Las ecuaciones de transformacion del marco de referencia abc al marco de referencia qd0, se escribe como:

1, T
fi|= [rqdo®)] | f, (6)
f, f,

donde las variables f puede ser voltajes de fase, corrientes de fase, o flujos enlazados en la mdquina.

El dngulo de transformacién, @ (), entre el eje q del marco de referencia rotatorio a velocidad w y el eje del

arrollamiento estacionario del estator, se puede expresar como:

(1) = j w()dr + 6(0) 7)

El dngulo del rotor, 8 (1) . entre ¢l eje del estator y la fase del rotor para una rotacién del rotor con velocidad

, (1) puede ser expresada por:

0.(r)= _[ : . (Hdt + 8.(0) (8)
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Los dangulos, 8 (0)y 8, (0) son los dngulos iniciales de estos angulos.

La matriz de transformacién qd0, |:qu0 (9):| , S eXpresa como:

[ cos@ cos| 8 - i cos| 6 +3T-Li
3 3
2
[quo(@)] :2 senf@ sen| 6 — %1 sen 0 +-2T[ 9)
3 3 3
1/2 1/2 1/2
cuya inversa es:
cosf sen @ 1 1
5 .
[quo(@)]_l = COS(Q - hf J sen[@ - 2;} I (10)
2 2
cos{ﬂ P ] :-;en(B P J |
L 3 3 J

2.4 Ecuaciones de voltaje en el eje de referencia arbitrario qdo.

En notacién matricial, las ecuaciones de voltaje del arrollamiento del estator, pueden expresarse por (1). que
repetimos por conveniencia.

abe abc

V:t.‘:c - P l:b‘- n rl\ lj T

Apliquemos la transformacion, [qu{) (9)j| qu” a la ecuacién (11), resulta:

0O 1 O
Vx‘,'u'a i = l O 0 A(\,ﬂ.‘u + p A,lef” + rijcinl i?rlz; (12)
0O 0 0
donde:
dg
w=—
dt
(13)
r‘\f‘f" = r\uhr

Asimismo. las cantidades del rotor pueden ser transformadas al mismo sistema qd de referencia. De la fig. 2.

podemos ver que el dngulo de transformacion de las cantidades de fase del rotor es (0 —8,). Usamos la
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transformacion, quﬂ (0 —0,) |.alas relaciones de voltaje del rotor. de la misma manera que se hizo para las

ecuaciones de vollaje del estator, obtenemos las ecuaciones de voltaje gd0 para los arrollamientos del rotor como

Se muestra:

01 0
v:f:.’u = (m " CU,_) _ 0 O Aj‘m‘u + ]) Aj{x!ﬂ + r:fu’u l.:.'e.’u (14)
0 0 0

2.5 Relaciones gdl) de flujo concatenado

El flujo enlazado por el estator en el eje qdo. se puede obtener por la aplicacion  de Tqdo (0) al [lujo
concatenado por los arrollamientos abe del estator, dado en (4). La transformacion para el rotor se hace con (6-

0,). Asf

A (L +L, 0 0 L, 0 0 714,

Ay, 0 L +L, 0 0 L, 0 i

J. 0 0 L 0 0 o |li. |
AT L 0 0 L. +L, 0 o |l "
A 0 0 0 L +L, O i

i 0 0 0 0 0 L, || |

Donde las cantidades primadas del rotor denotan que los valores se han referido al lado del estator. de acuerdo a
las relaciones de vueltas de los bobinados del estator y del rotor correspondientes. Se tiene que:

L = ZL (16)

m AN

Se puede observar de la ecuacién (15), que los flujos concatenados por el estator y ¢l rotor, en los ejes q y d, del
nuevo marco de referencia, ya no presentan acoplamiento; estos flujos concatenados se pueden controlar a partir
de las corrientes respectivas de cada eje en el nuevo marco de referencia.

2.6 Relaciones en funcion de la frecuencia base.
Si @, es la frecuencia angular base. en la cual se miden las reactancias del circuito equivalente: las relaciones de
la maquina de induccion se pueden expresar en términos del flujo enlazado por segundo ¥ y las reactancias X en

vez de Ay L. Estas relaciones simples. se obtiecnen multiplicando por el valor de la frecuencia angular base

@, . es decir ¥ = a),,/'t yX =@, L. Silaccuacion (6) puede expresarse en términos de Wy X tendremos:
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Wis [ X, +X, 0 0 X, 0 0 |l
lPd_V O X“_ + Xm 0 0 Lm O i(l'.\
¥, 0 0 X, 0 0 0 Ly
. = ' % ; (7
LP qr Xm O 0 X ir +Xm O 0 I:ﬂ‘
‘]j’j 0 XJH 0 O X’fl'+X!)i O i’!
ar ar
N 0 0 0 0 0 X, '
2 or | = = L %er |
2.7 Circuito equivalente en el marco de la referencia arbitrario qd()
Sustituyendo (17) en (12) y (14) y agrupando los términos q, d, 0 y 0. en las ecuaciones resultantes de voltaje.

obtenemos las ecuaciones de voltaje que sugiere el circuito equivalente mostrado en la fig. 3, para la mdquina de
induccidn en el marco de referencia de los ejes qd0 [Meisel, J., 1975].

W w \P’dr
dSi .z
'a rs @, X ?( R—D, : I gr
s r — r
:L/\/__©—F6\ o f/_{\)kﬂ\ a A" \ JANR —
N Y
+ : +
+ Eqs - - EqS “+
VQS Xm v ar
g-axis
B Far
i ds_ .-
Id I w, X X -0, ; i
s r r
- =
b + Eds = = Eds +
Vds Xm V odr
: d-axis ]
X re
Os I's r
1 /
s _KU\ L
) ;
+ +
Vos Vo
r

Figura 3. Circuito equivalente en los ejes q , d y circuito de secuencia

ELECTRONICA — UNMSM
N° 5, Agosto 2000



2.8 Ecuacion del torque en ejes gd(

El torque electromagnético desarrollado por la maquina. en términos de las variables en los ejes qd0, se pueden
hallar por la relacion:

Tem = '3 . 4
2

— (‘P{,\iq‘ —‘Fq\id\) (18)

‘?'a)h

donde P es el ndmero de pares de polos.

II1. SIMULACION DE LA MAQUINA DE INDUCCION TRIFASICA

3.1 Relaciones usadas en la simulacion

Asumimos una velocidad arbitraria @ del ¢je en cuadratura rotatorio.  Para una posicidn inicial (por facilidad
cero). ¢l dngulo entre ¢l eje q y el eje de la fase a estacionaria del estator. se puede hallar a partir de (7).
Conocido el dngulo 8. podemos hallar la matriz de transformacién dada por (9).

Encontramos las variables de tension en los ejes de referencia rotatorios del estator. a partir de las tensiones de

. whe . G 3 A
fases V que se supone es una red trifisica balanceada, es decir:
¥

cosf
VI = 2V cos(B—2m/3) (19)
cos(@+2m/3)

donde V es la tension eficaz de las fases, por lo tanto tendremos:

wbe abe

V. = Tqd0@)Y (20)

Analizaremos los circuitos equivalentes en los ejes q y d. se tiene que el flujo concatenado por segundo en la
inductancia mutua ¥mq y ¥'md , respectivamente se dan por:

] 1 .
‘.qu = Xy I_('i: s < % gr
(21)
b : ¥ o+ : 3
= ¥ o
iy ,'l{ X '(Y dy .T’ Or dr
donde:
] | | |
L. SR £ (22)
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Las corrientes en los ejes transformados se hallan de acuerdo a las siguientes relaciones, que se pueden deducir
del circuito equivalente:

. 1
Iq.\' = X4f_;; (‘.Pq\ meq)
. |
I(f,\ = EE} (\Pu'.\' il )
! (23)
lz_r'r = ii}; (‘{J g _\.IJ”"I)
]
R e \_P, T
l dr X '(6’]' ( dr md )

El torque electromagnetico desarrollado por la maquina se calcula de acuerdo a (18).

Como el torque de inercia, iguala al torque de aceleracion se tiene que, la velocidad angular eléctrica del rotor
[Kustenko M., et al. 1968], se puede hallar por:

P
mr = = J-(]:'m . TL )(” (24)
2J
donde J es la inercia equivalente en el eje del motor, Ty es el torque de carga.
La velocidad mecinica del rotor se calcula por:
w
rm = ey Frkn (25)
(P/2)

Los flujos concatenados por segundo, de cada uno de los bobinados ficticios en los ejes rotatorios, se pueden
hallar analizando el circuito equivalente. Resultado de ello se tienen las siguicntes ecuaciones:

r (1)
¥ = Vq.\' s (‘qu - ‘.Pq.r )_ \PJ.\‘ N df
gy a)b J. L Xy wh
I, (1)
‘Pu'.\' = wh_" ‘/ri,\ +— (\Pmd - ‘yd.\' )_ ‘Pq.\' i dt
L 5 a)h
- . (26)
, P , , [w-o,
lP ql': (Db‘[ V qr+7:{‘ (‘qu - LIJ gr )_ ‘}’ dr 777(;) ' d[
L r b
. . ’ , -0,
LP u'r: wb-[ V d.l'+ - k (\pnuf -Y¥ dr )_ LP g1 ) w fh
= Ly h
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Conocidas las corrientes, en los ejes del marco de referencia arbitrario. podemos conocer las corrientes en las
fases del estator y del rotor con las transformaciones inversas, es decir

i = ol i

lf!
(27)

op Gd0

("= lr,e-e)]" i

donde 6, se calcula de acuerdo a la ccuacion (8). en la que se puede considerar un dngulo inicial nulo.

IV. PROGRAMA DE SIMULACION Y RESULTADOS

4.1 Rutina de simulacion

Las ccuaciones ordenadas. segtin la ec.2, se han implementado en un programa. usando las funciones de Matlab.
El anexo 01, muestra la edicion del programa: si este se sigue con cuidado. se podrd verificar que se
implementan las ecuaciones de transformacion al marco de referencia gdO. se hallan las variables de intercs en
estos ¢jes y luego se realiza la transformacién inversa, para hallar los valores de las corrientes en las fases
correspondientes [Nasar, S.A 'y Boldea. 1. 1995].

Se ha utilizado un torque variable en el tiempo, el cual al inicio es nulo, luego se carga con un torque igual al
509 del valor nominal. después al valor nominal y regresamos a la carga del 50%.

Se han realizado simulaciones en un marco de referencia estacionario, es decir con w = 0; y en el marco de
referencia sincrono. cuando @ = wb. ¢s decir a la velocidad angular eléctrica nominal,

4.2 Resultados de la simulacion

En ¢l anexo 02, se muestran los resultados de la simulacién en el marco de referencia estacionario, se puede
observar las grandes corrientes de arranque del motor, que viene acompaiiado de un gran torque (ain con torque
de carga nula en el inicio). Cuando el motor ha terminado de arrancar y establece su velocidad de vacio. se carga
a la mitad del torque nominal: observindose la disminucién de la velocidad. es decir aparece un deslizamiento,
pero el motor puede igualar el torque de carga mds rdpido que al inicio sin carga.

Cuando se carga al torque nominal, se aprecia un mayor deslizamiento, como era de esperarse y tambicn se
iguala el torque de carga.

Los voltajes y corrientes en ¢l ¢je directo y en el de cuadratura, como se puede apreciar, también son alternos.

Se observa que la corriente y el voltaje en el eje de cuadratura son los mismos que para la fase a. El marco de
referencia a esta velocidad se puede usar para encontrar las caracteristicas del motor en estado estacionario.

En ¢l anexo 03, se muestran los resultados de la simulacién en el marco de referencia sincrono. Los resultados
para los ejes del estator son los mismos. asi como la respuesta de velocidad y de torque motor.

Se puede notar que las variables de lensiones y corrientes en los ejes directo y de cuadratura. ya no son alternos;
mis bien las tensiones tienen formas continuas v las corrientes llegan a un valor de estado estable, para carga
constante. Este resultado constituye una importante ventaja para el posterior trabajo de control. En ese sentido se
usard la rotacion de los ejes a velocidad sincrona.
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ANEXO 01
EDICION DEL PROGRAMA
F%MAQQDO.M phi0=[0 0 0 0]"
S Simulacién de la maquina de induccién wr=0:
Seen un marco de referencia arbritario, Tmec=0;
G que gira a una velocidad angular n=1:
9ew rad/sg.(se ingresa como dato).
clear all u=0;
Geclose all t=2;
di=le-4;
Y Parametros del motor
rs=3.35:rrp=1.99;Lm=163.73¢-3:L1s=06.94¢-3: phi=phi:
Lirp=LIs:Jrotor=0.01;P=4;Potn=746:V1=200; wr=wrl();
fb=60:wh=2*pi*fb:Vb=sqrt(2/3)*V1:
wbm=2*wb/P:Tb=Potn/wbm:Vm=Vb: for i=ti:dutl
xls=wb*LIs;xlrp=wb*LIrp:xm=wb*Lm:
xM=1/(1/xm+1/xIs+ 1/xlrp); i ((>=0.8)&(t<=1.2))
w=wh; Tmee=0.5%Th;
%% Matrices constantes end
i ((>1.2)&(1<=1.6))

mphim=[ xM/xls 0 xM/xlrp 0 Tmec=Tb:

0 xM/xls 0 xM/xlrp J; end

il (1>1.6)
migdsphi=] I/xls 0 0 0 Tmece=0.5%Th:
0 IUxls 0 0 end

0 0 Uxhp O
0 0 O Ixlrp;
leta=w*L;
migdsphim=[ 1/xIs 0

0 I/xls Kqds=(2/3)*[cos(1eta) cos(teta-2¥pi/3)
Ixlrp 0 cos(leta+2#pi/3)
0 Uxlrp]; sin(teta) sin(teta-2*pi/3) sin(teta+2*pi/3)];

mphiptophi=-wb.*[ rs/xls 0 0 0

0 rs/xls 0 0 vabc=Vm.*[ cos(wb*t)
0 O rrp/xlrp 0O cos(wb*t-2%pi/3)
0 0 0 rp/xlipl: cos(wbh*+2%pi/3)];
mphiptophim=wb.*[ rs/xls 0 vgds=Kqds*vabc;
0 rs/xls phim=mphim*phi;
rrp/xlp O 1qds=miqdsphi*phi-migdsphim*phim;
0 rrp/xlip |; Tem=constorque*(phi(2.1)*iqds(1,1)-
phi(L.1)*igds(2,1));
mphiptovgds=wb.*[ | 0 Kabe=(3/2)*Kqds';
0 1 iabe=Kabc*igds(1:2,1);
0 0 wrm=wr/nrop;
0 0] gvabe(n.:)=vabc’
giabe(n.:)=iabc’;
nrop=P/2; gTem(n.)=Tem;
constorque=(3/2)*(nrop/wb): gwr(n.l)=wr:
conswr=P/{2*]Jrotor); gliempo(n.] )=t
avqdin.:)=vqds";
Y Valores iniciales gigd(n.:)=iqds"
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gTl(n,1)=Tmec;
phipto=mphiptophi*phi+mphiptophim*phim+mphi

ptovgds*vqds:

phipto=phipto + [0-w 0 0
w0OO O
00 0 -(w-wr)

0 O(w-wr) 0 J*¥phi;
wrpto=conswr*(Tem-Tmec):

phi=phi+dt.*phipto:
wr=wr+dt*wrplo;

n=n+1;
end

figure(1)

subplot(221)
plot(gtiempo.gvabe(:.1))
title("Voltajes fase a')

axis([0 2 -200 200])

arid

subplot(222)

plot(gtiempo.giabe(:, 1))
title(‘Corrientes fase a')

axis([0 2 -25 25])

grid

subplot(223)
plot(gtiempo,gwr/wb)
title('Velocidad angular del rotor pu’)
axis([020 1))

erid

subplot(224)
plot(gtiempo,gTem,gtiempo,gTI)
title('Torque desarrollado’)
axis([0 2 -3 18])

arid

figure(2)

subplot(221) )
plot(gtiempo.gvqd(:,1))
title('Voltaje del estator en el eje q')
axis([0 2 -200 200])

erid

subplot(222)
plot(gtiempo.gvqd(:,2))
title("Voltaje del estator en cl eje d')
axis([0 2 -200 200])

ELECTRONICA - UNMSM

grid

subplot(223)

plot(gtiempo,giqd(:,1))
title('Corriente del estator en ¢l eje q')
axis([0 2 -25 25])

grid

subplot(224)

plot(gtiempo,giqd(:,2))
title('Corriente del estator en ¢l eje d')
axis([0 2 -25 25])

arid

save ressinctl
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ANEXO 02

RESULTADOS DE SIMULACION PARA =0
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ANEXO 03

RESULTADOS DE SIMULACION PARA
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