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Rl'SIIltu"n : El presente arlÍL'ulo. apliL'ando los conceptos de la teoría gCllcral dc las
m:íquinas eléctricas. se realiza un an:í1isis del molor dc induL'ciún. 1ll0lh:lado en el
sistema dc referencia lIdO. Luego se efectLÍa una silllula(;'j6n digital lkl Ctllllport::l.lnicllto
dc la m•.íquina en el dominio del tiempo.

Ahstract: In tllis papeL an analysis of induction motor is pcrforlllcd hy applying
prilH.."iplcs01' general Ihcory rOl' clcctrical machines. Illodcllcd on Ihe 'IdO rcfcrentiJl
framcwork. TIJen a digital simulation 01' machine hehaviour is pcrformed in the lime
domain.

Palabras Claves: Ejes de referencia, acoplamienlO. Iransform:'ll::ión. l1ujo
concalenado, ejes en cuadratura. simulación.

I. INTRODUCCION

Las lécnicas de control autol11<:ítico.requieren en muchos casos de un modelo matemático adecuado de la planta a
controlar. para que en condiciones de estado estacionario las variables de interés tengan una respuesta constante.
De esta manera se pueden evaluar las condiciones ue diseño en función del tiempo. C0l110sobreimpulsos. tiempos
de restablecimiento. tiempos de arranque. ctc. Para el control de un motor de inducción, el modelamienlo
presenta un problema. dehido al acoplamiento entre el estator y el rotor, con parámetros variables en el tiempo.
por el cambio continuo de la posición dd rotor. lo cual dificulta usar técnicas de control convencionales. Es por
ello que se hace necesario una Lransfonnación de ejes en el l1lodelamienlo de la máquina de inducci<ín.
cmpIcando un marco de referent:ia ficticio con eje directo d y eje en cuadratura q, en el cual se asumen que está
en nHat:ión a una vclot:idad arbitraria (l) rad./seg. Cuando se modela en este lluevo marco de referencia y
eligit:'ndo un valor de llJ adecuado se pueden usar las técnicas de control conocidas. Este paso es imponanlc.
cuando se desea simular el comportamiento del sislcma de conlrol diseñado.

Luego de depurar el programa de silllulad6n digital. se realizaron simulaciones <.Jelsistema 1l1ll(.Icla<.Jopara
<.Ji"ersascargas de motor <.Jeinducci6n a \"I:locidadcs síncronas y eSlacionaria dclmarco de referencia dLJO.Estos
mOlk/os se ulilizaron poslcrinrmcllIc para el cOnlrol realimentado de la m:íquina dc inducci6n.
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11. ~IODELA~IIENTO DE LA ~lAQUINA DE INDUCCION EN LOS EJES
DEL ESTATOR y DEL ROTOR

2./ Ecuaciones de Voltaje

Usaremos. el circuito idcJliz~ldo acoplado del cslalOr y lh:1 rotor. de la m•.ílluina (.le Índucciún trif:isit:a. mostrada
en la IIg. l.

Figura J.
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Bohinados dc] cslator y del rotor de la máquina de induct:i6n.

eJe as

La forma matricial de las ecuadoncs de voltajes del cstalor )' del rotor, tiene la forma:

[
V~'"] = p[ A:""] + [ r'."" o] [{'''.

~ l¡~ ,~(~

v, k O r, l,

( 1)

"donde p = --. el vector de tensiolles dI.: fase del cstalor

"1
oh"

y del rotor V r contienen a las tensiones dc

fase del cstalor v . V . V . \' del rolor V . V . V . n:sI1cl'tivamclltc.,1' /J.,. , , •. ,Ir In •r
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En la ecuación (1). los vcctores de flujo concatenado del estaror /L,. y del rotor /l,,. . agrupan a los flujos

concatenados por los bobinados de las fases individuales del estaror Aw ' Ah.\"' A.,,\ y del rotor Al'/"' Ahr, ..1.(',-
."he .!lh,

análogamente los vCClOrcs de corrientes del cstator y del rotor. L e Ir rcspcclivarncntc. agrupan a las

corrientes de los bobinados del cstator ¡I/.' , i".\. ('0\ Ydel rotor '11r' ¡",.. (,.. Así tenemos:

v:I/J("
[V"' V., V,.,]'V <lh,<

[V" y= V,)) Ver,.

X'" = [A", A"" A"Y
íL'/h

' [A", Al,,' A"Y=,.
,oh, k, '".\ i Yl. o'

.<11.,' [i", 1",. i.,y
l,. =

(2)

"b. ,d"
La relación (1) (..'onticnc las matrkcs diagonales r, )' r, 4UC agrupa a las n:sistcncias comunes de caJa

hohinado del eslalor y tlcl rotor; r, y r,. rcspcctiv<lmcmt:. Es decir:

e, [:

O

:]uh,
1r.,
O

(3)

e, [:

O

:]l/he
Ir, =
O

2.2. Ecuaciones de flujo concatenado

Las ecuaciones de flujo concatenado. tanto para el estator como para el rotor. se expresan en forma matricial. en
lérminos de las inductancias y corrientes. Se escrihcn en forma compacta como:
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Las suhmatriccs de las inductancias dc estalor a estafar y dc minI' a rotor. tienen la forma:

[L+LL"he' = L.\III.•.,

LHlI

[LnL<ll" = LJIU"
L,./11

cose,

L"'" l."'"r' L (e 2Jr)r ::= lL.., = ,cos r-~
"

ms(e,+~)

L""+L,,
L""

L,+L"

L"/I ]
L,m

L,+L

L,,,, ]
L""

L,+L,

m{e, - ~)
co{e,+~)

cose,

(5)

donde Lr,l es la indw.:tancia por fase de dispersión dd cslalor. Llr es la inuuctancia por fase de dispersión lkl

rotor. L" es la inductancia propia del arrollJl11icnlo del c.::stator. Lu es la induclancia propia del Jrrollamh:nto del
rotor. L.m es la inductancia mutua entre los arrollamicnlOs del cstator. LTn1 es el valor de pico de la inductancia

mutua del cslator y rotor. Adcm<Ís el" es el ángulo del rotor.

Idealmente despreciamos la
en término del número de
cntrchicrro Pg.

reluctancia del material fCITOJnagnético. nosotros podemos expresar las inductancias
vueltas del arrollamiento del estator Ns Y del rotor N•. y de la permeancia del

2.3 Alatriz de transformación al eje de referencia arbitrario.

Consideramos el marco de referencia arbitrario. que está rolando a la velocidad wen la direcci6n de la rotación
del mtor [Krausc, p,c., 19K6], [Kmn, G" 1942[,

Podemos trabajar las ecuaciones del voltaje y dc tarque de la máquina en cantidades de fase. También se puede
realizar una transformación al marco de referencia arhitrario qdO a estas cantidades para ohtener las
correspondientes ecuaciones qdO. Las relaciones entre las cantidades ahc y las cantidades qdO en el marco de la
referencia rotatorio a una velocidad angular w. se muestra en la lig. 2.
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Figura 2.

bs

es

Marco de referencia qdO arbitrario.
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Las ecuaciones de transformación del marco de referencia abe al marco de referencia qdO. se escribe como:

[
f,]_
J,¡ -
Jo

[
Jo]

[Tqdo(8)] J"
J,

(6)

donde las variables f puede ser voltajes de fase, corrientes de fase, o flujos enlazados en la máquina.

El ángulo dc transformación, e (t), entre el eje q del marco de referencia rotatorio a velocidad ro y el eje del

arrollamiento estacionario del estator, se puede expresar corno:

8(t) = f ,: w(t)dt + 8(0) (7)

El ángulo del rotor, el" (1) . entre el eje del cstator y la fase del rotor para una rotación del rolor con velocidad

W,. (1) puede ser expresada por:

8,(1)= f:, W,(I)dt + 8,(0)
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Los ángulos. (J (O) y el" (O) son los ángulos iniciales de estos ángulos,

La matriz de transformación qdO, [TqdO (e)], se expresa como:

cose ( 2rr ) ( 2rr )C()S e-3 cos e +3'

[Tqdo(e) ] 2 sene sen(e - 2i) sen(e + 2; )- (9)

3
1/2 1/2 1/2

cuya lI1\'crsa es:

cose sen e

(
2rr) ( 2rr)cos e - -3- sen e - 3

co{ e +~nsen(e + 2;)
I 10 I

2.4 Ecuaciones de l'oltaje en el eje de referencia arbitrario qdo.

En notación matricial. las ecuaciones de voltaje del arrollamiento del estator. puedcn expresarse por (1). quc
repetimos por conveniencia.

Va", '1 "/>(' 111.( .• <lb,

., = P /l.., + r., L

Apliquemos la transformación. [Tqdo (e)] TI/do a la ecuación (11), resulta:

( I 1)

V,/do
=úJ,

donde:
de

úJ=-
dI

( 12)

( (3)

,/.1" _ r."b¡'r.\ - ,1

Asimismo. las cantidades del rotor puedcn ser transformadas al mismo sistema qd de referem:ia. De la lig. 2.
podemos ver que el ángulo de transformación de las cantidades de fase del rotor es (e - e,.). Usamos la
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tranSft)rnl<lci61l [1' 1 (O - e -)J. a las relaciones de voltaJ'c del rolOr. UC la misma manera que se hizo para las• '/'0 I

ccuadoncs de voltaje del cstator. ohtenemos las ecuaciones de voltaje qllO par.l los arrollamientos del rotor como
se muestra:

~ ~] 1 '1,1" + ) 1,,""+ ;"'" .'1""
Al' I Al" J l' 1,

O O
(14)

2.5 Relaciones qdO e/l' flujo ('OIlCalenado

El !lujo enla/ado por el CSlatOT en el eje qJo . .'iC puede ohtcllcr por [a apJicacitín de Tquo (8) al !lujo
cOIlI.:atcnat!o por los arrollamientos ahe I.k.J cstalOr. dado en (4). La lransforlllacilín para el nl\llr sc hal:c ¡:on (8-
e,). Así:

il", L", + Lm O O L", O O i
'1'

}L,f, O L¡, +Lm O O L
III

O Id,

A
'" O O L" O O O 1",

il' = L:r + LII/

., (15)

'1' L", a o o a 1'v

A:'¡ a Lm o o L:r +L"I o .,
Id,

il' a a a o a L:r .,
'"

1m"

Donde las cantidades primadas del rolor denotan que los valores se han referido al lado del cstator. de acuerdo a
las relaciones de vueltas de los hohinados del estator y del rotor correspondientes, Se tiene que:

LIII = 2L2 1,"
(16)

Se puede ohservar de la ecuación (15). que los !lujos concatenados por el estator y el rotor. en los ejes q y d. del
nuevo marco de referencia. ya no presentan acoplamiento: estos !lujos concatenados se pueden controlar a partir
de las corrientes respectivas de cada eje en el nuevo marco de referencia.

2.6 Relacitmes ellfrlllciólI de lafrecuellcia base.

Si (VI> es la frccuem:ia angular hase. en la cual se miden las rea(.;talll:ias del L'in:uito equi\'alente: las relaciones de

la m.íquina de inducción se pueden expresar en términos Jelllujo enl.lIado por segundo \P y las re,actancias X en
vez de A y L Estas relaciones simples. se ohtienen multiplicando por el valor de la fre(.;uencia angular base

W¡,. es decir \fI = (V,). y X = (V¡,L. Si la ecuación (6) puede cxprcsarsL' cn términos de \)-' y X tendremos:
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'f'(IS XlJ +Xm O O Xm O O (JI
'¥J.( O XfJ +Xm O O Lm O Id,

'f'I/S O O Xü O O O los
= ., ( 17)'P....qr Xm O O X"/r+Xm O O lit'"

'P'd, O Xm O O X ..../,.+X
m O .,

1 dI"

'P"or O O O O O X"¡r "'101"

2.7 Circuito equivalente en el marco de la referencia arbitrario qdO

Sustituyendo (17) en (12) y (14) Y agrupando los términos q, d, O Y e, en las ecuaciones resultantes de voltaje,
obtenernos las ecuaciones de voltaje que sugiere el circuito equivalente mostrado en la lig. 3. para la m<Íquinade
inducción en el marco de referencia de los ejes 'IdO [Meisel, 1., 1975).

Iq

+

Vqs

+ Eqs
Xm

'P'dr
X Ol-Ol '.~ n r", I

qr

V~/~
E . +

- qs +

q-axis
Ol 'P'qr

id
'Pds-

XI X ro - OJ, j'drrs Olh
s

+ - Eds ++ Eds +
Vds Xm V'dr

d-axis

+

VOs

+

Figura 3. Circuito cquivalclHc en los ejes q , d Y circuito de secuencia
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2.8 Ecuación del torque en ejes qdO

El lorque elel.:'trolllagnético desarrollado por la máquina. en términos de las variables cn los ejes qdO. se pueden
hallar por la rclw.:::ión:

3
Tel1l = -

2
P (.1.1."1'
2

, .) 3
A'I' id, =:;

p
('1-' i -'1-' i )d, (J' i/' J, ( IX)

donde P es el número de pares de polos.

111. SI~IULACIÓN I>E LA M,\QUINA DE INDUCCIÓN TRIF,í.SICA

3./ Relaciolles lIs11da."iell la simulaciúll

A~UlllilT1ílS UIW \'l'lociJad arbitraria (L) del eje en cuadralUra rotatorio. Para ulla po"ici6n inicial (por facilidad
cerlll. el •.íngulo entre el eje lJ )' el eje de la fasc a estacionaria del estator. se puedc hallar a partir Jc (7).
COIll)( ..•ido el <ingulo e. podemos hallar la matriz de transformaci6n dada por (9).

Encontramos la" variables Jl' len"it)1l en los ejes Je rcfercncia rotatorios Jcl estator. a partir de las tellsiollcS dc
,¡JI, •

l~be" V, que sc supone cs una red trifüsica halanl'cada. cs dccir:

V"/Jt" =
.,

[

COSe j
.fi v cos(e - 2Jr / 3)

cos(8 + 2Jr / 3)

( 19)

dondc V cs la tcnsión eficaz de las fases, por lo tanto tendremos:

V,/he =
, TqdO(e) V"'"

.'
(20)

Analizaremos los circuitos equivalentes en los ejes q y d, se tiene que el flujo concatenado por segundo en la
inductancia mutua '+'mq y '+'md • respectivamente se dan por:

'fI/l/eJ x" (_1 '1-' +_, '1-" )
xfs 'JI x'{r el'"

(21 )

\fI/IIq X.11 (-' '1-' +-' '1-" )d. , , dixts x (1'

donde:

, 1 ,
-- --+ --+ (22)
XM XIII X(s r(r
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Las corrientes en los ejes transformados se hallan de acuerdo a las siguientes relaciones, que se pueden deducir
del circuito equivalente:

¡
('P - 'P )1qI = --

xts ql mq

1 ('P - 'P ), ,,-,,=
Xt.\' d~ md

(23)

(,.,.
1 ('P',,,-'P"",)

r(r

i'
I ('P'",-'P",,,)",-- X'ter

Elwrquc clcctromágnctico desarrollado por la máquina se eakula dc acuerdo \.1 (1S).

Como el lorquc de inercia. iguala al torquc de .u.:c!craci(m se tiene que. la \'cIOl:idad angular eléctrica del rotor
[Kustenko M.. et al. 1968J. se puede hallar por:

(2.1 )

donde J es la inercia equivalente en el eje del motor, T L es el torque dc t:arga.

La velocidad mecánica del rotor se calcula por:

úJ,m = ro
(P/2)

(25)

Los flujos concatenados por segundo, de cada uno de los bohinados ficticios en los ejes rotatorios, se pueden
hallar analizando el circuito equivalente. Resultado de ello se tienen las siguientes ecuaciones:

[V +~('P -'P )-'P .~]dt
\11 ro f 4J 1114 4.f J.I'
Tqf= h XfJ ~

ELECTRÓNICA - UNMSM
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COIl(lciLlas las corrientes. en los ejes lkl marco dc referencia arhitrario. pod(:l1los COIHll'a las corrientes en las
fases del cstator y del rolOr con las transformaciones inversas. es decir

.al>l
[1:,'/" (i1) J' .</dO

[, = l.,
(27)

.,,1>, [1;,'/" (8 - () , )J' ., 11"0

1, = 1 ,

donde Uf se eakula de aCllcrdo a la ccuaciún (X). en la que se fHh..'dc considerar un üngulo inicial nulo.

l\'. I'I{()GR'\~IA DE SIMULACIÓN Y RESUL TAllOS

.J. 1 Rutina de simlllacitÍll

Las Cl'll.H.:iollC~ urdcnaJas. según la ec.2. se han illlrlclllcntado en un programa. usando las rUllL'inlll':S de ~la(lah.
1:1 al1c.\t) 01. muestra la cdiciún del pn\~!rama: si este se sigue con ("uidautl. SL' f)(llirü verificar que se
implementan las ecuaciones dc transformación al marL'O dc referencia qLlO. se halbn las variables de interés en
estos ejes y lu~go se n:ali/a la tnlllsforlllaci6n inn~rsa. para hallar los valores de las corrientes en las fases
L'IlITespondicntes [Nasal'. S.A y Boldca. l.. 11)1)51.

SI.' ha utilizado un lorqut: variabll: en t:1 tiempo, el cual al inicio es nulo, luego se carga con un torquc igual al
50<¡¡' del valor nominal. t.h:spués al valor nominal y regresamos a la carga del 5()lk.

Se han n:alizado simulaciones en Ull marco de referencia estacionario. es decir con CJ) = O: y en el marco de
n:ferencia síncrono. cuando (L) = wh. es decir a la velocidad angular eléctrica nominal.

-1.2 Resultados de la simulacián

En el anexo 02, se muestran los resultados de la simulación en el marco de referencia estacionario, se puede
observar las grnndcs corrientes de arranque del motor, que viene acompañado de un gran IOrquc (aún con IOrque
de I.:arga nula en el inicio). Cuando el molor ha terminado de arrancar y establece su velocidad de vacío. se carga
a la mitad del tarque nominal: observándose la disminución de la velocidad. es decir aparece un deslizamienlO.
pero el motor puede igualar el lorque de carga m;:ls dpido que al inicio sin carga.

Cuando se carga al torque nominal. se aprecia un mayor deslizamiento, como era de esperarse y también se
iguala ellorque de carga.

Los voltajes y corrientes en el eje directo y en el de cuadratura. COIllOse puede apreciar. también son alternos.

Se observa que la corriente y el voltaje en el eje de l.:uadralUra son los mismos que para la fase a. El marco de
rcfcrcm:ia a esta velocidad se puede usar para encontrar las caracteríSlicas del motor en eSlado eSlacionario.

En el ane.\O 03. se Illuestran los resultaJns de la silllulacil)1l en el marco de referencia síncrono. Los resultados
para los ejes del eslalOr son los mismos. así como la respuesta de velocidad y de torque molO!'.

Sc pucde IHllar que las variables de tensiones y corrientes en los ejes directo y de cuadratura. ya no son alternos:
lll,ís bien las lensiones lienen formas continuas y las corrientes llegan a un \"alor de estado estable. para carga
L'onslante. Este resultado constituye Ulla importante ventaja para el posterior trabajo de control. En ese sentido se
usar,i la rotaCi{)1l de los ejes a vclocidad síncrona.

ELECTRÓNICA - UNMSM N° 5, Agosto 2000
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ANEXO 01
EDIClON DEL PROGRAMA

<;(MAQQDO.M
CJc:Simulación de la m,íquina de inducci<Ín
9(cn un marco de rclercncia arbritario.
'kquc gira a una "cIOl:idmJ angular
lk w rad/sg.( se ingresa C0l110 dato).
clcar all
lkclosc aH

phiO=[O O O 01';
wrO=O;
Tmcc=O:
n=l;

li=O;
Ir=2;
dl=Ic.4:

miqdsphi=1 Ilxls o o o
o I/xls O o
o o 1/"lrr o
O O O I/xlrr J;

CJ'r-Paralllclros del motor
rs=3.35:1rp= 1.99;Lm= I63.73c-3;L1s=6.94c-3;
L1rp=L1s;]ro(()r=O.O I ;P=4;/'oln= 746; VI=200;
Ib=60;wh=2 *ri *Ih; Vh=sqr« 2/3 ¡"VI;
\\'hm=2 * \Vh/? :Th;P< 1[n¡\vhm: V Ill= V h:
xls=\\,:b '"Lis: xl rp= wb *LI rp: xm=\\'h*Lm:
"M= II1 IIx m+ IIx Is+ Ilxlrr J;
w=\\'o:
l.:fMalriccs constantes

mphim=1 "M/xls O
O "M/"ls O

xMlxlrp o
"M/xlrp J;

rhi=phiO:
wr=\\.:rO:

rOl"t=ti:our

ir ((I>=O.X ,&11<= 1.2)1
'¡'l1lct:=(),5 *'I'h:

cnd
ir 111>1.2¡&1l<= 1.6))
Tmee= Th:

cnd
irll>I.6)
'rmcl:=O.5*Th:

cnd

tcla:=w*t:
miqdsrhim=[ I/xls O

O I/xls
I/xlrr O
o I/xlrr J;

mrhirIOrhi=-wh. *[ rs/xls O O O
O IS/xls O O
O O rrr/xlrp O
O O () !Tp/xlrp 1;

Kqds=(2/3 )*[ cos( lela) cos(tcta-2 *pi/3)
cns(tcla+2*pil3 )

sin(tcla) sin(lcla-2 "'pi/3) sin( ICla+2 "'pi!3) 1:

vah¡;; V 111. *[ cos( wh*t)
cosí \I,,'b*I-2 *pi/3)
cos( wh*t+2*pi/3) l;

mphiptophim=wh. *[ rs/xls
() IS/xls
rrp/xlrp O
O rrp/xlrp 1;

mphiptovqds=wh. *[ O
O 1
O O
O () 1;

nnlp=PI2;
constorquc=( 312 )*( nnlp/wb):
cons\\T=P/( 2*lrohlr):

l,kValorcs inkiaks

ELECTRÓNICA - UNMSM

() vqds=Kqds*vahc;
phi m=mph im *ph i:
iqds=miqdsphi *ph i-miqdsphim *ph im;
Tcm=conslOrquc*(phi(2.1 )*iqds( I.I)~
phi( 1.II*iqds(2.1 ));
Kabc=(3/2)*Kqds';
iabc=Kabc*i'ldsl 1:2,1);
\\TIll=wr/nrop;

g\'abl'( n.: )=\'aoc':
giabdn.:)=iatK":
gTcrn( n.l)= Tcrn:
gWr( n.1 )=\\T:
gticmpo(n.II=I:
g\"qd( 11.: l=\'l~ds':
giqd( n.: )=iqJs':

N° 5. Agosto 2000
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gTl(n,1 )=Tmec;
phi plo=mphiplophi *phi+mphi plOphi m *phi m+mphi
plOvqds*vqds;
phiplO=phiplO + [ O -w O O

w O O O
O O O -(w-wr)
O O (w-wr) O l*phi;

wrpto=conswr*Cfcm- Tmcc);

phi=phi+dl. *phipto;
\vr=wT+dt *\vrpIO;

0=0+1;

end

tigurc( 1 )
suhplot(22I )
ploHgticmpo.gvahc( :.1»)
titlceVoltajcs fase a')
axis([O 2 -200 2(X)1l
grid
suhplol(222)
plol(gticmpo.giahc( :.1»
lillc('Corricnlcs fase a')
axis([O 2 -25 251l
grid
suhplol(223)
plOl( gtiempo,gwr/wh)
titlc('Vclocidad angular del rotor pu')
axis(IO 2 O 1])
grid
suhplot(224 )
plot( gticmpo,gT cm,gtiempo,gTl)
title(Torque desarrollado')
a,is([02-318])
grid

figure(2)
subplol(221 )
plot(gtiempo,gvqd(:,1 »)
title('Vollaje del estator en el eje q')
a,is(IO 2 -200 200])
grid
suhplot(222)
plOI( gtie mpo,gvqd( ;,2))
title('Voltaje del eslalor en el eje d')
a,is([O 2 -200 200])

ELECTRÓNICA - UNMSM

grid
suhplot(223 )
plot(gticmpo.giqd(:, 1»
titlc('Corricnlc del cstalor en el eje <.j')
a,is([O 2 -25 251)
grid
suhplol(224)
ploHgticmpo.giqd( :.2)
titlc('Corricntc del estaror en el eje J')
a,is([O 2 -25 251l
grid

san:: rcssinctl
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ANEXO 1)2

RESULTADOS DE SIMULACION PARA (0=0

Voltaje fase a Corriente fase a
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RESULTADOS DE SL\IULACIOi\' EN EJES 'Id PARA w = II

"' "'Q
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