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En este articulo se presenta un modelo de elementos finitos para predecir el comportamiento del
agua en movimiento alrededor de hidrofolios. El modelo propuesto resuelve las ecuaciones de con-
servacién de momentum y masa incluyendo términos de adveccién, presién y esfuerzo cortante. Para
la descripcién de la influencia de la turbulencia, el modelo de Prandtl-Kolgomorov es considerado.
Una ecuacién de transporte es incluida en la formulacién para simular la evolucién de la fraccién
de vapor de agua. Condiciones de frontera débilmente reflectantes son impuestas en las fronteras
abiertas de entrada y salida del flujo para evitar las intensas reflecciones de las ondas de presién
que generan inestabilidades. Diversos experimentos numéricos son realizados usando el perfil hi-
drodindmico NACA 0012. Los resultados no permanentes del modelo reproducen las caracteristicas
esenciales de los flujos alrededor de los hidrofolios en diversos casos. El modelo es capaz de describir
la mezcla de liquido y vapor cuando la presién esta por debajo de la presién de vapor en el caso de
cavitacion.
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A finite element model of the Hydrodynamics around hydrofoils

In this paper, a finite element model is presented to predict the hydrodynamics around hydro-
foils. The proposed model solves the equations of conservation of mass and momentum, including
advection, pressure and shear stress terms. To describe the influence of turbulence, the Prandtl-
Kolmogorov model is considered. A transport equation is included in the formulation to simulate
the evolution of water vapor fraction. Weakly reflective boundary conditions are imposed on open
boundaries to avoid the intense reflections of the pressure waves that generate instability. Various
numerical experiments are performed using the hydrodynamic profile NACA 0012. The non per-
manent model results reproduce the essential characteristics of the flows around the hidrofoils in
various cases. The model is able to describe the mixture of liquid and vapor when the pressure is
below the vapor pressure during cavitation phenomena.

Keywords: Finite elements, Hydrodynamics, mixture flows, cavitation, hydrofoils.

El movimiento del fluido alrededor de los cuerpos su-
mergidos abarcan una variedad de fenémenos en mecéni-
ca de fluidos y tiene una amplia variedad de aplicaciones
en ingenieria, tales como el flujo en turbinas y en vehicu-
los sumergidos. El escurimiento fluido alrededor de un
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cuerpo produce flujos complejos porque la cinematica y
las fuerzas producidas dependen en gran medida de di-
versos parametros tales como el tamafio, la orientacién,
la velocidad y las propiedades de los fluidos. La presion
resultante y el campo de velocidades alrededor del cuer-



po se modifica debido a la geometria y la friccién en las
fronteras del cuerpo. Cuando el niimero de Reynolds au-
menta, el flujo comienza a separarse con la formacién de
movimientos vorticosos inestables principalmente detras
del cuerpo [1]. El comportamiento turbulento del fluido
es una pregunta abierta y existe diferentes opciones para
modelar la turbulencia. Las ecuaciones turbulentas mas
acostumbradas son de la familia de modelos &k — €. Un
problema de este tipo de modelos es que son dependien-
tes de la geometria considerada y también sufren de las
deficiencias de la hipétesis del gradiente [2]. Debido a
este hecho, la presencia de muchas constantes, que no
son universales, es la caracteristica de estos modelos. Es-
to afecta la estabilidad de las soluciones que sumadas a
la problematica de las reflecciones en las fronteras abier-
tas requiere de la inclusién de filtros y estabilizadores sin
base fisica para obtener soluciones estables. A pesar de
esto, se utiliza con frecuencia en muchos paquetes de
softwares. Otra opcién es el uso de ecuaciones llamadas
de cero o uno, por ejemplo, el modelo Smagorinsky o el
modelo Prandtl-Kolmogorov.

En la literatura, se encuentran soluciones numéricas
de los movimientos del agua sobre hidroplanos o hidro-
folios generalmente utilizando las técnicas de volamenes
finitos y diferencias finitas [3H5]. El método de elementos
finitos es una técnica practicamente inexplorada para es-
tos fines. El presente trabajo tiene como objetivo avanzar
en el estudio de este tipo de problemas no permanentes
usando elementos finitos, que es una técnica numérica
poderosa para resolver problemas de ingenieria [6]7].

En el presente articulo se describen los avances reali-
zados en el estudio del campo de flujo alrededor de hidro-
folios para diferentes velocidad de flujo y condiciones de
presion [8], incluyendo los casos con interacciones entre
turbulencia, cambios de fase y variaciones de presién.

Ecuaciones gobernantes

Estudiamos la dindmica del flujo sobre un hidrofolio,
en la superficie del cual, frontera 'y, se asume condi-
ciones no deslizantes. El hidrofolio esta situado dentro
de un canal sumergido de longitud L y ancho 0.4L, con
fronteras abiertas, frontera I' g, solamente en el eje lon-
gitudinal, z; = 0y z1 = L. Las otras fronteras del canal
son paredes cerradas, frontera I'c.

Para la descripciéon matematica del problema hidrodi-
namico, se considera agua con densidad p en un sistema
coordenado vertical (z1,2), con componentes de velo-
cidad @ = (u1,uz), presion p, gravedad g = (0, g), vis-
cosidad turbulenta v, derivada material % = % +u-V
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y operador nabla V = (6%1, 8%2). Las ecuaciones de
movimiento y continuidad hidrodinamicas son
du _ _
pE-i-Vp—i-pl/TVV-u—pg:O, (1)
V-u=0 2)

con condiciones no deslizantes en la superficie del hidro-
folio 'y,

u=20 en T'g; (3)

condiciones esenciales de frontera en la entrada del do-
minio I'g,

I'e; (4)

condiciones de frontera naturales en las paredes rigidas
del dominio T'¢,

U= Uso en

O,
=0 To ; 5
0z, en ¢ (5)
y condiciones no reflectantes en las fronteras abiertas I,
Oy,
p% +V.p=0 en Ty . (6)

La viscosidad turbulenta v es modelada mediante la
formulacién de Prandtl-Kolmogorov

v = cplVk @)

siendo ¢ = 0.54, k es la energia cinética turbulenta y [
es la longitud caracteristica.
La evaluacién de k se realiza mediante la ecuacién

dk
E_B—’—GZO (8)

siendo
vr - —T2
ﬁ:VFVk—i—l/ﬂVu—l—Vu |“,

el término generador de energia cinética y ¢ la disipacién
de energia cinética aproximada como

k3/2

€= pee—r— . 9)

Para casos, con la presencia de gases en el agua, ca-
sos de cavitacién, se describe la evolucién de la fraccién
de masa de vapor f mediante una ecuacién de trans-
porte, siguiendo la propuesta de Shingal et. al. [9], dada

por
dpf _

dt
donde p es la densidad media, f es la fraccion de ma-
sa de vapor y S, . representan las fuentes de generacién

(Se - Sc) =0 (10)
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de vapor y condensacién de acuerdo a la ecuacién de
Rayleigh-Plesset [314],

k 2P, — P

Se:Ceiplpv o (1_f)7 P<va (11)
o 3 m
VEk 2P - P,

Sc:C(:?plpv 5 fa P>Pp,, (12)

3

en donde P, es la presién de vapor de saturacion del
agua.
La relacién entre la densidad de mezcla py f es la
siguiente:
1_f 1=f

P Po Pl

Para fines del problema actual se define la fraccién
de volumen de vapor «,, relacionada a f de acuerdo a

(13)

=2
= fpv . (14)

El modelo de elementos finitos

La formulacién del problema de contorno de la
hidrodindmica no permanente consiste en encontrar
[@,p, k, fu] en un espacio funcional S tal que para un
conjunto de funciones de prueba admisibles [w", w?, wk,

wf] € V se satisface

Ji
/ w* {pd—? + Vp+ pvrVVa — pg} dQ=0 (15)
Q
/ WPVadQ = 0 (16)
Q
/wk{%—me}dﬂzo (17)
o\t
0
/ w! (Lf +pra—se+sc) Q=0 (18)
o ot
y condiciones complementarias en T'g,
D o
/ w" [pﬂ + Vnp:| dP=0 en Ty (19)
To ot n

siendo @, la componente normal de velocidad en la fron-
tera abierta.

La discretizacion consiste en introducir las expansio-
nes de los elementos finitos

ur = u1 (1)@ , u2 = ug;(t)p; , p=p;({t)e; ,
k:k.](t)¢] ) f:fj(t)qu ; j:1727"'7Nn0d b

siendo @;(t) = [u1;(t), uz;(t)] y ¢ (1, z2) las funciones
base.

Substituyendo estas aproximaciones en las variables,
las ecuaciones gobernantes se escriben como

da;(t
M““;—t() + H'p,(t) — R";(t) — Gy =0 (20)
Heuj(t) =0 (21)
M’“% ~ RFE;(t)-P*+DF =0 (22)
df;(t)
M=ol gf = 2
=5l =0 (23)
para 71=1,2,..., Npoq -

Las matrices M*, M* MY, H* H¢, R* R*y los
vectores G,,, P*, D¥, S' representan los términos com-
puestos por las integrales consideradas en la formulacién
variacional,

M= [ wp(6y,05)d0
Q
Hu = / WMV(¢J,¢J)dQ
Q
R = [ won¥(0;,0,)d0
Q
GY = / w* pgdS)
Q
HC = / MPV(¢j,¢j)dQ
Q
M* = / wk ¢;dQ
Q
k k1 k1
R" = w" —vrV,;Vw" —vrV,;d§)
Q g g
Pk = / whvp|Va + Va® [2dQ
Q
DF = / wked
Q
M = / w! pg;dQ
Q
St = / w’ (S, — S.)dS) .
Q
En la presente formulacién, las funciones de prueba
[w", wP, w”, w'] son iguales a ¢;. La aproximacién en
tiempo de las derivadas es obtenida usando una descrip-

cion genérica U(t) con una aproximacion lineal entre 2
niveles de tiempo n y n + 1 que es expresado como

ULy =0uU" ™+ 1 -0) U, (25)



donde § = 5, y la variacion temporal de U(t) es

d, 1

el — n+l _ 7 m
SUM) = @ =)

(26)
En los términos de las ecuaciones resultantes, 0 es
fijado igual a 1.
La integracién numérica tiene una estructura impli-
cita, de esta forma tenemos que

artt —qgn
M“% +Hpy T - RUa T -G, =0 (27)
}i'cizglﬁ’l — () (228]
Ett — kn
Mk% — R —PF+DF =0 (29)
ntl _ fn :
JCAL M AT (30)

At

en donde los términos ﬁ? ﬁ}l, @? ?;1 son variables en
el nivel n obtenidas mediante el método de las carac-
teristicas [L0,[II]. La implementacién del sistema varia-
cional [12] considerados en la presente subseccién, usa
una red de elementos finitos triangulares con fronteras
abiertas y cerradas.

Experimentos numeéricos

Se estudia un hidrofolio con perfil NACA 0012 y cuer-
da ¢ = 0.1m. El hidrofolio es localizado en el medio de
un tunel de agua de longitud 10c y altura 4c. La malla
de elementos finitos es de alrededor de 14 100 elemen-
tos y 7 200 nodos (Figure 1), dependiendo del angulo
de inclinacién del hidrofolio. La presidn referencial poo
se incrementa con la profundidad. El flujo posee en la
entrada, lado izquierdo, una velocidad 1.

KERAR
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Figura 1: Malla de elementos finitos del dominio hidrodina-
mico con hidrofolio

En las paredes rigidas, las condiciones deslizantes son
impuestas correspondiendo a las paredes superior e infe-
rior del tunel. También en la superficie del hidrofolio se
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impone las condiciones no deslizantes. En las fronteras
abiertas, de entrada y salida del flujo, lado izquierdo y
derecho del canal, una condicién debilmente reflectante
es impuesta.
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Figura 2: C, en la superficie del hidrofolio para o = 5°,
Uoo = 1 m/sy la profundidad, arriba 2c; abajo: 4c.

Los parametros usados en los experimentos son los
siguientes: densidad del agua a 25°C es fijada como
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pr = 997.009 kg/m?, con viscosidad dindmica igual a
8.91 x 10~* Pa-s. Para los experimentos con cavitacién,
la densidad del vapor del agua es p, = 0.02308 kg/m?3,
la presion de vaporizacién es P, = 3169 Pa. El intervalo
de tiempo de calculo es At = 0.5 ms y se integra en el
tiempo hasta 500 ms.

En los experimentos, inicialmente se estudia la circu-
lacién del agua alrededor de un hidrofolio NACA 0012 y
se discute las distribuciones de presiones resultantes.

ke v = gt

e e it st
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Figura 3: Campo de C,. Arriba: para a = 5°, oo = 1 m/s,
prof=2c. Abajo: C}, en la superficie del hidrofolio.

Los experimentos son realizados para diferentes pro-
fundidades de agua del hidrofolio y diferentes angulos de
ataque «. Las profundidades de agua que hemos con-
siderado fueron 2c y 4c. En el lado izquierdo del canal,
frontera abierta, el agua ingresa con un perfil parabélico,
teniendo una velocidad méaxima en el centro del canal de
1m/s.

La Figura 2 muestra el coeficiente de presién C), re-
sultante en la superficie del hidrofolio cuando us,= 1
m/sy a =5

La influencia del angulo de ataque « también es in-

vestigado. Cuando el angulo de ataque varia, C}, se mo-
difica considerablemente. Las Figures 3 y 4 muestran los
resultados de la simulacién para la distribucién del coe-
ficiente de presién alrededor del hidrofolio con diferentes
angulos de ataque.
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Figura 4: Campo de C,. Arriba: para a = 10°, ue = 1

m/s, prof= 2c. Abajo: C}, en la superficie del hidrofolio.

El aumento del angulo de ataque disminuye la pre-
sién en la parte superficial alcanzando valores cercanos
de Cp = —2 para a = 10°, mientras que para a = 5° el
valor del coeficiente de presién es alrededor de C), = —1.

El estudio de la distribucién de la presion y la frac-
cién de volumen de vapor en condiciones de cavitacién
se aborda seguidamente. Se considera un flujo mezcla-
do con la densidad variando con la presencia del vapor
de agua. Como datos, la densidad del vapor en condi-
ciones de saturacién es p, = 0.02308 kg/m3 y a 25°C
P, = 3169 Pa.
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Figura 5: Distribucién de C, (Arriba) y o, (Abajo). Para

t=10.5scon a=6° uw =6m/s, c =0.8.
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Figura 6: Distribucién de C, (Arriba) y o, (Abajo). Para
t=0.5s con @ = 6°, uso =6 m/s, 0 = 0.4.

Las condiciones de escurrimiento con cavitacién se
describen mediante el numero o definido como
Dy —D

31
$ouZ, (1)

g =
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Los resultados transientes cuando se presenta el fe-
nomeno de cavitacién, se muestran en las Figuras 5y 6
en el instante final ¢ = 0.4s para las distribuciones del
coeficiente de presién C,, y la fraccion de volumen de va-
por ay,, cuando los nimeros de cavitacién o son iguales
a0.8y0.4.

Las soluciones muestran la generacién de vapor en
la parte superficial del hidrofolio en donde la densidad
disminuye con un consecuente comportamiento cavitan-
te. Las cavidades de vapor de agua se inician en la parte
superior del hidrofolio en un sector cerca del punto de
ataque, a una distancia de un 10 % de la cuerda del hi-
drofolio.

Durante la respuesta transitoria, las cavidades de va-
por son transportadas en la direccién aguas abajo del
hidrofolio. La mayor intensidad del volumen de vapor de
agua estd asociada a un bajo niimero de cavitacién o.
Uno de los efectos en la respuesta dindmica, es que el
coeficiente de presion negativo no es mayor por la for-
macién de la cavidad de vapor de agua.

Las respuestas dinamicas obtenidas para los diversos
casos considerados en esta seccién, reproducen carac-
teristicas observadas, presentando particularmente una
fuerte variabilidad temporal durante la presencia del fe-
némeno de cavitacion.

Conclusiones

Hemos propuesto un modelo para simular la hidro-
dindmica alrededor de hidrofolios y mostramos el estado
actual de desarrollo que se ha incluido en el modelo.

La diferencia con otros modelos existentes estad mar-
cado por tres factores: 1) Es una formulacién de elemen-
tos finitos; 2) El modelo de Prandtl Kolmogorov es usado
para la turbulencia; 3) Un tipo de condicién de frontera
abierta débilmente reflectantte es incluido.

Los resultados de los experimentos numéricos han
mostrado diversas condiciones de escurrimiento del flui-
do alrededor de un hidrofolio.

El modelo presentado permite la descripcion de ca-
racteristicas dinamicas para condiciones de flujo a dife-
rentes velocidades y a diferentes angulos de aproximacion
de 5°y 10° verificandose el rol de los angulos de inclina-
cién en el coeficiente de presiones C,, sobre el hidrofolio.

Experimentos transientes para condiciones de cavi-
tacién fueron analizados. Los resultados muestran una
evolucién transiente de la fraccién de volumen de va-
por «, en la parte superior del hidrofolio influenciando
directamente el coeficiente de presién negativo C,,.
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