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Mostramos el campo de Dirac para una particula masiva libre que describe el movimiento de un fermién
relativistico, usando el formalismo de la teoria cuantica de campos. Introducimos una sustitucién no-minima
en el operador de momentum, el cual nos produce el oscilador de Dirac, entonces procedemos a cuantizarlo
canénicamente y expresamos el operador del campo del oscilador de Dirac en funcién de los operadores de

creacién y aniquilacién.
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Dynamic of the Dirac Oscillator

We show the Dirac field for a free massive particle describing the motion of a relativistic fermion, using
the quantum field theory formalism. We introduce a non-minimal substitution on the momentum operator,
which gives us the Dirac oscillator so we proceed to quantize canonically and to express the field operator
of the Dirac oscillator in terms of creation and annihilation operators.

Keywords: Quantum field theory, fermions, Dirac field.

Desde la primera observacion experimental del oscila-
dor de Dirac [1]], en 1993, se ha renovado el interés por el
estudio de este tema que resulta bastante interesante.

En general, el estudio sistematico del oscilador arméni-
co ha sido la base de las investigaciones en la fisica tedri-
ca, pues la conjetura mas importante de nuestros tiempos
es considerar el universo como un conjunto de osciladores
armoénicos, que tienen como formalismo matematico a la
maquinaria de la teoria cuantica de campos.

Cualquier potencial se puede aproximar por un potencial
arménico en las proximidades del punto de equilibrio. Es la
base para la comprensién de los modos complejos de vibra-
cién en las grandes moléculas y el movimiento colectivo de
los atomos en una red sélida.

Al estudiar la ecuacién de Dirac expresando linealmente
el momento y las coordenadas, se forma un sistema cono-
cido como el oscilador de Dirac, el cual en el limite no
relativistico se convierte en un oscilador arménico con un
término de acoplamiento intenso [2].

El oscilador de Dirac consiste en un potencial arménico
linealizado, que interactia con el fermién relativistico.

Desde el punto de vista de la fisica de particulas, el es-
tudio de este oscilador es de gran importancia para describir
el espectro de los mesones, bariones y el confinamiento de
los quarks. En este trabajo, analizamos el oscilador de Dirac
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en el marco de la teoria cuantica de campos con el enfoque
divulgativo.

El campo de Dirac

La ecuacién de Dirac para un fermién relativistico tiene
la forma,

(i7" 0y —m)y =0 (1)

donde m es la masa del fermién, ¥, (x), es una funcién
compleja espinorial de 4 componentes, o = 1,2,3,4 [3].
Esta ecuacién es covariante. Se ha considerado el sistema
de unidades donde i = ¢ = 1.

En el tratamiento del campo de Dirac se tiene una den-
sidad lagrangiana invariante de Lorentz, a partir de la cual
se deducen las ecuaciones de Dirac, esta lagrangiana es de
la forma,

£ = B(iv" 8, —m)y 2)

donde 1) = 4T (2)~°, es el espinor adjunto.

Si trabajamos con la densidad lagrangiana anterior pa-
ra describir la teoria de Dirac, podemos definir la densidad
hamiltoniana [7]

H=—Yv Vi+mpy . (3)



Usando las relacions de anticonmutacién de Jordan-
Wigner [7],

{wg (2), w;(x’)} = 80pd(z — ') (4)

a partir de donde obtenemos el hamiltoniano del campo de
Dirac [7],

H= / x|y - Vi + miy)] 5)

La ecuacién de Heisenberg para el campo 1) estd da-
do por ¢ = —i[y)(x), H], con lo cual obtenemos que la
ecuacién de movimiento del campo de Dirac [4] es

ip(z) = [—iy - V +mly(z) . (6)

El oscilador de Dirac

El efecto de un potencial arménico actuando sobre un
fermién relativistico se desarrolla considerando que la ecua-
cién de Dirac corresponde a la linealizacién de la ecuacién
de Schrodinger relativistica, para el cual el potencial armé-
nico se introduce como su raiz cuadrada, esto es, como un
potencial lineal. Dicho sistema es conocido como oscilador
de Dirac.

En la interaccién del potencial arménico sobre un fer-
mién relativistico de masa m, moviéndose en la direccién
del eje z 5],

Pr — P — imwPB2 (7)

donde w es la frecuencia del oscilador.
La ecuacién de Dirac para esta interaccién, se describe
como

0% = (a3 - (P: — imwBz) + fm)y . (8)

La ecuacién anterior toma la forma explicitamente co-
variante,

(i7" 0u —m + 0" Fu)p =0 (9)

con oM¥ = %[7“, ~"], y el tensor asociado con la interaccién
esta dado por

Fu = 0,A, — 0, A, (10)

donde se ha definido el cuadripotencial asociado con la in-
teraccién como

Ap=72u-z)r, - 332“#) (11)

> =

con u, = (mw,0) que corresponde a un vector dependiente
del marco de referencia.
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Acoplamiento L - S

Se observa de la ecuacién de Dirac, Ec.(8]), que la parte
derecha es hermitiana. Ademas expresando la dependencia
de 1 sobre t como exp[—iEt/h], reescribimos

P = m} (12)

donde 11, 12 son las componentes de la ecuacién de onda
de Dirac, observando que estas satisfacen las ecuaciones

(E —mc)yr = co - (p + imwr)is (13)
(E +mc?)s = co - (p — imwr) (14)

a partir de las cuales se obtiene el acople [6]. Ahora conside-
raremos f y ¢ en las ecuaciones, con la finalidad de apreciar
mejor la intensidad del término de acople

(E* —m*cHyr = [E(p° + mPw’r®) — 3hwmd®
—4mc*(w/h)L - 8]y (15)

donde

y S = ga . (16)

L=rxp
Escribiendo ahora E = mc? + ¢, el término E? — m?c* al
lado derecho de la Ec.(IB]) se convierte aproximadamente
emin 2mc?e, si € € mc?. Asi en el limite no relativistico
la energia ¢ del problema se convierte en el autovalor del
operador del lado derecho de la Ec.(I5) dividido por 2mc?,
el cual corresponde al hamiltoniano de un oscilador armé-
nico de frecuencia w junto con un término de acoplamiento
espin-6rbita de intensidad —(2w/h).

Debido a este comportamiento en el limite no relativis-
tico, nos referimos a la Ec.([I%]), como el correspondiente a
un oscilador de Dirac, donde el lado derecho conmuta con
el momento angular total.

J=L+8 (17)
[J,H]=0. (18)

Cuantizacién candnica del oscilador de Dirac

Ahora realizamos el tratamiento usual en la teoria cuan-
tica de campos para la cuantizacién canénica [7]. Primero,
se expande el campo en la base definida por las funciones
de onda del oscilador de Dirac, teniendo en cuenta que los
polinomios de Hermite representan la base para la expan-
sién en series ortogonales y considerando que n € Z. De
esta forma, la expansién en la serie de Fourier del campo
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se escribe como

Bty = 3 butn(z, t)e 50"

— Z B+un(z)e”E"t + Z Z;,nvn(z)eiE"t
n=0 n=1
:w+(zvt)+w*(zvt) ) (19)

donde se han separado las contribuciones de las energias
positivas y negativas 1)+ (z,t), y un(2), vn(2) son los espi-
nores.

Haciendo uso de las relaciones de anticonmutacién,
Ec.(@), se puede verificar que los operadores de creacién
le y aniquilacién bn de particulas positivas y negativas, sa-
tisfacen la relacién de anticonmutacién

{Bn,éin} = nm - (20)

Teniendo en cuenta esta expansién, junto con las pro-
piedades de los polinomios de Hermite, encontramos que el
operador hamiltoniano estd dado como

e n=1

n=0

Usando la relacién de conmutacion, Ec.(20), se encuen-
tra que

=S Bablba+ S Ealbnbl, 1),  (22)
n=0 n=1

por tanto, el operador hamiltoniano sin tener en cuenta la
L . o -
energia divergente del vacio Y >° | Ey,, se escribe como

A= Bilhe+ > Eabnit, . (23)
n=0 n=1

Finalmente, realizamos una transformacién canénica so-
bre los operadores de particulas con energias negativas

67,1 = éIw
b, = én,
{ény éin} = 5n,m ) (24)

dicha transformacién significa que los operadores de aniqui-
lacién de las particulas en el mar de Dirac, se interpretan
como los operadores de creacién de las antiparticulas. Con
lo anterior, la expansién en serie de Fourier del operador de
campo del oscilador de Dirac dada por la Ec.(I9)), se puede
escribir como

O(z,t) = Z byn(z)e Frt 4 Z ehon(2)eFrt . (25)
n=0 n=1

Aplicaciones

Se ha aplicado el oscilador de Dirac para un sistema de
dos particulas formado por un quark y un antiquark cuyo
espectro de autovalores se obtiene diagonalizando el Ha-
miltoniano que esta dado por

G+ 52) (mr £ - L)

+ Vo (s1+s3) [(p X B) — (B x p)

H =

1 2
+ —VV 26
T2 (26)
Con el potencial V = %muﬂ(rl -r2)2. En el centro de ma-
sa, con la eleccién de las componentes de energias positivas
el Hamiltoniano se reduce a

2
H = <2m+3“—)
8m
2 2 2 2
+ p_ + mw T + w_L .S
m 4 am
4
p
= 13 (27)

con r,p como coordenada relativa y momentum relativo.
El espectro del problema se encuentra diagonalizando la
matriz con elementos tales como

wt (53) samlion, (33) s

2
= 2m+3i+w 271-‘—[—&-§ Onn/
8m 2

b G S+ )~ s+ Db (28)

donde se usa los estados del oscilador arménico de dos par-
ticulas con espin, es decir,

11 .
[n, <§§> S;4,m)

= S solimpui| (53 ) S0} . (29

no

Para el el charmonium, las constantes de acoplamiento
y la masa en reposo se toman como parametros ajusta-
bles. Para ello, el hamiltoniano efectivo calculado para este
sistema estd dado por

2
H = 2m+3i+w 2n—|—l—&—§ +
8m 2

2

i+ =+ 1) = s(s + 1)]) Srums —

1 4
W(”/”P [nl) , (30)
produciendo los autovalores de energia que se muestran en

la tabla 1 junto con los datos experimentales mostrados por
Shepherd et al [9].
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Exp.(GeV) Teor.(GeV) n J L S
1= J/¥ 1S 3.0969 3019815 1 1 0 1
1= ¥ 2S5  4.040 4.03981 2 1 0 1
0t xo 1P 341475 3416728 1 0 41 1
1" xea 1P 3.51066 3.47327 11 1 1
2t xe2 1P 3.55620 3642002 1 2 1 1

Tabla 1: Se muestran los resultados calculados mediate la Ec.(@0) y
los datos experimentales mostrados en [9]

Como se puede observar los valores calculados con el
modelo estudiado son bastante préximos a los datos obteni-
dos experimentalmente para los sistemas ligados de quarks
y antiquarks.

Conclusiones

Se ha cuantizado el oscilador de Dirac siguiendo el tra-
tamiento que se realiza habitualmente para la cuantizacién

candnica de la teoria de Dirac, el operador de campo se
representé como una combinacién lineal de operadores de
creacién y aniquiliacion, este procedimiento es bastante si-
milar al proceso que se da en el tratamiento habitual para
el oscilador arménico cuantico en los textos de mecanica
cuantica [10HI2].

Se observa que el oscilador de Dirac es un modelo bas-
tante aproximado a los resultados experimentales que mues-
tran los sistemas de quarks-antiquarks.
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