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Se realiza el estudio del formalismo ADM para la Teoria de la Relatividad General mediante el método de las
foliaciones en las superficies de Cauchy. Se presenta explicitamente el desarrollo matematico que conduce,
finalmente, a la formulacién hamiltoniana de la Relatividad General.
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ADM formulation of the General Relativity

The study of the ADM formalism for the General Relativity Theory through the foliation methods on the
Cauchy surfacesis is realized. The mathematical development that leads to the Hamiltonian formulation of

General Relativity is presented explicitly.
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Las ecuaciones de la Relatividad General de Einstein de-
terminan la evolucién de los sistemas gravitacionales, siendo
uno de los objetivos fundamentales la determinacién de la
evolucién temporal del campo gravitacional de los sistemas
estudiados. Sin embargo, los sistemas que poseen solucio-
nes exactas y analiticas son pocos y la mayoria de ellos
son simples ya que presentan ciertas simetrias que contri-
buyen a obtener dichas soluciones. Para sistemas reales o
mas complejos se hace necesario optar por otros métodos
de solucién. En la actualidad existen dos métodos alterna-
tivos, uno de ellos es la solucién numérica y el otro método
esta basado en los procedimientos perturbativos. Para obte-
ner soluciones numeéricas a las ecuaciones de la Relatividad
General de Einstein se deben transformar las ecuaciones de
campo de Einstein a un problema de Cauchy o problema de
valor inicial también conocido como el formalismo 3+1 [I].

La formulacién hamiltoniana del campo gravitacional
de Einstein aparece como un instrumento privilegiado pa-
ra estudiar la evolucién del espacio-tiempo ya que describe
la evolucién de la geometria tri-dimensional en el tiempo;
esta formulacién fue estudiada en sus inicios por Dirac [2],
posteriormente por Arnowitt, Deser y Misner [3] cuya me-
todologia es conocida como el formalismo ADM, acrénimo
formado por las iniciales de sus nombres. La importancia
de la formulacién hamiltoniana de la Relatividad General
radica en que es el primer paso para la cuantizacién cané-
nica del espacio-tiempo, que Wheleer lo denominé como la
geometrodinamica cuantica [4].
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En este trabajo, hacemos una revisién de los conceptos
fundamentales de la mecanica clasica, Relatividad General
y de la descomposicién 3+1 mediante el método de las
foliaciones de una variedad diferenciable, para finalmente
obtener las variables ADM que conducen a la expresién del
hamiltoniano de la Relatividad General en funcién de dichas
variables.

La accién clasica

Las ecuaciones que gobiernan la evolucién de los cam-
pos clasicos son las ecuaciones de Euler-Lagrange las cuales
son obtenidas por medio de un principio variacional.

Considerando que la densidad lagrangiana £ depende
del campo ¢ y de sus primeras derivadas £ = L(¢, Ou¢).
La accién solemos usualmente escribirla como [5]

5= [ Lo, (1)

Por el principio de minima accién S debe ser estaciona-
ria para toda variacién de ¢, d¢, que se anule en la frontera
de una regién; por tanto debe satisfacer §5=0, o equiva-
lentemente

oL oL

— —Ou(=——) =0, 2
cuya expresion es conocida como las ecuaciones de campo
o de Euler-Lagrange.
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Definimos el momentum conjugado como
— 3)
¢
donde = 2
Por lo tanto, la densidad hamiltoniana se define como
H(m,¢) =7¢— L (4)

donde el hamiltoniano esta dado por la integral en el espa-
cio de su densidad

H= /d%H. (5)

Haciendo uso de la ecuacién (4) se obtienen las ecuaciones
de Hamilton

oW _om an_ ot
0p’ - oor’ da ot
Las cantidades 7 y ¢ juntas, definen el espacio de fase que
describe el campo clasico y su desarrollo en el tiempo.

(6)

e

Principios y postulados de la Relatividad Ge-
neral

La Teoria de la Relatividad General es la teoria moder-
na de la gravitacién, fue postulada por Einstein a finales
de 1915. Segun esta teoria, un objeto masivo produce una
distorsién o curvatura en el espacio-tiempo, siendo la gra-
vitacién una manifestacién de esta distorsién [6].

Los principios que guiaron a Einstein a la formulacién
de la Relatividad General fueron:

e El principio de covariancia establece que las leyes de la
fisica deben ser las mismas para todos los observadores,
o todos los observadores son equivalentes. Este principio
llevé a Einstein a considerar que las leyes fisicas deberian
escribirse en forma tensorial.

e El principio de equivalencia establece que todos los ob-
jetos caen de la misma forma en un campo gravitacional,
es decir, que las leyes de la relatividad especial se aplican
localmente para todos los observadores inerciales. En ba-
se a este principio, Einstein concluyé que la descripcién de
la gravedad deberia ser identificada con la geometria del
espacio-tiempo.

e El principio de Mach establece que la inercia local de
un objeto debe ser producida por la distribucién total de la
materia en el universo. Este principio llevé a Einstein a con-
cluir que la geometria del espacio-tiempo debe ser alterada
por la distribucién de materia.

La Teoria General de la Relatividad es una teoria geo-
métrica de la la gravitacién, su construccién se basa en una
serie de postulados, los cuales fueron desarrollados buscan-
do compatibilidad con el limite newtoniano y con la Rela-
tividad Especial.
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Postulado 1. E/ espacio tiempo estad descrito por el par
(M, g) siendo M una variedad 4-dimensional y g una mé-
trica Lorentziana sobre M.

Este postulado se basa en la descripcién del espacio-
tiempo, donde la curvatura en la variedad diferenciable esta
determinada por el tensor de la curvatura de Riemann que
escrito como componentes tiene la forma

Riys = 04155 — 05155 + T5,165 = T5sT5,  (7)

donde I'G,, son los simbolos de Christoffel, los cuales vienen
expresados por

o 1 oo
Ty = 359 [0 gao + Opgoy — Do gpnl; (8)

en donde g, son las componentes del tensor métrico.

El tensor de Riemann sirve para caracterizar la geome-
tria de la variedad M. En particular, representa una indi-
cacién sobre la curvatura de la misma, o en otras palabras,
expresa el hecho de que tan paralelamente es posible trans-
portar un vector a lo largo de una curva. Por esta razén
el anico indicador de la curvatura del espacio-tiempo es el
tensor de la curvatura. Si todas las componentes del tensor
de la curvatura son nulas, entonces, el espacio-tiempo es
plano y si alguna de sus componentes es diferente de cero,
entonces, el espacio-tiempo es curvo.

Postulado 2. Existe un tensor simétrico Tog = Tag(p) =
Tse que es funcion de los campos de materia ¢ y sus deri-
vadas tal que:

1. Top =0 sobreUd C M siy solo si p; =0 para todo
1 sobre U.

2. vgT*? =0.

Este postulado esta referido a la conservacién de la
energia la cual juega un papel fundamental en la Relati-
vidad General.

Postulado 3. La métrica sobre la variedad espacio-tiempo
(M, g) esta determinada por las ecuaciones de campo de
Einstein.

Las ecuaciones de campo de Einstein estad dado por
1
RaB - §Rga6 = kTaB? (9)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de curva-
tura, T el tensor de energia momentum, y k = 87G, G
la constante de gravitacién universal.

El tensor de Einstein G s se define por la relacion

1
GaB = RaB - §Rga,ﬁ‘7 (10)

la cual cumple con la siguiente propiedad

VsG*P =0, (11)
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siendo esta ecuacién conocida como la ldentidad de Bian-
chi.

Las ecuaciones de campo son obtenidas a partir de la
accioén de Einstein-Hilbert (Sgx). Esta accién, que genera
las ecuaciones de Einstein para el vacio, viene dada por

1 4
SEH(Q}.LV): ﬂ/d x\/—ng #7”207172737 (12)
donde g es el determinante del tensor métrico y R el escalar

de curvatura. Sgm es un funcional de g,..
Realizando una variacién en la accién

6Skn = / d*2(v/=G9" 6 Ry + /=G Rpu 60"
9" Rudy/"g) (13)

6Smm = / Ao/ 50" (R — 3 Row). (14)
Considerando §Sgx = 0, obtenemos
Ry — 5 Rguw =0, (15)
que es la ecuacién de Einstein en el vacio.

Foliacion 3+1 del espacio-tiempo y variables ADM

Un camino directo para cuantizar la gravitacién es la
aplicaciéon del formalismo canénico. Para ello es necesario
reescribir |la Relatividad General en una formulacién dinami-
ca, es decir, escribirla como un problema de valores iniciales
o problema de Cauchy; sin embargo esto no es posible reali-
zarlo directamente debido a que las ecuaciones de Einstein
estan escritas en forma covariante, del tal forma que el
espacio y el tiempo juegan un papel de equivalencia. Pa-
ra reescribir las ecuaciones de Eisntein como un problema
de Cauchy se tiene que separar la variable temporal de las
variables espaciales; a este proceso se le conoce como fro-
malismo ADM o formalismo 3+1 de la Relatividad General
desarrollado por R.Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner [3].

El espacio-tiempo es posible describirlo por medio
de una variedad 4-dimensional M. Esta representacién
es posible descomponerla haciendo que una variedad 3-
dimensional ¥ sea dependiente de un parametro real como
el tiempo. Esto es posible debido al siguiente teorema:

Teorema 1. Sea (M, g.v) un espacio-tiempo globalmente
hiperbdlico, entonces una funcién global t puede ser esco-
gida tal que cada superficie de t constante es una superficie
de Cauchy. Por tanto M puede ser foliada por superficies de
Cauchy y la topologia es R x X, donde 3 denota cualquier
superficie de Cauchy.

Es importante sefialar que el espacio-tiempo cuadri-
dimensional es globalmente hiperbélico si admite una sub-
variedad de tipo espacio que corta una y sola una vez a cada

curva temporal, y esta sub-variedad se llama superficie de
Cauchy. Esta condicién de hiperbolicidad global garantiza
el buen comportamiento causal de las diferentes soluciones
de las ecuaciones de Einstein.

Del teorema anterior podemos identificar que las super-
ficies X4, para cada t € R fijo, representan una familia de
sub-espacios Riemannianos (M?, h,,) de dimensién 3, do-
tados de una métrica inducida h,,, sobre M?3. Dentro de es-
te contexto podemos indicar que una variedad globalmente
hiperbélica M en el espacio-tiempo es descrita por su mé-
trica gu. en este espacio; si dicho espacio-tiempo puede ser
foliado de tal manera que cada folio, hoja o rebanada tridi-
mensional sea de tipo espacio (space-like), entonces se dice
que dicha variedad espacio-temporal es globalmente hiper-
bélica. Definimos el parametro t como aquel que identifica
a las distintas hojas o rebanadas de la foliacién; este para-
metro ¢ es una etiqueta asignada a cada hipersuperficie X,
y podemos dotarle de caracteristicas temporales, conside-
randolo como un tiempo universal. La figura 1 nos da una
nocién mas intuitiva de como el proceso es empleado.
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Figura 1: Foliacién del espacio-tiempo en hipersuperficies espa-
ciales tridimensionales.

Ahora consideremos un espacio-tiempo con una métri-
ca guv, la cual posee 10 componentes independientes; de
estas, solamente seis pueden ser calculadas a partir de las
ecuaciones de Einstein. Las cuatro variables faltantes son
definidas por la foliacién del espacio-tiempo en hipersuper-
ficies: una de ellas es la funcién lapso (lapse function) N
las otras tres son las funciones de desplazamiento (shift
vector) N* el cual estd definido sobre las hipersuperficies
tridimensionales tipo espacio con métricas h,,. La funcién
lapso y el vector desplazamiento son cantidades que deben
ser fijadas externamente y son ellas las que determinan la
forma por la cual las hipersuperficies tri-dimensionales ti-
po espaciales evolucionan para dar origen al espacio-tiempo
tetra-dimensional.



Funcién lapso

A partir de la funcio t podemos definir el vector normal
al folio o rebanada X; como

nt = —NV*tconN > 0, (16)

donde el signo 7 —” es debido a la signatura (-,+,+,+) de
guv- Se debe tener presente que n* es un vector normali-
zado tipo temporal, puesto que n*n, = —1 de tal manera
que n* esta orientado en el sentido de ¢ creciente. La fun-
ciéon N : M* — R denominada funcién lapso se introduce
para normalizar a n¥, es decir,

N = (—vt.vt) Y2 (17)

La funcién lapso nos informa la variacién de tiempo pro-
pio cuando un observador se mueve entre dos folios vecinos
siguiendo la trayectoria normal n* [7].

Meétrica inducida

La métrica inducida h,, sobre ¥; mide las distancias
ds® = hy,dz'dz” dentro de la hipersuperficie misma, y
esta definida por

hpw = guv + npmw (18)

donde g, es la métrica de M* y n,es el 4-vector normal
a Et.

La métrica inducida estd contenida enteramente en la
hipersuperficie tridimensional, por tanto h,.,n* = 0, sien-
do por tanto una cantidad puramente espacial. La métrica
espacial inversa h*” es obtenida levantando los indices de
hyuw con g,

B = gaugﬁuhaﬁ _ g;w + nPn”. (19)

De igual manera, el operador de proyeccién que envia a
un vector del espacio tiempo a uno sobre la hipersuperficie
esta dado por

h =68 +nfn,. (20)

Vector desplazamiento

Un observador puede moverse entre dos folios o rebana-
das a lo largo de una direccién que no sea necesariamente
la direccién normal n*. El vector temporal que describe una
trayectoria arbitraria esta dado por

= Nn* + N*, (21)

donde N* es el vector desplazamiento, que es el vector
tangente al folio o rebanada X; en que se encuentra si-
tuado. Definido N* de esta manera, entonces se tiene que
N¥n, =0.
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Por lo tanto, el 4-vector desplazamiento N* se puede
definir como la proyeccién de t¥ sobre X, de la forma

N" = —h4t". (22)

La relacién entre el flujo temporal y los parametros N
y N* se representan graficamente en la figura 2.

Figura 2: El vector de campo temporal puede ser escrito en
funcién de la variable lapso y del vector de desplazamiento.

El escalar N, el vector sobre la hipersuperficie N* y
la métrica inducida h,, conforman las llamadas variables
ADM.

Componentes de la métrica inducida

Partiendo de las relaciones n,, = (=N, 0,0,0), n‘n; =
—1y N¥ = —hbt" se demuestra que las componentes del
vector normal unitario n* a las hipersuperficies son

n, = (=N,0,0,0),

1 N
Ko
=y N (23)
N* = (0,N*)
" = (1,0,0,0).

Haciendo uso de la ecuacién (18) y de la ecuacién (21)
obtenemos
v v 1 v
Desde luego que z° =t y t* = §f. Utilizando estas re-
lacién conjuntamente con h2 = h*® = 0 podemos escribir
las componentes de g*” como

1 N
N2 N2
(g") =
__N? B _ NN
N? N?

invirtiendo (¢g*") obtenemos
—-N?+ N'N; —-N*
(Guv) = )
~N? hij
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Haciendo uso de las ecuaciones (18), (19) y (20) po-
demos encontrar las expresiones para hy,, h*” y hi, las
cuales son

NiN; —N?
(hu) = ) )
—N*  hy
0 0
(hlw) = B
0 h¥
0 0
(hy) = _
-N; &

En términos de las variables ADM y con la ayuda de g,..,
, la 3-métrica del espacio-tiempo toma la forma siguiente

ds® = (=N? + N'N;)dt* — 2N;dz'dt + hijdz'ds’. (24)

Podemos notar que h;; proporciona las distancias entre
puntos de ¥; con coordenadas z* y z‘ + dz’. Por tan-
to, la 3-métrica caracteriza la geometria intrinseca de la
hipersuperficie X;.

Geometria intrinseca y extrinseca

La métrica espacial hqp es una cantidad intrinseca y
permite definir un Gnico operador derivada covariante D,
en X; tal que Dyhye = 0. Esta derivada covariante puede
ser escrita en términos de la derivada covariante espacio-
temporal V, como

DTt o = (W1 By b B9 (TS5 (25)

Definicion. Dada la derivada covariante tridimensional D,
podemos definir el tensor de curvatura intrinseca como:

(3)R3bcwd = Do Dywe — Dy Dywe (26)

para toda 1-form espacial, esto es, wo,n® = 0 de esta cur-
vatura intrinseca Riemanniana, podemos obtener el tensor
de Ricci ® Ry y el escalar de curvatura ®)R usando las
respectivas contracciones.

Tensor de curvatura extrinseca

La curvatura extrinseca K., se entiende como la pro-
yeccion de los gradientes de los vectores normales n,, sobre
un folio o rebanada X, es decir, la curvatura extrinseca nos
indica como el vector normal n,, varia cuando es desplazado
de un punto a otro sobre el folio n,,. Dicho de otra manera,
el tensor de curvatura extrinseca K, es la medida del cam-
bio del vector normal bajo transporte paralelo y nos indica
como las hipersuperficies espaciales tridimensionales o fo-
lios 3; son inmersas en el espacio-tiempo tetradimensional
M. Esquematicamente la figura 3, nos muestra la variacién
de los vectores normales sobre una rebanada espacial.

Figura 3: La curvatura extrinseca mide la variacién de la direc-
cién de los vectores normales sobre la hipersuperficie tridimen-
sional

Definicion. Dado un vector n® normal a la superficie X,
el tensor de curvatura extrinseca es un tensor espacial en
Y.t dado por

Kap = Dany = hShiVeng . (27)

Haciendo uso de la relacién (20) encontramos que el
tensor de curvatura extrinseca toma la forma

Kap = hiVeny + npn®hvena. (28)

Haciendo uso de la ecuacién anterior se puede demos-
trar la propiedad simétrica del tensor de curvatura extrinse-
ca Kup, = Kpa. Usando esta relacién de simetria, se puede
escribir el tensor de curvatura como Kop = = (Kap + Kba)

reemplazando la ecuacién (20) y efectuando las operaciones
apropiadas se obtiene

2Kap = ncvchab + hcbvanc + hacvbnc~

Podemos notar que el término de la derecha correspon-
de a la derivada de Lie de h,p respecto de n, por tanto se
tiene que

Kap = %thab . (29)

Considerando la relacién Lxhep = DaNy + DpyNg y
usando la ecuacién

al...an __ ai an 1 b1 bm Cl..:Cn
Tblmbn - (hc1 '“hcn hdl"‘hdm)Ltlemdn )

se obtiene finalmente una expresién final para el tensor de
curvatura extrinseco

Kab = (hab — DaNb + DbNa)7 (30)

2N
8hab

donde hap = 5




Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci

La curvatura intrinseca, medida en la Relatividad Gene-
ral por el tensor de la curvatura de Riemann Rf;fg también
es descrita en funcién de h;;, N y N;. Para esto debe-
mos tomar tres proyecciones del tensor de Riemann, una
proyeccién espacial completa sobre una hipersuperficie es-
pacial X, y las otras proyecciones de uno y dos indices en
la direccion normal n*. Estas proyecciones daran origen a
las llamadas ecuaciones de Gaus, Codazzi y Ricci [8].

Calcularemos las componentes de R’;fg en términos de
Ka y @ RY,.. Para realizar esto aplicamos el operador D
a un vector w,

Dywe = hehEvaw. . (31)

De esta manera calculamos,

(DaDy — DyDo)we = hlhgh&(VVa — VaV )we
+ (Kch; - KacKlf)ww (32)

por definicién, notamos que, el primer término de la iz-
quierda corresponde a P R%,_ y el primer término del lado
derecho corresponde a W RY, ., obteniendo la siguiente ex-
presién

WRE,, = RY,. — Ky K& + KooK} (33)

la cual es conocida como la ecuacién de Gauss-Codazzi [1].
De igual manera, calculando la relacién

h¢RShG Rapean® = hEhhG Ravean® (Va Ve — VuVa)n,
se demuestra que
Refgdnd = Derg — DfKeg N

podemos notar que la expresién anterior expresa la proyec-
cién del tensor R. s, sobre n, escribiendo adecuadamente
obtenemos

WRYy = DKy — DjKeg, (34)

a esta expresion se le conoce como la ecuacién de Codazzi-
Mainardi [9].

Las ecuaciones de Gauss y Codazzi dependen de la mé-
trica huy, de la curvatura extrinseca K., y de sus deriva-
das espaciales; estas ecuaciones pueden pueden interpretar-
se como condiciones de integrabilidad, permitiendo que los
folios o rebanadas X; llenen la variedad M.

Para obtener la ecuacién de Ricci partimos de su defi-
nicién

Rab = RZcb (35)
usando la relacién Rapn®n® = —(VaVe — VeVa)nn® ob-
tenemos

Rabnanb = K2 - KabKab+ A;atu (36)
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donde A% = Vo (—nVen +nVen®).

Usando las ecuaciones de Gauss-Codazzi y la ecuacion de
Ricci obtenemos el escalar de Ricci, que viene expresado
por

WR=® R4+ KK —K*—22% .  (37)

Formulacién hamiltoniana de la Relatividad Gene-
ral

La densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert esta expre-
sada por

L= 1/—g<4)]% = \/—g(:s)R — K2 + KabKab+ A?a (38)

usando la relaciones S = fdx41/—gR y/—g = NvVh
obtenemos

S = /N\/E(C’)R + Kap K — K*)da*.  (39)
Usando la métrica de Witt
Gabed _ %\/ﬁ(hachbd + hadpbe _ gpabpedy (40)
se puede escribir la densidad lagrangiana como

L=NG"™ K Keq+ ViR . (41)

Los momentos canénicos vienen dados por

= 9L _ VR(K™ — Kn) (42)
ahab
oL or
= — = 07 I a = O . 43
™= o T N (43)

Por lo tanto, la densidad hamiltoniana viene dada por la
siguiente expresion

H = 71-(Lbhab — L= NGabchrabTer — N\/N(S)R
— 2Ny D, (44)

Usando la relaciéon H = fd:cSH calculamos la hamilto-
niana de la Relatividad General, cuya expresion viene dada
por

H= / dz* (7 Ry — L) = NGapegn ™1~ NVN'V R

— 2Ny Do . (45)
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Conclusiones

Se ha descrito el formalismo necesario para compren-
der la formulacién hamiltoniana de la Relatividad General.
Hemos derivado todas las ecuaciones necesarias para que
el espacio tiempo tetradimensional pueda ser foliado en un
conjunto de hipersuperficies espaciales tridimensionales ro-
tuladas con una variable ¢ asociada a una variable tempo-
ral. El formalismo hamiltoniano es importante para obtener
soluciones numéricas a las ecuaciones de la Relatividad Ge-
neral de Einstein para sistemas fisicos reales o complejos,
asi como es la base para la cuantizacién canénica de la gra-

vedad. Este formalismo, en su version moderna, en analogia
con teorias de gauge de Yang-Mills, utiliza las conecciones
y holonomias como variables centrales. Las nuevas varia-
bles, llamadas variables de Ashtekar, son la base para la
gravedad cuantica de lazos [10].

Finalmente, sefialamos que la formulacion hamiltoniana
es importante para calcular cantidades conservadas quasi-
locales como la energia, el momento, etc., para sistemas
gravitatorios con condicién de frontera asintéticamente pla-
na y para modelos cosmolégicos homogéneos y anisotrépi-
cos [11].
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