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Partiendo del modelo cosmolégico de Friedmann, en el cual se ha considerado la funcién de lapse N(t) y la
funcion de escala a(t), se determina el escalar de curvatura de Ricci, el tensor de curvatura extrinseca, y a
partir de ello se determina el lagrangiano total formado por el lagrangiano gravitacional y el de materia; y a
partir de los momentos conjugados, finalmente, se construye el hamiltoniano de dicho modelo cosmolégico.
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Hamiltonian formulation of the metric of Friedmann

From the cosmological Friedmann model, which has been considered function lapse N(t) and the scaling
function a(t), it is determined the scalar curvature of Ricci tensor extrinsic curvature, and from this the
total formed by the gravitational Lagrangian Lagrangian and the matter is determined; and from conjugates
finally time, the Hamiltonian of the cosmological model is built.
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Introduccion

La cosmologia es el estudio del universo considerado
como un todo. El modelo estandar de la cosmologia empe-
z4 a ser constituido por Einstein en 1917 poco después de
haber publicado su trabajo sobre relatividad general [1]. El
primer modelo cosmolégico relativista fue propuesto por
Einstein [2], este modelo poseia caracteristicas de ser ho-
mogéneo, isotrépico, finito y estatico. En el mismo afio,
el astrénomo holandés Willem de Sitter publicé un traba-
jo [3] que consistia en una nueva solucién de la relatividad
general incluyendo la constante cosmolégica. El estudio
de un universo en expansién se debe a Alexander Fried-
mann [4] quien en su articulo publicado en 1922 considera
un espacio con curvatura constante y positiva obtenien-
do, por primera vez, soluciones a las ecuaciones de Eins-
tein con caracteristicas expansionistas con o sin constante
cosmolégica.

La formulacién hamiltoniana de un modelo cosmolégi-
co tiene, en la actualidad, particular importancia por ser
una via para concretar la cuantizacién de la gravedad y la
cosmologia. La formulacién hamiltoniana de la relatividad
general se ha desarrollado principalmente en los articulos
de Dirac [5] y Arnowit, Deser and Miener (ADM) [6]. Es-
ta formulacién fue aplicada a los modelos cosmolégicos
clasicos incluidos los de Bianchi, dando lugar a la llamada
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Cosmologia Hamiltoniana [7].

La importancia del enfoque hamiltoniano para la meé-
trica de Friedmann radica en que los resultados nos permi-
te entender la dindmica y energia del universo, asimismo,
permitird analizar la densidad de energia en el universo
y su relacién con la velocidad de expansién, su relacién
con el factor de escala a(t) y también permitira analizar
la termodindmica de la expansién del universo.

Este trabajo esta basado en la formulacion ADM y
nuestro objetivo es calcular la formulaciéon Hamiltoniana
de la métrica de Friedmann, previamente calculamos la
curvatura extrinseca y la formulacién Lagrangiana total.

Formulacion ADM de la Relatividad General

Una manera de analizar la dindmica de la relativi-
dad general consiste en considerarla como un problema
de Cauchy, es decir, analizar la dindmica como la evo-
lucién de una hipersuperficie tridimensional donde estén
definidos los campos (formalismo ADM). Esta manera de
formular la relatividad general fue desarrollada por R. Ar-
nowitt, S. Deser y C. W. Misner [3].

Para construir la formulacién de la relatividad general,
debemos foliar el espacio-tiempo, definido por una varie-
dad diferenciable M y una métrica g,. en hipersuperficies



espaciales > en el cual esta definida una métrica espa-
cial hi; y una curvatura extrinseca k.. El par (M,g..)
satisface las ecuaciones de Einstein [9]. Debido a que la
foliacién puede ser arbitraria, entonces el parametro t no
necesariamente es el tiempo propio, es un parametro sin
significado fisico, simplemente es una etiqueta para cada
folio o rebanada. Introduciremos una variable denominada
funcién lapse N que mide la variacién del tiempo propio
con el parametro t, es decir:

dr
i N (1)

Por lo tanto un elemento de linea podemos escribirlo
como:
ds® = —N?dt® + hyjdz'da’ 2)
La curvatura extrinseca viene expresada por:

1
2N
y el escalar de curvatura en términos de la curvatura
extrinseca viene dado por:

kij = o7z his (3)

RIRg—KQ-l-kijk:ij (4)

donde R? es el escalar de curvatura definido en la hi-
persuperficie.

La métrica de Friedmann

En la teoria gravitacional de Einstein [9], la gravedad
viene descrita por la métrica del espacio-tiempo g,.. El
elemento de linea infinitesimal e invariante ds” esta dado
por:

ds® = g da*dz” (5)

Einstein utiliz6 la geometria diferencial para determi-
nar el tensor de curvatura y el escalar de curvatura y asi
determinar del tensor métrico. En forma modificada, las
ecuaciones de Einstein incluyendo la constante cosmolégi-
ca A presentan la forma:

1
Ry — §R9HV + Aguy = 81GT ), (6)

donde G es la constante gravitacional de Newton y
T, es el tensor de energia-momentum. Las ecuaciones de
Einstein representan 10 ecuaciones diferenciales acopla-
das. Con la suposicion de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) sobre el principio cosmolégico la métrica
se representa como [10]:

2

2 2 2 dr
ds” = —dt"+a (t)l—ikrz

+7r2d0* 7% sen” 0dp®, (7)
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donde a(t) es un factor de escala y k es una constante
que depende de la curvatura del espacio-tiempo y ha sido
normalizada a los valores -1,0,4+1 y describe un universo
abierto, plano o cerrado respectivamente.

Una métrica modificada de Friedmann se obtiene intro-
duciendo la funcién de lapse N(t), con esta consideracién,
la métrica de Friedmann toma la forma siguiente:

dr?

172 +72d6% +r? sen® 0dp>.

(8)

Las variables r, 8 y ¢ se denominan coordenadas co-

moviles, respecto a las cuales cualquier objeto estelar, co-
mo una galaxia, tiene valores fijos.

Por tanto el tensor métrico toma la forma:

ds® = —N(t)dt* 4+ a®(t)

—N2(t) 0 0 0
2
0 e 0 0
= 1—kr2
o 0 0 a?r? 0
0 0 0 a’r?sen? 0

siendo los elementos covariantes y contravariantes del
tensor métrico los siguiente

2

a
goo = ~-N? g1 = 1_Ffr2 g22 = a’r? g33 = a’r?sen’ 6
9)
1— kr? 1 3 1
00 -2 11 _ 22 33 _
A - R R

"~ a?r2?sen26
10

Componentes del tensor de Ricci y el escalar
de Ricci

Para el calculo de las componentes del tensor de Ricci
debemos calcular primeramente las conexiones afin me-
diante los simbolos de Christoffel I'f,, los cuales estan da-
dos por:

1 Ogop

FZV = Qgpa[

09ov _ ag/w
oxv oxH ox° ) (11)

calculando el término T', el cual viene dado por

1 09o
Pgozigoo'[ Joo

2

agao _ 8900]
Ox° dze Oz

notamos que esta expresion tiene sentido cuando =0,
para valores de o # 0 la expresién I'g, = 0, obteniéndose

(12)

I, = % De forma similar calculamos las otras conexio-
nes afin obteniéndose lo siguiente:
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N
re, = -
oo N
o aa
UTNZ(1 - Er2)
) (13)
o T?aa
P =
o 1 . 2
I'ss = ﬁ(aasen 0)
Ij(l)l = 2
a
Fl o kr
= (1 — kr2) (14)

I3o = —r(l— kr2)
s = —r(1 — kr®)sen’0)

‘ 1
12, =2 T2, = - T2 =—senfcost  (15)
T
s 6 3 1 g
Ios =— Ti3=—- T53 = —cotbcosd.  (16)
a T

El tensor de curvatura de Riemann permite determi-
nar si una variedad tiene curvatura o no. De hecho, las
variedades donde este tensor es nulo son las variedades
planas. Se puede efectuar contracciones en el tensor de
Riemann. El tensor de Ricci resulta de la contraccion del
tensor de Riemann y se puede construir a partir de la co-
nexién afin (conexién de Levi Civita) y sus derivadas. Esta
conexion es la que define la derivada covariante en una
variedad métrica y por tanto nos dice como cambia un
vector al moverlo paralelamente llevandolo de un punto
a otro. Para el calculo de las componentes del tensor de
Ricci partimos de su definicion, cuya expresion viene dada
por:

R[Ll/ = aar‘f:u - avrza + F;)l\,u ga - F;},a 10;)\ (17)

Calculando la componente Roo la cual viene expresada
por

Roo = 9al8y — 30T6a + To0T % — Toalon  (18)

haciendo variar los indices oy o de 0 a 3, obtenemos

Roo = —3(% — &%), Similarmente calculamos las demas

componentes, obteniéndose lo siguiente:

i Na
= 3[- - = 1
Roo 3[@ Na} (19)
24>  ai  aaN 1
Ri1 = [N2 Nz oas T 2k](m) (20)

9
ad 24 aaN
Rox= (35 + 33 — s T 20077 (21)
. .2 PN
R33 = (aa ;_/,22(1 + 2k — a]z,];[)r2sen20 (22)

La escalar de Ricci resulta de la contraccidn del tensor
de Ricci y viene definido:

R=g"Ryu (23)

por lo tanto

R= gOORoo + gHRu + 922322 + 933R33 (24)

reemplazando las expresiones (10),(19),(20),(21) y en
(24) obtenemos el escalar de Ricci

R= [N(da+a*) —aNa+EN®]  (25)

6
a2 N3
Formulacién lagrangiana de las ecuaciones
de Friedmann

Usando la densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert

VR = g o [N(ia + ) — aNa + KN (26)

definiendo como elemento de volumen como:

VG = %, entonces obtenemos.

= = .. . o
VR = d®*N\/GR = \/gNlQ[N(aa +4d%) — aNa+ kN®]
(27)
considerando el lagrangiano gravitacional unidimensio-
nal

6a oy
L = F‘;[N(aa +a?) — aNa + kN (28)

depende de a(t),d,d,N(t)yN. Para eliminar el tér-
mino & integramos por partes el primer término de Ly

. . 2 -1
/GaQN—I%‘ — 6PN S —/a% (29)

tomando el diferencial a la expresién anterior, esta que-
da como

60N~ = %(Ga%z\f”) +6a°N~?(=24°N + aaN).
(30)
Reemplazando el Lgy obtenemos

Lpn = —Na+ kN?) + %(m?ajv*l). (31)

a
el
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Seguidamente procedemos a calcular el tensor de cur-
vatura extrinseca, el cual esta definido por

1
SOt (32)

reemplazando los h;; obtenemos

Kij =

a
——hyj. 33
iy (33)
La traza del tensor de curvatura extrinseca viene defi-

nida por

Kij =

K =h" K. (34)
Reemplazando los valores de h*/ y K;; obtenemos

3a

Introduciendo el término de frontera de Gibbons-
Hawking-York [8]; y considerando el elemento de volimen
v/ gy e = —1 por tratarse de una hipersuperficie tipo es-
pacial

2eVhK — Loy = —2a3(§—;) = —6a’aN"". (36)

La accién gravitacional sera

Sglgas] = Sen[9as] + Scry[gas]: (37)

El lagrangiano sera

L, = 6N(—a(%)2) + Ka (39)
Introduciendo la constante cosmolégica: /gR —
V9(R — 2A) por lo tanto
Aa?
Ly =Lapym =6N(—a (N) + Ka _T) (40)

Considerando un lagrangiano de materia asociado a un
campo escalar ¢. Considerando la siguiente accién para un
campo escalar con un potencial V(¢)

S16.905) = [ Vaa'sl-39°0,0036 ~ V(). (41)

Considerando la homogeneidad espacial requiere que
el campo escalar, no dependa de coordenadas espaciales,
solamente dependa del tiempo, entonces

S16.905] = [ @*N V3-8 000006 — Veld's (42)
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S16.908] = [ Vaa'oNG* oy~ V(). (@)

Por lo tanto el lagrangiano total es

1
Lror = e Ly+ Lm (44)
3 aa®  a®¢?
Lror =N(=a one ¥ a2 (45)
3Ka Ad® 3
87Gn  8TGN —aV(9)).

La accién Srorla, ¢, N] = [dtLror queda como

3 ad®  d®¢? 3Ka
Srorla, ¢, N] = /dt(747rGN 2N2  2N2  8nGn
Ad® 3
- 81GN aV(9)).
(46)

Formulacién hamiltoniana de las ecuaciones
de Friedmann

Partiendo del Lror y considerando a A dentro de
V(¢), entonces Lror queda como

3 ad®  dP¢?
47GNn 2N2 ~ 2N?

3Ka
8mG N

—d*V(9)).
(47)

Considerando la variable Q* = (aw, ¢(1)) = (a,8) y
un sistema bidimensional con métrica

Lror = N(— +

—3a

3
Gap = dzag(47rGN a”) (48)
obtenemos
GAB
Lror = ( QAQB -V(Q)), (49)
donde Vg = aSV(qS) — 81@%. Los momentos conju-

gados de las variables Q* son

0
Py = ﬁ (2N2G 48Q*Q" V(Q))- (50)
Esto es
. 3aa
= —GaaQ IONN (51)
5
GesQ —%, (52)
también
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_ OLror
ON
Construyendo el hamiltoniano, por definicién tenemos

=0 (53)

Hror = PyN + PaQ4 — Lror, (54)
obteniéndose
1
Hror = NH(P,Q) = N(5G*"PaPs + V(Q)), (55)

o en su forma equivalente

Gas
2N

de donde se obtiene

Hror = NH = QAQ5 + NV(Q). (56)

SanGagn +V(Q) (57)

La ecuacion (57) representa la formulacién hamiltonia-
na de la métrica de Friedmann. El formalismo desarrollado

H =

11

se puede aplicar a diferentes modelos cosmolégicos; y el
resultado obtenido proporciona un nuevo enfoque para es-
tudiar la cosmologia cuantica, que es un tema intrigante
en la investigacion teédrica de la fisica. La ecuacion (58)
nos describe un sistema cosmolégico en términos de va-
riables posicién y momento; el cual puede relacionarse,
en cosmologia cuéntica, con el operador asociado con la
energia del universo.

Conclusiones

Mediante el uso de la formulacién ADM se ha logra-
do calcular la formulacién lagrangiana de la métrica de
Friedmann encontrandose que el tensor de curvatura ex-
trinseca y su traza son directamente proporcionales a la
velocidad del parametro de escala, tambien se ha logrado
calcular el lagrangiano total como resultado de un lagran-
giano gravitacional y un lagrangiano de la materia. El for-
malismo ADM es una herramienta de mucha importancia
en Relatividad General pues ha sido capaz de revelarnos
la estructura hamiltoniana de la métrica de Friedmann.
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