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Resumen

En este articulo se explica los efectos relativistas en el Sistema de Posicionamiento Global (GPS);
se analiza las correcciones debido a la Relatividad Especial y a la Relatividad General. Aunque los
efectos gravitacionales son débiles y las velocidades pequefas, sin embargo generan efectos relativistas
significativos. Si dichos efectos no se tienen en cuenta, se producirian errores en la medicion del tiempo
y en la posicion del dispositivo GPS (en el orden de los 11.5 km).
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Relativity and the Global Positioning System (GPS)

Abstract

In this article we explain the relativistic effects in the Global Positioning System (GPS); Corrections
due to Special Relativity and General Relativity are analyzed. Although the gravitational effects are
weak and the speeds are small, they nevertheless generate significant relativistic effects. If these effects
are not taken into account, errors would occur in the measurement of time and in the position of the
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GPS device (in the order of 11.5 km).
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Introduccién

Actualmente la tecnologia satelital permite determi-
nar, con muy buena precisiéon hasta del orden de metros,
la posicion espacial de objetos fijos o moéviles sobre la
superficie terrestre medidos respecto de un sistema de
referencia fijo a la Tierra.

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) fue
desarrollado por el Departamento de Defensa de los Esta-
dos Unidos para proporcionar un sistema de navegacién
por satélite para el ejército de los Estados Unidos. Mas
tarde se puso bajo control conjunto del Departamento
de Defensa y el Departamento de Transporte para pro-
porcionar usos de navegacién tanto militares como civi-
les [Elr02].

El GPS en la actualidad se ha convertido en parte de
la vida diaria y es utilizado practicamente en todas las ac-
tividades de la vida humana: es utilizado en la industria
de la telefonia movil, es usado en los vehiculos mayor-
mente para seguir su posicién y movimiento, es ttil a la
policia para realizar seguimiento, tiene vital importancia
en la navegacién maritima, ttil para obtener informacion
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de la topografia marina y colocacién de boyas, tambien
es util en la navegacion aérea pues permite a los aviones
volar con una ruta precisa.

La configuraciéon del GPS consta de una red no menor
de 24 satélites, que se distribuyen en 6 planos orbitales
con 4 satélites cada uno, alrededor de la Tierra a una alti-
tud de aproximadamente 20,000 km del suelo. Las 6rbitas
de los satélites se distribuyen de manera que al menos 4
satélites sean siempre visibles desde cualquier punto de
la Tierra en cualquier instante dado. Cada satélite lleva
consigo un reloj atémico que funciona con una precision
de 1 nano segundo.

Técnicas sofisticadas, como los métodos de GPS dife-
rencial y cinematica en tiempo real, permiten determinar
posiciones con un alto grado de precisiéon empleando poco
tiempo de medicién. Para lograr este nivel de precision,
los tics de reloj de los satélites GPS deben conocerse con
una precisién de 20 a 30 nanosegundos. Sin embargo,
debido a que los satélites se mueven constantemente en
relacion con los observadores en la Tierra, los efectos pre-
dichos por las Teorias de Relatividad Especial y General
deben tenerse en cuenta para lograr la precisién deseada


http://fisica.unmsm.edu.pe/rif

Rev. Inv. Fis. 23(1), (2020)

de 20 a 30 nanosegundos [Get93, Hof94, Kra02, Par96].

Debido a que un observador en la superficie terrestre
percibe a los satélites en movimiento relativo entre ellos,
la Relatividad Especial predice que los relojes atémicos a
bordo de los satélites deberian retrasarse debido a la me-
nor velocidad como consecuencia del efecto de dilatacion
del tiempo de su movimiento relativo [Tay92] .

Por otro lado, los satélites estdn en 6rbitas muy por
encima de la Tierra, donde la curvatura del espacio-
tiempo debido a la masa de la Tierra es menor que en
la superficie de la Tierra. Una predicciéon de la relativi-
dad general es que los relojes més cercanos a un objeto
masivo funcionen maés lentos que los ubicados maés lejos.
Como tal, cuando se ve desde la superficie de la Tierra,
los relojes en los satélites parecen estar funcionando mas
rapido que los relojes idénticos en la superficie terres-
tre. Por lo tanto la Relatividad General predice que los
relojes en cada satélite GPS deberian adelantarse a los
relojes terrestres [EI88, Cla80].

Por lo tanto, considerando los efectos simultaneos de
la Relatividad Especial y General, es decir teniendo pre-
sente la velocidad de los satélites y sus alturas orbitales
hace que sus relojes marquen més rapido los intervalos
de tiempo que cualquier reloj ubicado sobre la superficie
terrestre.

Relatividad Especial

Para calcular la posicicéon del dispositivo GPS usare-
mos la grafica dada por la figura 1 en la cual se muestran
dos sistemas ¥ y ¥ con origen comtin ¥ = 9 = (0,0)
en el cual se tienen dos satélites A y B ubicados en los

puntos A = (0,0) y B = (L', 0) ubicado sobre el eje z’.
y
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Figura 1: Diagrama espacio-tiempo de los satélites A y B.

Usando las transformaciones de Lorentz [Adl75] ha-
llamos las coordenadas de B en el sistema 1

/
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donde 8 =wv/ec. o
En el sistema de referencia 1 intersectando las rectas AC
y BC' calculamos las coordenadas del punto C'

L' [1+8 L
= — _ 5 = — 2
(zc)o s\ 1=5 (zc)y 5 (2)
Para calcular la velocidad del satélite usamos la igualdad
entre la fuerza gravitacional y la fuerza centripeta
msv2

GM@T)’LS .
r2 T (3)
cuyos datos de las variables se encuentran en la Tabla
1 [Ahr09]; donde el radio del satélite (rs) es igual a la
suma del radio de la tierra mas la altura a la que se
encuentra el mismo (Rg + h).

l Datos ‘ Medidas ‘
Masa Tierra Mg 5.9736 x 10** kg
Radio Tierra Rg 6 371 000 m
Constante Gravitacional G | 6.672 x 10~ 'm® /kg s?
Radio satélite r, 26 371 000 m
Velocidad de la luz ¢ 299 792 458 m/s

Tabla 1: Valores de constantes que permiten calcular la
velocidad del satélite.

Reemplazando los datos adecuados encontramos un
valor aproximado de la velocidad del satélite dado por

ve = 3.9 km/s (4)

entonces
Vs

B=-"7=13x 107° (5)

Por otro lado, la distancia aproximada entre satélites,
para una red de 24 satélites viene dada por

’ 27ry

2 6903.9 m (6)

Calculando las coordenadas de C se tiene
(xc)o = 3452 km (7)
(zc)y = 3451.956 km (8)

Calculando el desf&/xse de x¢ respecto a los dos sitemas
de referencia ¥ y ¥ tenemos

A (zc) = 3452 — 3451.956 = 0.0445 km = 44.5 m (9)

Este desfase de 44.5 m, en la localizacion del punto
C, sucede al no considerar la Relatividad Especial.
Por otro lado debemos tener presente que para el sistema
¥’ las sefiales de los satélites es simultédnea pero no lo es
para el sistema ¥. Considerando que el satélite A envia
la senial en (t4)9 = 0 el satélite B enviaria la sefial en un
tiempo dado por

(tB)o = % =3x10"" (10)
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Ahora calculamos los tiempos correspondientes al satélite
(ts) v al del dispositivo GPS (%,) usando las coordenadas
de Lorentz [Rin91, Goul3|

ts
ty= ——t (11)

V11— 32
mediante la expansion de Taylor realizamos la siguiente
aproximacion

o1 (_ E(E)Q -
ts V1 — P2 - 2 ¢ -
1 —0.8461703676 x 10~ *° (12)

Notamos que entre el tiempo del satélite y del disposi-
tivo GPS existe una diferencia de 0.8461703676 x 10719 s.

Relatividad General

Una soluciéon a las ecuaciones de campo de Einstein
apropiada para relacionar la Teoria de la Relatividad Ge-
neral con el GPS es la solucion de Schwarzschild, dada
por [Wei72, Mis71]:

2m 2
- )dt® — (1
—r2(d6® + sen’0dp?) (13)

Esta expresion corresponde a una solucion: estética,
en el vacio y esféricamente simétrica.

La métrica de Schwarzschild nos permite relacionar el
tiempo propio de dos particulas a distintas alturas; sea
to el tiempo propio en la superficie de la tierra y ts el
tiempo propio a una altura h respecto de la superficie
terrestre.

Estos dos tiempos se relacionan por:

2m

ds> = (1 ) tdr®
T

2Myg 1/2
"Ry
— &)
to =t o (14)
Ts

Usando la aproximaciéon mediante la expansiéon de
Taylor se tiene

= 1
Ts R@ Ts ( 5)

usando el factor de conversion G/c? para convertir la
masa al sistema internacional, encontramos que

Mgy  GMg

=0 29— _6.960543709 x 10710 16
T T X (16)
M GM, ,
© = 7% = 1681605702 x 10~ (17)
Ts CTs
entonces
T, -
7 =1+ 5.278938007 x 10 10 (18)

Por tanto, el tiempo propio entre un dispositivo GPS y
un satélite, ambos estaticos, presentan una diferencia de
5.278938007 x 107" s.
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Relatividad Especial mas Relatividad Ge-
neral

De acuerdo a los resultados anteriores, se ha nota-
do que el desfase de tiempo se presenta usando tanto la
Relatividad Especial como la Relatividad General.

Seguidamente calculamos el desfase de tiempos entre
el dispositivo GPS y el satélite aplicando simultaneamen-
te las correciones debidas a las ecuaciones de la Relati-
vidad Especial y General. De las expresiones (12) y (18)
se tiene:

% = 5.278938007 x 107 ° — 0.8461703676 x 10~ *°

= 4.432767639 x 1070 (19)

Esto significa que por cada segundo, respecto a un
observador en un marco de referencia en Tierra, el sa-
télite tiene un desfase de 4.432767639 x 107'° s por lo
tanto en un dia, respecto a un observador, en la super-
ficie terrestre, el satélite habra acumulado un desfase de
At = 3.82991124 x 1075 5. Con este valor se puede cal-
cular el desfase espacial en un dia, resultando:

d=cx At =11481.78505 m = 11.48178505 km (20)

Si no se toma en cuenta las correcciones relativistas el
Sistema de Posicionamiento Global marcara, en un dia,
aproximadamente 11.5 km alejados del dispositivo GPS,
lo cual haria inservible el sistema GPS.

Conclusiones

La Relatividad Especial y la Relatividad General son
herramientas fundamentales para obtener la precision re-
querida por el GPS. Si dichos efectos no se tiene en cuenta
adecuadamente, se produciran errores inaceptablemente
grandes en la navegacién GPS y la transferencia de tiem-
po.

La Relatividad Especial produce un desfase de tiempo
de 0.8461703676 x 107'° s, mientras que la Relatividad
General 5.278938007 x 1071° s, notamos que la Relati-
vidad General presenta mayor desfase temporal que la
Relatividad especial, por tanto contribuye con un mayor
indice de correcién en la calibraciéon de los relojes.

La contribuciéon de las dos relatividades es impor-
tante ya que en un dia el satélite habrd acumulado un
desfase temporal de 3.82991124 x 1075 s el cual se tra-
duce en un desfase espacial de aproximadamente 11.5 km.
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