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Resumen

En este trabajo, se presenta la deduccién de las ecuaciones de Friedmann en el contexto de las teorias
de gravedad modificada f(R); se ha considerado presentarlas en funcién de la constante k asociada a la
curvatura de la hipersuperficie. Para su deduccion, se hace previamente una revision de la formulacion
lagrangiana de la Relatividad General y de las teorfas de gravedad modificada f(R) asi como de la
deducion de la ecuacién de campo en el entorno de las teorias f(R).
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Friedmann equations in modified gravity theories f(R)

Abstract

In this work, the deduction of Friedmann’s equations is presented in the context of modified gravity
theories f(R); it has been considered to present them as a function of the constant k associated with
the curvature of the hypersurface. To deduce it, a revision of the Lagrangian formulation of General
Relativity and the modified gravity theories f(R) as well as the deduction of the field equation in the
environment of the theories f(R) is previously conducted.
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Introduccién

La relatividad General es una teoria gravitacional y
una de las teorias mas aceptadas en la actualidad debido
a que describe, con precision, fenémenos fisicos macrosco-
picos [1]. Sin embargo, con el desarrollo de la cosmologia
moderna se han encontrado algunos fenémenos que no
son explicados satisfactoriamente por la Relatividad Ge-
neral como: el problema de la planitud [2], el problema
del horizonte [3],y entre otros, el problema del mono-
polo [4]. Por otro lado, la Teoria de supercuerdas y la
teoria de Cosmologia Cuantica hacen necesario el surgi-
miento de una teoria cuantica de la gravedad [5]. Para
conseguir este cometido se han planteado una serie de
teorias que buscan, unas, generalizar la Relatividad Ge-
neral, otras, modificarla. Es asi como surgen estudios y
teorias alternativas de la gravitacién como por ejemplo
el de Utiyama [6] en 1962 y el de Stelle [7].

Las teorias para modificar la Relatividad General ha
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tenido mucho interés, en el ambito cientifico, en los ul-
timos tiempos; muchos de ellos impulsados por el descu-
brimiento de la expansion acelerada del Universo [8], de
la materia oscura y de la energia oscura [9]. En el ambito
de la fisica teorica, la bisqueda de teorias modificadas
de la gravedad tiene especial importancia para entender
la naturaleza de la Relatividad General y para hacer una
descripcion adecuada de la gravedad cuantica [10].

Las teorias f(R) se construyen mediante una gene-
ralizaciéon de la accién de Einstein-Hilbert, en la cual se
reemplaza el escalar de curvatura o escalar de Ricci R por
una funcién que dependa de R. Una consideracién impor-
tante de las teorias f(R) es que por medio de ellas se pue-
de explicar la expansion acelerada del universo dentro del
modelo cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) sin la necesidad de considerar la exis-
tencia de campos relacionados con materia exética. Las
consecuencias de una generalizacion de ésta indole fueron
consideradas inicialmente por H. Buchdahl [11].
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Existen basicamente tres formas distintas de teorias f(R)
[12]. La primera forma, llamada forma estandar o métri-
ca, consiste en variar la accion con respecto a la métrica.
La segunda forma comnsiste en utilizar el formalismo de
Palatini, en el cual se considera la conexién independien-
te de la métrica para luego tomar la variacién respecto a
la métrica y la conexién. La tercera forma es més general
y se le conoce como la gravedad métrica-afin, en la cual
se usa el método de Palatini sin considerar que la accién
de la materia es independiente de la conexion. En este
trabajo se considera solamente el formalismo métrico por
ser mas condin dentro de la literatura.

Formulacion lagrangiana de la relatividad
general

Una forma de determinar las ecuaciones de Einstein a
partir del principio variacional consiste en tener una ac-
ci6on asociada al campo gravitacional. Esta formulacién la
desarrollo D. Hilbert en 1915 considerando una accion es-
tacionaria S denominada acciéon de Einstein-Hilbert que
en unidades naturales esta dada por [13].

R /d4x\/fg(R +28) + Sur (g + ), (1)

donde Sy es la accion correspondiente a la materia, ¥
denota los campos de materia y g es el determinate del
tensor métrico g,., R el tensor de curvatura de Ricci y A
la constante cosmolégica. La accion y el tensor energia-
momento [14] correspondiente a la materia vienen dados
por

Sap = / d /=G Lt (g + ), 2)

T, = 6(\/TQEM) —2 (3)
. og V=g’
donde L es la densidad lagrangiana correspondiente a
la materia.
Considerando la variacion de la accion, con respecto a la
métrica, en la ecuacion (1); se tiene

55 = o / d'o(5v/~g(R+2A) +V—gbR) + 5. (4)

Usando la relacién
1 «
O0V=g = —5V=99ap09"", (5)

reemplazando en (4) se obtiene

_ 1 a1 o~ ap
08 = 167rG/d x| 5V 990509°" (R + 2A)
+v—gdR] + 6Sn. (6)

Haciendo uso de la relacion

dR = 0((9"" Ruw) = Ruwdg™” + g""0Ru0, (7
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y reemplazando en (6),la variacién de la accion toma la
forma

I S — 1
SS—IGTI_G/d x+ [vV—g( ng(R—&—QA)
-‘FR;W)(SQIW + vV _ggHU(SRHy] + (5SM (8)

Teniendo presente que

/d4m\/jgguu5(R;w) =0, (9)

y ademés considerando la relacion (3); la ecuacion (8)
toma la forma

_ Y [ ] 1
05 = 1orgs [ d'av=a [( 390 (R+28) + Ry)

0(v/—g9Lm) 167G v
+ —— og" 10
Sgh = (10)

! ’ 1
65 = W/d T/ g( EQMVR Aguu
+R,, — 87GT,)dg"" . (11)

por el principio de la accion estacionaria §S = 0 y debido
a que el término §g"” es arbitrario, de la ecuacion (11)
se obtiene

R, — %g#uR — Aguy = 87GT, (12)

que es la ecuacion de campo gravitacional de Einstein.

Ecuaciones de Friedmann

Las ecuaciones de Friedmann se basan en el modelo
de un Universo homogéneo e isotrépico descrito por el
modelo de FLRW representado por la siguiente métri-
ca [15,16]

dr?
1—kr?

ds® = —dt* + a*(t) +72d#* + 1% sen” Gdcpz] ,
(13)
donde a(t) es el factor de escala y k es la curvatura del
espacio. A partir de esta métrica se determinan las com-
ponentes temporal y espacial del escalar de Ricci, dados

por [17]

G
Ry = —3— 14
=3t (1)

ad + 2a + 2k

= datsat 2k 1

R 1— kr2 (15)

el escalar de curvatura o de Ricci viene dado por [17]

R:6[S+(%)2+S], (16)
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y el tensor de energia-momento se define por [15]
Tee = p, Tij = gijp- (17)

Usando la ecuacion (12) con A = 0 se tiene para la parte
temporal

1
Rtt — QgttR — Agtt = 871'GTtt, (18)

usando la ecuacion (13), obtenemos [8]

a 2 k 87GG

)P =7 19
S+ o =T, (19)
a esta ecuaciéon se la conoce como la primera ecuacion
de Friedmann o la ecuacion temporal de Friedmann. Si-
milarmente, usando la ecuacién (12) con A = 0 se tiene

para la parte espacial

1
Ry — ggMR — Agrr = 877G Ty, (20)
usando la ecuacién (13), obtenemos
26 a® |k
Z—i_?—'—? :—87TG[), (21)

a esta ecuacion se le denomina la segunda ecuacion de
Friedmann.

Teoria f(R) de la gravedad

La teoria de la gravedad modificada f(R) es una teo-
ria alternativa a la Relatividad General y considera fun-
ciones no lineales del escalar de Ricci o escalar de curva-
tura R . La teoria de gravedad modificada f(R) se obtie-
ne mediante la generalizacion de la accién de Einstein-
Hilbert, en la cual se sustituye el escalar de curvatura R
de la ecuacion de Einstein-Hilbert por una funcién de R
denotada por f(R) [18].

La accion (1) con A = 0 se reescribe como

g ﬁ /d4m\/fgf(R) + Sa(gurs ), (22)

donde Sy es la densidad lagrangiana de materia.
Variando la accién respecto a la métrica, tenemos

55— b /d4x [6(V=9)f(R) + v—gf(R)]

El primer término se ha calculado en la ecuacion (5).
El segundo término se puede escribir como df(R) =
f/(R)SR donde f'(R) = df (R)/dR, ademas considerando
la relacién (7) ; la variacion de la accioén resulta

55 = gq [ V=G0t () = 1 (R)R.)IG™
— V=gf (R)g"" 6 Ruw] + 6Sn (guv, ¥)- (24)
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Analizando el término d Ruv, se tiene que
OR,., =V, 0T, — V., 0T, (25)

haciendo uso de las relaciones

17 1 «@
oy = 59 A[Vvdguk + Vuldgur — VA0guul, (26)
VoV oXuw = Vo V pXpw = =R}l po Xnp — Ry Xy, (27)

se obtiene

1 40
ORy, = ) (97 (Vo Vi 09vo + Vo Vo 0gus)]

1

+§ [_gpoRspu(sgag - ngRf;pl,(sg#a — D5guy}

1 o o pa
+§ [_gp Vv Vu59pa - gp R,ulpa&gap}
1 o pa
+§ [_gp Rpuoégua] ) (28)

donde O = V,V*" es el operador de d’Alembert.
Haciendo uso de las siguientes relaciones

7gP”VVV‘Lég,m = gpavuv,uégpav (29)
ngRZty(r(sg,ua = _gﬂaRgpuéguav (30)
ngRipu(SgaU = _gpaRﬁuaagapv (31)

09ap = —YupJardg"”, (32)

se escribe JR,,, en funcion de 5g°P . obteniendose la ex-
presion

1 « «
SR = 5 [~ Va Vg™ — VaVigs,00™" |

1 (e (e
+5 [Dgaugaﬁg 4 905V Vg 6}- (33)
Entonces
" OR = gap06g™” — VaVdg™P. (34)

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion (24), se ob-
tiene

_ L 4 — 71 nz
55 = o / A/ =gl 009" ()

+ /' (R)(Ruv 69" + g 0ég""
—Vﬂvuég"”)] +0Swm. (35)

Integrando por partes el tercer y cuarto término de la
expresion (35), obtenemos

V=9f' (R)gu08g"" = =gOf (R)gun 89" (36)
V=g (R)VuVu(69") = V=gVuVu(f'(R))sg"". (37)

Sustituyendo las expresiones (3), (37) y (37) en la
ecuacion (35), obtenemos

58 = ﬁ /d41'\/jg[_%guuf(R) + /' (R) Ry
+O(f (R)guw — ViVl (R)) — 87GT, 56" . (38)
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Haciendo uso del principio de minima acciéon 6S = 0 y
debido a que el término dg"” es arbitrario, se obtiene la
relacion

—59md (R)+ 1 (R)Rus = VY. f (R

+g,,0f (R) = 87GT.. (39)
La relacion (39) expresa la ecuacion de campo en el for-

malismo métrico f(R).

Ecuaciones de Friedmann en Teorias f(R)

Para obtener las ecuaciones de Friedmann, en la teo-
ria unificada f(R), se considera la métrica de FLRW da-
da por la expresion (13) y la ecuacion de la gravedad
modificada f(R) dada por la relacion (39).

Calculo del término temporal

Considerando la parte temporal en la ecuacion (39).

F(R) R~ 3 f(R)ges — 0o (R)

+9:0f (R) = 871G Ty, (40)
considerando la notacion 9:9:f'(R) = 82 f'(R) = f'(R),
se obtiene
F'(R) Rt = 3 f(R)gu — 0 ' ()
+gu0f'(R) = 87GTy. (41)
Partiendo de la relacion
1
Of (R) = —0, [V—g9"" 0. f (R)], 42
f(R) = (V=99""0.f'(R)] (42)
se obtiene
0f'(R) = =32 j'(R) - J(R). (43)
Por tanto
guf (R) =32 (R) + (R, (44)
guf (B) =321 R+ J(), (45)

donde &:R =Ry 0,f(R) = f'(R).
Reemplazando en (41) las expresiones anteiores, se ob-
tiene

P 1
f (R)Rtt - Ef(R)gtt - aff/(R)
+3g 'R+ j/(R) = 8xGp. (46)
Teniendo en cuenta la relacion (14), se tiene

3 pm) 4 L fR) 3L (RR=8mGp,  (a)
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dividiendo (47) por f'(R)

i f(R) | Laf'(R)R _ 8xGp A

Wruym Py rm Crme W

De la métrica de FLRW se tiene que

Y
r=s|tely- L] (19)
reemplazando en (48), se obtiene
R .a. 3k f(R)

PG T2 Y

af"(R)R _ 8nGp
IR IIOY 0

Teniendo en cuenta el parametro de Hubble H = a/a, se
obtiene la siguiente relacion

ko1
a> ~ 3f'(R)

1+ ko S (f(R) ~ Rf'(R))

—3HRf”(R)] . (1)

La expresion (51) corresponde a la version de la prime-
ra ecuacion de Friedmann en el contexto de las teorias
f(R).

Calculo del término espacial

En la ecuacion (39) se considera el término espacial,
obteniéndose la expresion

f'(R)Rer — % f(R)grr =V V. f'(R)
+gr0f'(R) = 87GT}.r.. (52)

Usando el término g, correspondiente a la métrica de
FLRW dada por la ecuacién (13), se tiene que

g--0f'(R) = ﬁ (=3aaf'(R) - ®F/(R)) . (53)

Reemplazando (53) en (52), obtenemos

f(R)Ryr — %f(R)gM — V. V.f'(R)
_1_71]“42 (3a"1f/(R) + a2f’(R)> = 87rGa2p, (54)

Analizando el término V.V, f'(R)

Vo Ve f'(R) = 0:0:f'(R) = I7,0a f (R)

_ aaf'(R)
Tl —kr?’ (5)

Reemplazando (55) en la ecuacion (54) se obtiene
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' (R)Rer — ~ F(R)grr —

1 "
2 T (200 (B

+a? f’(R)) =8nGa’p.  (56)
Haciendo uso de las relaciones

f=1"(R)R, (57)

f(R)=f"(R)(R)* + " (R)R, (58)

y reemplazandolas en (56) se encuentra que
F/(R)(aii + 2a% + 2k) — % F(R)a® — (2aaf"(R)R
+a* (F"(R)(R)” + f"(R)R)) = 87Ga’p, (59)
dividiendo la expresion anterior por a®f’(R) se obtiene

i 2a2 2k 1 f(R) af'(RR

f
et T rm " %d PR
f"RR | fI(RR p
rr Crm T Yrme
Haciendo uso de la relacion
c_ GG b o
H==—(2)=——H, (61)

donde H es el parametro de Hubble y reemplazando en
la ecuaciéon (60) se encuentra que

29

. 2 k 1 - 12
2+ 3H =~ s [kp+2HRf’ (R)

+(ﬂmfwa»+MWm+R7Wm} (62)

N =

La expresion (62) compete a la version de la segunda
ecuacion de Friedmann en el contexto de las teorias f(R).
Se verifica que las ecuaciones (51) y (62) reproducen las
ecuaciones de Friedmann, en el contexto de Einstein-
Hilbert, cuando se reemplaza f(R) = R.

Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado la posibilidad de mo-
dificar el lagrangiano de la accién de Einstein-Hilbert que
conduce a la obtencién de la Relatividad General median-
te una funcién del escalar de curvatura f(R). De igual
manera, se ha presentado un analisis acerca de las gene-
ralidades de la teoria f(R), se ha deducido las ecuaciones
de Friedmann en el contexto de la teoria f(R) y se ha
verificado que para el caso f(R) = R se recupera las
ecuaciones en el ambito de la Relatividad general.
Observaciones astrofisicas recientes nos conducen a mos-
trar cierto interés en buscar modificaciones de la relati-
vidad general. Una de las alternativas son las teorfas de
gravedad modificada f(R) ya que permite plantear una
serie de modelos en funcién del escalar de curvatura o es-
calar de Ricci R siendo un posible modelo para explicar
la expansion acelerada del Universo.
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