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Solucién alternativa para la ecuacién dindmica de la cuerda bosénica
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Resumen

En este articulo, inicialmente, se realiza una revisiéon de algunos aspectos clasicos de la teoria de cuerdas
bosonicas. Ademas se analiza las coordenadas cono de luz, como un método de cuantizacién covariante
relacionado dichas coordenadas con las coordenadas propias mediante una transformaciéon apropiada.
Este trabajo tiene como objetivo mostrar un camino alternativo para deducir las soluciones de la ecuacion
dindmica de la cuerda. Para ello, se comienza transformando las coordenadas cono de luz por medio
de un pardametro variable arbitrario y que al aplicarlo a la acciéon de Polyakov conduce a soluciones
equivalentes a las deducidas mediante el método de las series de Fourier.
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Alternative solution for the bosonic string dynamic equation

Abstract

In this article, initially, a review of some classical aspects of bosonic string theory is made. In addition, the
light cone coordinates are analyzed, as a covariant quantization method related to these coordinates with
the proper coordinates through an appropriate transformation. This work aims to show an alternative
way to deduce the solutions of string dynamic equation. For that, it starts transforming the light-cone
coordinates by means of an arbitrary variable parameter, and by applying it into the Polyakov’s action
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leads to equivalent solutions to the ones obtained using Fourier’s series method.

Keywords: String theory, Polyakov action, light-cone coordinates.

Introduccién

La teoria de cuerdas es una teoria cuantica de cam-
pos, donde las particulas son reemplazadas por objetos
unidimensionales infinitesimales cuya longitud es propor-
cional a la longitud de Plank (10~33*cm), donde los modos
vibracionales o modos de Fourier son interpretados como
diferentes particulas [1].

Una cuerda cuando se desplaza en el espacio-tiempo
traza una superficie bidimencional (hoja de mundo) des-
crita por dos parametros ¢ = (c7,0)[€a = (—cT,0)] con
0= ¢ =cry ¢ =& =0, donde 7 es una coordena-
da temporal, o una coordenada espacial, y c es la veloci-
dad de la luz. A medida que 7 varia, la cuerda describe
la hoja de mundo en la que muchas de sus propiedades
son descritas mediante la teoria conforme de campos [2].
Mapeandose dichas coordenadas en el espacio-tiempo, se
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observa que existe un campo bosoénico libre descrito por
= z#(7,0).

La accion de la cuerda estd dada por la accidén de
Nambu-Goto [3]

Swo= -1 [arinfearraan, )

el cual describe la dinamica de la cuerda relativista.

La accion de Nambu-Goto resulta inconveniente
cuando se quiere cuantizar la cuerda, de modo que para
salvar este incoveniente empleamos la métrica intrinseca
has en la hoja de mundo, siendo de esta manera posible
definir la acci6n de Polyakov (Sp) [4], el cual es equiva-
lente a la acciéon de Nambu-Goto. La accion adopta la
forma [5]
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En el espacio de Minkowski la accién de Polyakov
presenta tres simetrias: invariancia ante las transforma-
ciones de Weyl, Poincaré y las reparametrizaciones. Con-
siderando estas simetrias se pueden fijar las componentes
de la métrica plana dada por [6]

ho=( 50 1) Q

con h = det(hag). Aplicando la métrica plana, la accion
de Polyakov se reduce para

T 2402 2
szi/df(x —z 7). 4)

A partir de esta accion se deducen las ecuaciones dina-
micas de la cuerda bosoénica

o> 1 92
(507~ g )®" =0 )
Coordenadas cono de luz

El sistema coordenado cono de luz es otro método
empleado en la cuantizaciéon de la cuerda bosonica. La
cuantizaciéon cono de luz es similar a la cuantizacion co-
variante, donde los corchetes de Poisson y los campos
son reemplazados por conmutadores y operadores, res-
pectivamente. Estas coordenadas resultan convenientes,
puesto que simplifican la forma de escribir la accién y
las ecuaciones dinamicas. Estas coordenadas se definen
como [7, 8]

ef=crto. (6)
De igual modo, la métrica hoja de mundo h.g se reescri-
be como gmn, y cuyas componentes son

m=( e W) o

1
(et — o) = zab +

2 o Tp Her

1 1
(et +o0)=zab + —=p'(ct+0) +

2 27T
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Las derivadas parciales en coordenadas cono de luz son
definidas de la siguiente manera

@:%@i&y )

Reescribiendo la accién de Polyakov en términos de las
coordenadas cono de luz, se reduce a

SP = 2T/d2§17m,8+m”8,avy. (9)

Cuando esta accion varia (en realidad el lagrangiano ex-
plicito con respecto a z*), conduce a la ecuaciéon de onda
de la cuerda bosénica

9,0 a" =0 (10)

878+LEH :O, (11)

los cuales dependen del orden de la posiciéon en que se
apliquen las ecuaciones (5) y (8), por lo que ambos son
equivalentes.

Por otro lado, la ecuaciéon de onda de la cuerda es
escrita como la superposicion de dos soluciones, derecha
(2'3) e izquierda (%), tal como sigue

z(7,0) =zt (et 4+ o) + a'y (e — o). (12)
Expandiendo las soluciones en modos de Fourier [7,9], se
derivan

u —l’n(CT o)
)

Substituyendo la ecuacion (13) en la ecuacion (12), se deduce la ecuaciéon de movimiento de la cuerda bosoénica

1
T (TJ)—wo—i——p

\/471'T ; n

Vil (13)
Z ~y, 77,n(c7'+0)
i |: u ino + Ot e ind:| efincf. (14)

Transformacién lineal paramétrica entre
las coordenadas cono de luz y propias

Como se indicé en la seccién anterior, las coordenadas
cono de luz estan relacionadas con las coordenadas pro-
pias (7, o) mediante la ecuacion (6). Para nuestro anélisis

se considera una transformacion apropiada y particular
entre dichas coordenadas, el cual toma la forma

cT =

1(5+ +e7) *z,

N~ N
—~
=
ot
=

(E+ — 57) F z,
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donde z es un paradmetro arbitrario, variable, y depen-
diente de las coordenadas propias (7,0) e independiente
de las coordenadas cono de luz (explicitamente), es de-
cir z = 2(r,0) # 2(e%,e7). Los signos [+, —][(—, +)]z
implican que el pardmetro z puede ser incluido de am-
bas formas sin afectar la naturaleza de la transformacion.
Ademss, se debe dejar en claro que el fundamento de es-
ta transformacion es en principio matematico (este hecho
no afecta la interpretacion fisica de los resultados). Los
resultados derivados seran un indicativo de la viabilidad
y compatibilidad de esta transformacion con el sistema
fisico estudiado.

De igual manera, el objetivo también es observar el
comportamiento que genera este nuevo pardmetro sobre
todas las ecuaciones dindmicas de la cuerda bosoénica, y
de ese modo relacionarlos con los resultados de la ecua-
cion (14) obtenidas por métodos convencionales [10]

Luego, imponiendo las siguientes caracteristicas al
paradmetro z, :

2% = (2,2) = za,

a=(0,1), (16)
implicando
0 0

90 = Ban 0=

Estas caracteristicas son viables, puesto que z es un pa-
rametro simple y arbitrario.

Por otro lado, reemplazando la ecuacién (15) en el
elemento de superficie S = £,£* [11], se obtiene

(17)

52:_%( +E*+Efg+)—{8i,2}, (18)

Expandiendo S en funcion de e™ y ¢~ en su forma ma-
tricial S% = gmne™e™, donde (m;n) = (+,—;+,—), ¥
comparéandola termino a termino con la ecuacion (18), se
deriva

(0 —1/2
gmn =\ _1/2 0

El primer resultado de la expresion (19) implica clara-
mente que la métrica de las coordenadas cono de luz
g™" permanece invariante bajo esta transformacion li-
neal que fue impuesta; es decir, el pardmetro z no altera
el aspecto fisico del sistema. El segundo resultado de la
ecuacion (19) estéa relacionado con la naturaleza del pa-
rametro, y puede interpretarse como el ordenamiento de
las coordenadas (el orden en las coordenadas cono de luz
es vital para la obtencion de las ecuaciones dinadmicas
de la cuerda [8]). Segin se observa, la forma que tie-
ne es anticonmutativo (similar al ordenamiento normal
en los operadores fermidnicos). Este resultado indica la
importancia del ordenamiento de los parametros. Para
simplicar, solo se considera la transformacion [+, —]z en
la ecuacion (15), sin perder generalidad.

) A {eF b =0 (19)

Empleando las ecuaciones (15), (17) y (19) en la ecua-
cion (8), se deducen las derivadas covariantes explicitas
en funcion del parametro z

0. = 5 (00 +02) + 70,

N

(20)

[y

87 = — 87. — 80 .
L0 - 2,)

Reemplazando la ecuacion (20) en la ecuacion (5) se
deriva la ecuacién de movimiento modificada de la cuerda
en funcion del parametro z, el cual esta dado por

40 82" — _0.a" = 0. (21)

De este resultado se nota que la ecuacién de onda
no es invariante, pues surge un término que involucra al
parametro z, tal como era esperado. Ademas, el primer
término no es méas que la ecuaciéon de la cuerda sin el
parametro (z = 0); el cual es conveniente, ya que puede
ser usado para simplificar la expresion (21) sin alterar
el sistema fisico. De esta manera, la relacion final de la
ecuacion (21) dependera solamente del parametro z, y
ello implicara que la posicion =" dependa explicitamente
del parametro z.

Entonces, considerando

0_04z" =0, (22)
se obtiene
0-(8.2") =0. (23)
Integrando dos veces se deriva
xh(t,0) = K 2(1,0) + A" (24)

Esta expresion indica la posicion de la cuerda boso-
nica dependiendo explicitamente de z, y con [ #
K (et,e™) y AP # A (eT,e7)] siendo constantes de
movimiento. Ademas, el dltimo término tiene una parti-
cularidad especial, pues puede expresarse como una com-
binacién lineal de cualquiera de los parametros 7 o o,
puesto que la ecuacién de Polyakov es de segundo or-
den (la ecuacion de onda (5)). De modo que J#;* pueden
tomar las siguientes formas equivalentes

P = (er £ o)
= er (25)
=0
y desde aqui podemos escoger una equivalencia lineal que
nos convenga.

Luego de escoger la segunda forma de J£*, la ecuacion
de movimiento de la cuerda toma la forma

o' (r,0) = A 2(1,0) + A er. (26)

La razon de escoger la segunda forma es porque se quie-
re que la cuerda varie explicitamente con la coordenada
temporal, puesto que implicitamente lo hace con la coor-
denda o y tambien con 7 dentro del parametro z.



Entonces, reemplazando la ecuacion (24) en (5) para la
ecuacién de la cuerda, se deduce
2 19
= — 575 |2(1,0)=0. 27
(802 c? 5‘72) (,0) (27)
Se observa que el parametro z satisface la ecuacion dife-
rencial de movimiento de Polyakov y se comporta como
si fuera una cuerda, esto tiene sentido puesto que este
parametro esta definido en funcién de las coordenadas

propias y es precisamente su variaciéon la que da forma a
la ecuacion general de movimiento de la cuerda z*.

Solucién aproximada del parametro z

Sea la ecuacién diferencial parcial de movimiento en
funcion de z ) )

0°z 1 0%z

do? 2072

La solucion general tiene la siguiente forma

—0. (28)

z(t,0) = f(er 4+ o) + gler — o). (29)

Esta solucién en general puede ser arménica o en su de-
fecto cualquier otra forma que satisfaga la ecuacion (29).
Para nuestro analisis en particular, se considera que las
soluciones son ondas armoénicas, puesto que es méas fac-
tible inferir un comportamiento de esta naturaleza pa-
ra una cerda bosonica. Ademas, estas ondas deven ser
viajeras (las ondas estacionarias son un caso particular).
Entonces, la solucién toma la siguiente forma

Z/\(T,O') :A)\efik(cﬂuko') +B}\677L)\(c7'70')’ (30)

donde A es un parametro desconocido e independiente de
Tyo.

A continuacion se aplicara esta solucion tanto a cuer-
das cerradas como abiertas para observar el comporta-
miento del parametro .

Aplicando a cuerdas abiertas

Para el caso de cuerdas abiertas hay dos condiciones
importantes que son las de Neumann y Dirichlet.
Condicién de Neumann:

(%)
do
Reemplazando la ecuacion (30) en la condiciéon de Neu-
mann para ambos valores de o, se obtiene

iX —iX AvY [0
i —ideT T By, ) o0

desde aqui se consigue

=0.

o=0,7

senA\m = 0
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entonces A = 0,+1,£2, ..., tal que A € ZT; de esta ma-
nera se muestra que A es un entero y no una funcién.

Se llega a la misma conclusion cuando se utiliza la con-

yn
dicion de Dirichlet, (ai) —0.
o=0,m

or

Aplicando a cuerdas cerradas

En este caso la cuerda satisface la siguiente condicion
(o, 7) = 2" (o +m,7)

Al observar la ecuacion (24) se nota que z* depende to-
talmente del parametro z, por lo que la condicién indica-
da anteriormente puede ser reescrita en forma equivalente
como

z(o,7) = z(0c +m,7T)

substituyendo la ecuacion (30) en la ecuacion () para am-
bos lados e igualando sus componentes, se obtiene

senAm = 0.

Nuevamente se deduce que A =0,+1,4+2,....

De estos resultados se muestra que el pardmetro z es un
escalar (nimero) y es discreto. Justamente esta discre-
titud permite que el pardmetro z sea escrito como una
sumatoria, donde se considera A = n. La solucién gene-
ral, ecuacion (30), es reescrita como

2n(7,0) = Ape T L B eminler=) (3

y desde aqui
2(7_7 0_) _ Z [Ane—in(c7'+o') + Bne—in(cr—o‘)]’ (32)
n=0

es la ecuacion de movimiento del pardmetro z como una
sumatoria generalizada para todos los valores de n, con

oo
Z:Zzn.

n=0
Expandiendo la serie y realizando algunos artificios
matemaéticos sobre la sumatoria, se deriva

Z(T, 0_) _ Z [Anefin(crqta) + Bnefin(m—fa)]

n=0

=C+ i % [(*mAn)e*i”“”") + (men)e*i"(ww)]

n#0

=C+ Z % [Ane—in(cr+0) + Bne—in(cr—g)]’
n#0
(33)

donde An = —inAn, ]Bn = —ian y C= Ao + Bo.
Reemplazando la tercera linea de la ecuacion (33) en la
ecuacion (26) para conseguir
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o (r,0) = CHy" + Z % [An%”efm(”“’) + ]Bn%”efi"(ﬁf")} + o er. (34)
n#0
Ordenando .
n e n 3 n_—ino pn ino | —incT
z*(1,0) = K§ + A/ CT+Zn[dne + Bie ]e , (35)

n#0

donde Kff = Cx, ot = A v Bl = BhJy".

Se observa que la ecuacion (35) es similar a la ecua-
cion de movimiento que se obtiene para la cuerda a partir
de aproximaciones por series de Fourier (14), de manera
que la solucién aqui obtenida es equivalente a ella, pues-
to que surge a partir de la ecuaciéon de Polyakov. Por lo
tanto se deduce la ecuacion dindmica de la cuerda trans-
formando las coordenadas cono de luz, luego comparando
las componentes de ambas ecuaciones se obtienen

ot — 1 ak B — 1 at
" 4T " " AT "
K = P
0o — Zo> 1= (36)
Conclusiones

En este articulo se presenta una forma alternativa de
derivar la ecuaci6on de movimiento de la cuerda z* a par-
tir de una transformacion lineal en las coordenadas cono
de luz, y para ello se emplea un parametro de transfor-
macién z variable en funcién de las coordenadas propias
(1,0).

Se observa que la transformaciéon impuesta conduce
a la invariancia de la métrica de transfromacién ¢™",
ecuacion (19), a la vez que surge un nuevo término
{e*,2} = 0, el qual esta asociado al ordenamiento de
los operadores. Ademas, se observa que al reemplazar el

parametro en la ecuacion de onda de la cuerda, ésta se
simplifica a una sola dimension en lugar de cuatro dimen-
siones, y ello aunado a la discretitud de z por medio del
parametro A = n computada tanto para cuerdas abier-
ta y cerrada. Esto facilita el calculo, y de esa manera la
acuacion de onda es desarrollada facilmente mediante las
series de Fourier de dos variables.

Por otro lado, la solucién obtenida tiene la forma
equivalente a la ecuaciéon de movimiento de la cuerda
deducida mediante procedimientos normales, por lo que
es posible igualar los coeficientes de ambas ecuaciones,
(14) y (35).

Finalmente, se verifica que la ecuacion de movimien-
to de la cuerda puede ser derivada sin mucho esfuerzo
al transformar las coordenadas cono de luz por un pa-
rametro escalar y considerando una relacién importante,
equacion (11), que no es contradictorio sino que esta den-
tro de la teoria misma.

Cabe destacar que, a diferencia del método alterna-
tivo, el método normal se basa en el método de Dirac el
cual consiste en el calculo de los momentos canoénicos y
verificacion de la existencia de vinculos de primera clase,
cuya combinacién lineal de estos conformen un hamilto-
niano total del sistema el cual sea nulo. Finalmente se
calcula un algebra de vinculos que son los generadores
de simetria de la accion de la cuerda bosoénica.

Referencias

[1] L. IBANEZ, A. URANGA, String Theory and Parti-
cle Physics: An Introduction to String Phenomeno-
logy. Cambridge University Press (2012).

[2] P. b1 FraNcEsco, P. MATHIEU, AND D. SEN-
NECHAL, Conformal Field Theory, Chapter 5. Ed.
Springer (1997).

[3] M. GREEN, J. SCHWARZ, AND E. WITTEN, Supers-
tring Theory. Vol 1 and 2, pp. 26-29. Cambridge
Monographs on Mathematical Physics (1987).

[4] J. PoLcHiNskl, String Theory. Vol. 1 and 2, pp. 16-
18. Cambridge Monographs on Mathematical Phy-
sics (1998).

[6] F. ViLLEGAs, R. NEGRON, M. CuLQul. Dinami-
ca de la cuerda bosonica circular. Revista de In-
vestigacion de Fisica, 12(1), pp 43-46 (2009). Doi:
https://doi.org/10.15381/rif.v12i01.8721

[6] K. BECKER, M. BECKER AND J. SCHWARZ, String
Theory and M-Theory: A Modern Introducction, pp.
31. Cambridge University Press (2007).

[7] E. LARRANAGA, Introduction to  Bosonic
String Theory, Bogota, D.C. (2002). [arXiv:gr-
qc/0306060v2]. Doi: https://doi.org/10.48550/
arXiv.gr-qc/0306060

[8] D. ToNG, String Theory. Part II1 Mathematical Tri-
pos, Chapter 1. University of Cambridge (2009).


https://doi.org/10.15381/rif.v12i01.8721
https://doi.org/10.48550/arXiv.gr-qc/0306060
https://doi.org/10.48550/arXiv.gr-qc/0306060

6 Rev. Inv. Fis. 25(2), (2022)

[9] B. ZwWIiEBACH, A First Course in String Theory, pp. [11] J. ScuwARz, Introduction to Superstring Theory.
175-186. Cambridge University Press (2004). California Institute of Tecnology (2000). Doi:
https://doi.org/10.48550/arXiv.hep-ex/

[10] G. HooFT, Introduction to String Theory. Utrecht 0008017

University, Netherlands (2004).


https://doi.org/10.48550/arXiv.hep-ex/0008017
https://doi.org/10.48550/arXiv.hep-ex/0008017

