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Resumen
En este trabajo se estudia la sombra del agujero negro de Schwarzschild en forma analítica. Entendién-
dose por sombra de un objeto la forma que tiene dicho objeto en el espacio, visto por un observador
cuando se considera únicamente las propiedades del espacio-tiempo. Para encontrar la solución analítica
se usa la ecuación de Hamilton-Jacobi, el método de separación de variables y la introducción de una
cantidad conservada tipo Carter. Para determinar de las órbitas de radio constante se usa los parámetros
de impacto y las coordenadas celestes.
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Shadow of the Schwarzschild black hole

Abstract
In this work the shadow of the Schwarzschild black hole is studied analytically. Understanding the
shadow of an object as the shape that said object has in space, seen by an observer when only the
properties of space-time are considered. To �nd the analytical solution, the Hamilton-Jacobi equation,
the method of separation of variables and the introduction of a Carter-type conserved quantity are used.
To determine constant radius orbits, the impact parameters and celestial coordinates are used.
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Introducción

El análisis de la sombra de los agujeros negros es de
mucha importancia en el ámbito cosmológico; su obser-
vación permite determinar la masa y spin de un agujero
negro [1,2]. En el año 1993 Cunningham y Bardeen hice-
ron uso, por primera vez, del análisis visual de agujeros
negros para estudiar el movimiento de una estrella alre-
dedor de un agujero negro [3]. Sin embargo, el primer
trabajo de análisis visual de un agujero negro hecho
por computadora fue realizada por Luminet en el año
1979 [4], como se muestra en la �gura 1.

En el año 2019, mediante el uso del telescopio de
horizonte de eventos, se obtuvo la primera imagen del
agujero negro supermasivo en el centro de la galaxia
Messier 87 (M87) ubicada en la constelación de Vir-
go [5�10], como se muestra en la �gura 2. Este agujero
es aproximadamente 6500 millones de veces más masivo

que nuestro Sol y se encuentra ubicado a una distancia de
55 millones de años luz de la Tierra. Esta primera ima-
gen constituye un hito importante en la cosmología, por
un lado nos muestra la evidencia de la existencia de los
agujeros negros, y por otro lado nos permite entender la
sombra de un agujero negro. Estos resultados nos revela
una estructura �na cerca del horizonte del agujero negro.

La sombra de un agujero negro viene a ser una región
oscura bidimensional respecto al cielo de un observador y
es causada por los rayos de luz que caen en el horizonte de
eventos debido a la intensa gravedad del agujero negro.
La sombra de un agujero negro fue estudiado por primera
vez en el año 1966 por Synge [11]. En general, la sombra
que proyecta un agujero negro que no gira tiene la forma
circular estándar, mientras que un agujero negro gira-
torio presenta una sombra de forma circular deformada,
alargada en la dirección del eje de giro [12,13].
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Figura 1: Imágen simulada de un agujero negro rodeado por

un �no disco de acreción [4].

Figura 2: Primera imagen de un agujero negro situado en

el centro de la galaxia M87. Se observa el disco de acreción

como una región luminosa que rodea al agujero negro [14].

Un agujero negro está descrito por su masa, momen-
to angular y carga eléctrica. En el caso de agujeros ne-
gros supermasivos su campo gravitacional esta descrito
básicamente por su masa y momento angular ya que sue-
len ser electricamente neutros. La sombra de un agujero
negro se presenta como una region oscura la cual esta
rodeada por una esfera de fotones [15] la cual es concén-
trica con el objeto gravitante. La intensidad de campo
gravitacional del agujero negro desvía los rayos de luz.
Si proyectamos un rayo de luz hacia un agujero negro,
éste se curva, inclinándose hacia el agujero negro y for-
mando parte de la super�cie esférica sobre el horizonte
de eventos.

Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden dedu-
cir a partir del formalismo lagrangiano el cual se basa en
el principio de mínima acción. A partir del cálculo varia-
cional se relaciona la acción con el campo gravitacional;
además se sabe que para el mínimo dicha acción debe ser
estacionaria. Esta proposición viene representada por

δS = 0. (1)

La acción para la relatividad general fue formulada
por Hilbert en 1915 y se denomina acción de Einstein-
Hilbert, la cual esta dada por [16]

SG =
1

2k

∫
M

L(gµν)
√
−gd4x, (2)

donde M es el espacio-tiempo que es cubierto en su to-
talidad por la integral; gµν es el tensor métrico con de-
terminante g; y k es una constante que se elige de tal
manera que el límite de campo débil reproduzca la gra-
vedad newtoniana.

Proponiendo una densidad lagrangiana de�nida como

L(gµν) = R, (3)

donde R es el escalar de Ricci. Por lo tanto, la acción
viene dada por

SG =
1

2k

∫
M

(Rµνg
µν√−g)d4x. (4)

Considerando la variación de la acción respecto de la mé-
trica, la ecuación (4) resulta

δSG =
1

2k

∫
M

[
δ(Rµν)g

µν√−g

+Rµνδ(g
µν√−g)

]
d4x. (5)

Teniendo en cuenta las siguientes relaciones [18]

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδg

µν , (6)∫
M

δ(Rµν)g
µν√−gd4x = 0. (7)

Reemplazando las ecuaciones (6) y (7) en (5) obtenemos

δSG =
1

2k

∫
(Rµν − 1

2
Rgµν)

√
−gδgµνd4x. (8)

Esta integral es nula para cualquier variación δgµν . Esto
indica que el integrando es cero, por lo tanto se deduce
que [17]

Rµν − 1

2
gµνR = 0. (9)

Estas son las ecuaciones de Einstein en el vacío. Para
un espacio-tiempo con presencia de materia o energía se
puede demostrar que las ecuaciones de Einstein toman
la siguiente forma [18]

Rµν − 1

2
gµνR = 8πGTµν , (10)

donde Tµν es el tensor de energía-momento.
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Métrica de Schwarzschild

La primera solución exacta para las ecuaciones de
campo de Einstein fueron obtenidas por Karl Schwarzs-
child [19] poco después de que Eistein publicara su teoría
de la Relatividad General (TRG) [20]. Esta solución es
para un sistema estático, dotado de simetría esférica y
en el vacío, presenta una singularidad irremovible cono-
cida como agujero negro de Schwarzschild. Por lo tanto
es un buen modelo para describir el campo gravitatorio
causado por cuerpos masivos con simetría esférica como
planetas y estrellas.
La métrica Scshwarzschild se obtiene al resolver las ecua-
ciones de de campo de Einstein, siendo su expresión más
común la siguiente

ds2 = (1− 2m

r
)dt2− dr2

1− 2m

r

−r2(dθ2+sen2 θdϕ2), (11)

donde m es una constante que esta relacionada con la
masa del cuerpo que genera campo gravitatorio.
La métrica de Scshwarzschild es la solución del agujero
negro más simple para la ecuación de Einstein. La ecua-
ción (11) presenta singularidades en r = 0 y r = 2m;
sin embargo, si se calculan las componentes del tensor de
Riemann se encuentra que para r = 0 no están bien de�-
nidas, mientras que para r = 2m si lo están. Esto indica
que la singularidad asociada al valor r = 2m es �cticia,
denominada como singularidad removible, mientras que
para el valor r = 0 es una singularidad esencial. La elec-
ción de coordenadas adecuadas puede hacer desaparecer
la singularidad en r = 2m . Sin embargo, en la de�nición
de las coordenadas que elegimos, la singularidad corres-
ponde al horizonte de eventos. Es decir: rhorizonte = 2m.
También se observa que en el límite r → 0 la ecuación
(11) se reduce a la métrica de Minkowski en coordenadas
esféricas, por esta razón la métrica de Schwarzschild es
una solución asintóticamente plana.

Sombra del agujero negro de Schwarzs-

child

Para determinar la sombra del agujero negro de Sch-
warzschild se usa el formalismo de Hamilton-Jacobi.
La Lagrangiana viene dada por [21]

L(xµ, ẋµ) =
1

2
gµν ẋ

µẋν , µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3} = {t, r, θ, ϕ}
(12)

donde gµν es el tensor métrico y ẋµ =
dxµ

dλ
siendo λ

el parámetro afín [22]. El Hamiltoniano H(xµ, pµ) viene
de�nido por [23]

H(xµ, pµ) = ẋµpµ − L(xµ, ẋµ), (13)

donde pµ esta dado por

pα =
∂L

∂ẋα
= gαµẋ

µ. (14)

Reemplazando (12) en (13) se obtiene

H(xµ, pµ) =
1

2
gµνpµpν . (15)

Debido a que H(xµ, pµ) es una constante de movimien-
to es posible hacer la normalización H(xµ, pµ) = −m2,
siendo m la masa de la partícula en reposo.
La ecuación de Hamilton-Jacobi tiene la forma [23]

H(xµ, pµ) =
1

2
gµν

∂S

∂xµ

∂S

∂xν
= −m2, pµ =

∂S

∂xµ
, (16)

donde S es la función principal de Hamilton llamada tam-
bién acción. Haciendo uso de la ecuación (16) se obtiene

1

2

[
gtt

(
∂S

∂t

)2

+ grr
(
∂S

∂r

)2

+ gθθ
(
∂S

∂θ

)2

+gϕϕ
(
∂S

∂ϕ

)2
]
= −m2. (17)

Como se trata de la métrica de Schwarzschild, siendo es-
ta esféricamente simétrica y estática, cualquier partícula
dentro de este espacio-tiempo presenta una conservación
de su energía E y su momento angular L. Para resolver la
ecuación de Hamilton-Jacobi dada por la ecuación (17)
se usa el método de separación de variables, para ello, se
propone una función principal de Hamilton de la forma

S(xµ) = −Et+ Lϕ+ Sr(r) + Sθθ(θθ) +
1

2
m2λ. (18)

Como nuestro interés es analizar la sombra del agujero
negro de Schwarzschild, es decir, nos interesa la trayec-
toria de las partículas de luz o fotones. Por lo tanto, se
considera m = 0 en las ecuaciones anteriores. Reempla-
zando la ecuación (18) en la ecuación (17) se obtiene− 1

1− 2M

r

E2 +

(
1− 2M

r

)(
dSr

dr

)2

+
1

r2

(
dSθ

dθ

)2

+
L

2

r2 sen2 θ
= 0. (19)

Realizando la separación de de la variable radial y angu-
lar se deduce− r2

1− 2M

r

E2 + r2
(
1− 2M

r

)(
dSr

dr

)2

= C, (20)

(
dSθ

dθ

)2

+
L

2

sen2 θ
= C, (21)
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donde C es la constante de Carter [24].
Con el �n de reducir el número de variables en la deter-
minación de la trayectoria de los fotones, en las proximi-
dades del agujero negro de Schwarzschild, de�nimos las
siguientes variables denominadas variables de impacto,
las cuales vienen expresadas por

γ =
L

E
, σ =

C

E2
, λ̄ = Eλ. (22)

Por otro lado, las ecuaciones anteriores son posibles es-

cribirlas en función de
dr

dλ
y

dθ

dλ
y en términos de los

parámetros de impacto obteniéndose

dt

dλ
= − γ

(1− 2M

r
)
, (23)

r2
dr

dλ
=

√
R, (24)

r2
dθ

dλ
=

√
Θ, (25)

dϕ

dλ
=

γ

r2 sen2 θ
. (26)

Como las órbitas son de radios constantes, conducen a
considerar valores críticos en los parámetros de impacto

lo que conlleva a considerar R = 0 y
dR

dr
= 0, obtenién-

dose

2r3 − rσ +Mσ = 0, (27)

r3 − rσ + 2Mσ = 0. (28)

Resolviendo las ecuaciones (27) y (28) se obtiene

r = 3M, (29)

reemplazando la ecuación (29) en las ecuaciones (27) o
(28) se obtiene

σ = 27M2. (30)

Usando coordenadas celestes, las cuales estan de�nidas
por [25]

α = −r20 sen θ0
dϕ

dr

∣∣∣
r0−→∞

, (31)

β = r20
dθ

dr

∣∣∣
r0−→∞

. (32)

Reemplazando en las ecuaciones (31) y (32) las relacio-

nes
dθ

dλ
y

dϕ

dλ
correspondientes a las trayectorias de los

fotones o geodésicas, se obtiene

α = − γ

sen θ
, (33)

β =

√
σ − γ2

sen2 θ
. (34)

Eliminando el término γ de las ecuaciones (33) y (34) se
encuentra la siguiente relación

α2 + β2 = 27M2. (35)

La ecuación (35) representa la expresión de
la sombra del agujero negro de Schwarzschild,
la cual puede gra�carse para diferentes valoes
de M , tal como se muestra en la �gura 3.

Figura 3: Sombra del agujero negro de Schwazschild. Se ha

considerado M=0.5 en la �gura (a) y M=1 en la �gura (b).

A partir de la ecuación (35) podemos notar que la
sombra del agujero negro es proporcional a su masa y
está representada, en el espacio α− β, por una circunfe-
rencia de radio

√
27M .

Conclusiones

Se ha estudiado la sombra del agujero negro de Sch-
warzschild mediante el movimiento de una partícula de
prueba y se han derivado las ecuaciones geodésicas nulas
aplicando la ecuación de Hamilton-Jacobi y el método
de separación de variables.

Nuestro resultado indica que la sombra del agujero
negro de Schwarzschild tiene forma circular, de radio√
27M . De tal manera que el tamaño de la sombra au-

menta con su masa.

Debido a que la métrica de Schwarzschild es esféri-
camente simétrica, cualquier partícula de prueba dentro
de este espacio-tiempo tiene conservadas su energía y su
momento angular. También debido a esta simetría, de la
ecuación (35) se deduce que la sombra del agujero negro
de Schwarzschild es independiente del ángulo de obser-
vación.
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