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Resumen
La física de partículas surgió como una disciplina pionera en la �gran ciencia�; se realizan experimentos
en los aceleradores que aumentan cada vez más su energía y la complejidad de las colaboraciones de
miles de físicos de cientos de institutos de unas decenas de países. En la �gran ciencia� se ha desarrollado
una metodología de investigación en el que la estadística es de gran importancia para interpretar los
resultados que se obtienen de estos experimentos. A pesar del descubrimiento del bosón de Higgs en el
2012, lo que contribuyó al éxito del Modelo Estándar y al otorgamiento del premio Nóbel de Física del
2013. Basándonos en estas motivaciones, en el presente trabajo se muestran ciertas pruebas estadísticas
basadas en el método de �verosimilitud� y se aplican en la física de altas energías en el descubrimiento
de nuevos fenómenos, al hacer uso de la construcción de intervalos de con�anza de los parámetros del
modelo. Nos centramos en las propiedades de los métodos llamados �pruebas� estadísticas que permiten
incluir las incertidumbres sistemáticas. También, trabajamos con fórmulas explícitas para las distribu-
ciones asintóticas de las pruebas estadísticas. Además, usaremos un conjunto de datos representativo,
llamado el conjunto de datos �Asimov�, que proporciona un método para obtener la sensibilidad expe-
rimental de una búsqueda o medición, así como las �uctuaciones en esa espera.
Palabras clave: Prueba estadística, función de verosimilitud, función de distribución de probabilidad.

Statistical tests in particle physics

Abstract
Particle physics emerged as a pioneer discipline in "big science"; experiments are being carried out
in accelerators that are increasing in energy and complexity by the collaborations of thousands of
physicists from hundreds of institutes in a few dozen countries. In "big science" a research methodology
has been developed in which statistics is of great importance to interpret the results obtained from these
experiments. Despite the discovery of the Higgs boson in 2012, which contributed to the success of the
Standard Model and the award of the 2013 Nobel Prize in Physics. Based on these motivations, in the
present work certain statistical tests based on the �likelihood� method are shown and are applied in
high energy physics in the discovery of new phenomena, by making use of the construction of con�dence
intervals of the model parameters. We focus on properties of methods called statistical �proofs� that
allow systematic uncertainties to be included. Also, we work with explicit formulas for the asymptotic
distributions of the statistical tests. In addition, we will use a representative data set, called the �Asimov�
data set, which provides a method for obtaining the experimental sensitivity of a search or measurement,
as well as the �uctuations in that expectation.
Keywords: Statistical test, likelihood function, probability distribution function.
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1. Introducción

El objetivo principal de análisis de datos en Física
de Altas Energías es comprender las interacciones de las
partículas a través de experimentos y, al hacerlo, se bus-
can fenómenos que van más allá del Modelo Estándar. En
experimentos de física de partículas se buscan los proce-
sos predichos por los teóricos de la física que aún no han
sido vistos. En dichos experimentos, la signi�cación es-
tadística de una señal observada se cuanti�ca por medio
del valor p.

En este trabajo se investiga el método para obte-
ner fórmulas explícitas de distribuciones asintóticas. Di-
chas distribuciones se basan en los resultados debido a
Wilks [1] y Wald [2]. Mediante los trabajos de Wilks y
Wald se obtiene la signi�cación estadística de los datos
proporcionados, así como la distribución completa del
muestreo de la signi�cación mediante las hipótesis de los
diferentes modelos de señal, todo sin recurrir al método
de Monte Carlo [3, 4].

Un elemento útil de estos métodos implica la estima-
ción de la mediana reemplazando el conjunto de datos
simulados por un sólo representante, es decir, el conjun-
to de datos �Asimov�. En años pasados, estos métodos
se han utilizado y justi�cado intuitivamente [5, 6]. En el
presente trabajo se proporciona una justi�cación mate-
mática para el método [6]. Así, también se exploran sus
limitaciones y se señalan varios aspectos adicionales de
su uso. Además, se extiende el trabajo que se muestra en
la referencia [7]. La extensión se hace al mostrar fórmulas
más precisas para la importancia de exclusión (rechazo)
y proporcionar una medida cuantitativa de las �uctua-
ciones estadísticas en la signi�cación de descubrimiento
y límites de rechazo.

2. Pruebas de hipótesis

Una de las tareas fundamentales del análisis estadís-
tico es probar si la predicciones de un determinado mo-
delo están de acuerdo con los datos observados. Aquí se
utilizará −→x para indicar el resultado de una medición;
podría representar una sola cantidad o una colección de
valores. Una hipótesis H signi�ca una a�rmación para
la probabilidad de encontrar los datos −→x (o si −→x inclu-
ye las variables continuas, H especi�ca una función de
densidad de probabilidad o pdf). Además, se escribirá
P
(−→x |H

)
para la probabilidad de encontrar los datos −→x

ante la suposición de la hipótesis H.
Consideremos una hipótesis H0 que se pone a prueba

(vamos a menudo llamar a esto la hipótesis "nula") y una
hipótesis alternativa H1. En la estadística frecuentista se
de�ne una prueba de H0 al especi�car un subconjunto
del espacio de datos denominada la �región crítica�, w,
de manera que la probabilidad de observar los datos allí

satisface la desigualdad

P
(−→x ∈ w|H0

)
≤ α. (1)

En la expresión (1) α es una constante especi�ca an-
tes de llevar a cabo la prueba, normalmente se establece
por convención para un valor pequeño de 5%. Para los
datos continuos, se toma la relación (1) como una igual-
dad. Si los datos son discretos, tales como una serie de
eventos, entonces es posible que no exista ningún sub-
conjunto de los valores de los datos cuya probabilidad
sumada es exactamente igual a alfa, por lo que se lleva
la región crítica para tener una probabilidad hasta α. La
región crítica w de�ne la prueba. Si se observan los datos
en w entonces se rechaza la hipótesis H0.

Hasta este momento, la ecuación (1) es la única pro-
piedad que de�ne la prueba. Dicha expresión establece
que la probabilidad de encontrar los datos en la región
crítica no es más que α. Pero hay muchos, si no un núme-
ro in�nito de posibles subconjuntos del espacio de datos
que satisfacen este criterio, y no está claro que debería
tomarse como la región crítica. Aquí es donde la hipótesis
alternativa H1 entra en juego (ver �gura 1).

�

Figura 1: Ilustración de la región crítica de una prueba es-

tadística.

Al rechazar la hipótesis H0, se tiene un error de tipo
I. Mediante la construción de la probabilidad de que esto
ocurra es el tamaño de la prueba, α. Si, por otro lado, no
rechazamos H0, debido a que la hipótesis H1 resultó ser
cierta, entonces se tiene un error tipo II. La probabilidad
de rechazar la hipótesis nula si la hipótesis alternativa
H1 es verdadera se llama la �potencia� de la prueba con
respecto a H1, que es la unidad menos la probabilidad
de un error tipo II.

Una �prueba de signi�cación� de una hipótesis H está
estrechamente relacionada con las pruebas descritas an-
teriormente. Se supone una medición de resultados en los
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datos −→x (un número único o una colección de muchos va-
lores) para el cual la hipótesis H predice la probabilidad
P
(−→x |H

)
.

El analista especi�ca que valores posibles de los datos
constituirían un nivel de incompatibilidad con H que es
igual o mayor que la existente entre H y los datos obser-
vados −→x obs. Una vez que esto se da, entonces se calcula el
valor p de H como la probabilidad para encontrar datos
en esta región de igual o mayor incompatibilidad.

Cuando se dice que un dado −→x tiene menos compati-
bilidad con H, se implica que tiene una mayor compati-
bilidad con alguna hipótesis alternativa. Esto es análogo
a la ambigüedad encontrada en la determinación de la
región crítica de una prueba.

En una prueba frecuentista, se rechaza H0 si los datos
se encuentran en la región crítica, o lo que es equivalente,
si el valor p de H0 es menor o igual a α. A pesar de este
lenguaje, no es necesariamente cierto creer que H0 es fal-
sa. Para hacer esta a�rmación se cuanti�ca nuestro nivel
de con�anza acerca de H0 para la probabilidad subjetiva,
y se calcula mediante el teorema de Bayes, es decir,

P
(
H0|−→x

)
=

P
(−→x |H0

)
π (H0)∑

i P
(−→x |Hi

)
π (Hi)

. (2)

La probabilidad a posteriori P
(
H0|−→x

)
es proporcional

a la probabilidad a priori π (H0), y esto necesaríamente
debe ser especi�cado si queremos expresar nuestro nivel
de con�anza de que la hipótesis es verdadera.

También es importante señalar que el valor p de una
hipótesis H0 no es el mismo como la probabilidad (2) que
es verdad, sino la probabilidad, bajo el supuesto de H0,
para encontrar datos con al menos tanta incompatibili-
dad con H0 como los datos que se encontraron realmente.
El valor p, por lo tanto, no depende de las probabilidades
a priori.

3. Formalismo de una búsqueda como

una prueba estadística

En esta sección se describe el procedimiento general
que se utiliza para buscar un nuevo fenómeno en el con-
texto de una prueba estadística frecuentista. A los efectos
de descubrir un nuevo proceso de señal, se de�ne la hi-
pótesis nula, H0, como la descripción sólo para procesos
conocidos, aquí es designada como fondo. Esto se va a
probar en contra de la hipótesis alterna H1, que inclu-
ye tanto el fondo como la señal. Al establecer límites, el
modelo con la señal más el fondo desempeña el papel de
H0, que se prueba contra la hipótesis de fondo, H1.

En la física de partículas usualmente se convierte el
valor p en la signi�cancia equivalente, Z. Z se de�ne de
tal manera que una variable distribuida en forma Gaus-
siana se encuentra a Z desviaciones estándar1 a la dere-
cha de su media que tiene una probabilidad (en la cola
superior) igual a p. Esto es,

Z = Φ−1 (1− p) , (3)

donde Φ−1 es el cuántil (inversa de la distribución acu-
mulativa) de la distribución Gaussiana estándar. Para un
proceso de señal, como el bosón de Higgs, la comunidad
de la física de partículas ha considerado el rechazo de
la hipótesis de fondo con una signi�cancia de, al menos,
Z = 5 como un nivel apropiado para constituir un des-
cubrimiento. Esto corresponde a p = 2.87 × 10−7. Para
propósito de la exclusión de una hipótesis de la señal,
un valor límite de p de 0.05 (es decir, 95% de nivel de
con�anza) corresponde a Z = 1.64.

Debe hacerse hincapié en que, en un contexto cientí-
�co actual, el rechazo de la hipótesis de fondo sólo en un
sentido estadístico es sólo una parte del descubrimiento
de un nuevo fenómeno. Aquí, sin embargo, sólo tenemos
en cuenta la tarea de determinar el valor p de la hipó-
tesis de fondo; si se encuentra por debajo de un umbral
determinado, entonces se considera esto como "descubri-
miento".

A menudo es útil cuanti�car la sensibilidad de un
experimento mediante la información de la signi�cación
esperada2. Dicha sensibilidad se obtendrá con una medi-
ción dada bajo el supuesto de varias hipótesis. Por ejem-
plo, la sensibilidad para el descubrimiento de un proceso
de señal H1 se caracteriza a través del valor esperado,
bajo el supuesto de H1, del valor de Z obtenido de una
prueba de la hipótesis H0.

Un procedimiento ampliamente utilizado para esta-
blecer el descubrimiento (o exclusión) en física de partí-
culas se basa en una prueba de signi�cación frecuentista
usando el cociente de verosimilitud como una prueba es-
tadística. Además de los parámetros de interés, tales co-
mo la tasa (sección transversal) del proceso de la señal,
los modelos de señal y de fondo contendrán parámetros
de perturbación generales cuyos valores no son conocidos
a priori, sino que serán ajustados de los datos.

Para ilustrar el uso del cociente de verosimilitud, se
considera un experimento en el que para cada evento se-
leccionado se miden los valores de ciertas variables cine-
máticas, y por lo tanto los datos resultantes pueden ser
representados como uno o más histogramas. Además, se
supone que para cada evento en la muestra de la señal se
mide una variable x y se usan estos valores para construir
un histograma −→n = (n1, n2, ..., nN ). El valor esperado de

1Algunos autores han de�nido; por ejemplo, Ref. [8], ésta relación usando una �uctuación en las dos colas de una variable Gaussiana

con una signi�cancia de 5σ para un valor de p = 5.7 × 10−7. Se toma la de�nición de uno de los lados de la variable Gaussiana ya que
Z = 0 y p = 0.5.

2Durante el resto del artículo, el término "signi�cancia esperada" se usará siempre para referirnos a la mediana.
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ni puede ser escrito mediante

E [ni] = µsi + bi, (4)

donde el número medio de entradas en el i-ésimo inter-
valo de la señal y el fondo son

si = stotal

∫
i

fs
(
x;

−→
θ s

)
dx, (5)

bi = btotal

∫
i

fb
(
x;

−→
θ b

)
dx. (6)

Aquí el parámetro µ determina la intensidad de la
señal del proceso, con µ = 0 corresponde sólo a la hipó-
tesis de fondo. Para µ = 1 se tiene la hipótesis de la señal

nominal. Las funciones fs
(
x;

−→
θ s

)
y fb

(
x;

−→
θ b

)
son las

funciones de densidad de probabilidad (pdfs) de la varia-

ble x para eventos de la señal y del fondo, y
−→
θ s y

−→
θ b

representan los parámetros que caracterizan las formas
de las pdfs. Las cantidades stotal y btotal son los números
medios totales de la señal y del fondo, y las integrales
en (5) y (6) representan las probabilidades de un evento
que se encuentran en un intervalo i. A continuación se

utilizará
−→
θ =

(−→
θ s,

−→
θ b, btotal

)
para denotar todos los

parámetros de perturbación. La señal de normalización
stotal no es, sin embargo, un parámetro ajustable, sino
más bien se �ja al valor predicho por el modelo de señal
nominal.

Además del histograma medido −→n = (n1, n2, ..., nN )
a menudo se hacen más mediciones auxiliares que ayu-
dan a limitar los parámetros de perturbación. Por ejem-
plo, se selecciona una muestra de control, donde se es-
peran principalmente eventos de fondo y de ellos cons-
truir un histograma de alguna variable cinemática ele-
gida. Esto da a continuación un conjunto de valores
−→m = (m1,m2, ...,mM ) para el número de entradas en
uno de los M intervalos. El valor esperado de mi puede
ser escrito como

E [mi] = ui

(−→
θ
)
, (7)

donde las ui son cantidades calculables en función de los
parámetros

−→
θ . A menudo se construye esta medición a

�n de proporcionar información sobre el parámetro btotal
y también posiblemente de los parámetros de la señal y
de fondo.

La función de verosimilitud es el producto de las fun-
ciones de probabilidades de Poisson para todos los inter-
valos [8, 9]:

L
(
µ,

−→
θ
)
=

N∏
j=1

(µsj + bj)
nj

nj !
e−(µsj+bj)

M∏
k=1

umk

mk!
e−uk .

(8)

Para probar la hipótesis de un valor de µ se tiene en
cuenta la razón de verosimilitud [9, 10]

λ (µ) =

L

(
µ,
̂̂−→
θ

)

L
(
µ̂,

−̂→
θ

) . (9)

El numerador de esta relación es la función de vero-

similitud per�l [11]. Aquí
̂̂−→
θ en el numerador denota el

valor de
−→
θ que maximiza a L para la µ especi�cada, es

decir, es el estimador condicional de máxima verosimili-
tud (ML) de

−→
θ (y por lo tanto es una función de µ). El

denominador es la función de verosimilitud maximizada,

es decir, µ̂ y
−̂→
θ son sus estimadores ML. Esto re�eja la

pérdida de información sobre µ debido a las incertidum-
bres sistemáticas.

En muchos análisis, la contribución del proceso de
señal al número medio de eventos se supone que es no
negativo. Esta condición implica efectivamente que cual-
quier estimador físico para µ debe ser no negativo. In-
cluso si consideramos que este sea el caso, sin embargo,
es conveniente de�nir un estimador e�caz µ̂ como el va-
lor de µ que maximiza la verosimilitud, es decir, esto da
µ̂ < 0 (pero siempre que los valores medios Poissonia-
nos, µsi + bi, sean no negativos). Dichas condiciones se
permitirán en la subsección 4.1 modelar a µ̂ como una
distribución Gaussiana, y de esta manera se determina
la distribución de las pruebas estadísticas que considera-
mos.

3.1. Prueba estadística tµ = −2 lnλ (µ)

De la ecuación (9) se ve que 0 ≤ λ ≤ 1, con λ cerca de
1, lo que implica una buena concordancia entre los datos
y el valor de la hipótesis de µ. De manera equivalente-
mente se usa el estadístico

tµ = −2 lnλ (µ) (10)

como la base de una prueba estadística. Los valores más
altos de tµ corresponden al aumento de la incompatibili-
dad entre los datos y µ.

Una prueba de un valor hipotético de µ se de�ne me-
diante el uso del estadístico tµ directamente como medi-
da de la discrepancia entre los datos y la hipótesis, con
valores más altos de tµ correspondientes al incremento
de desacuerdo. Para cuanti�car el nivel de desacuerdo se
calcula el valor de p,

pµ =

∞∫
tµ,obs

f (tµ|µ) dtµ, (11)

donde tµ,obs es el valor del estadístico tµ observado de
los datos y f (tµ|µ) denota la pdf de tµ bajo el supuesto
de la intensidad de la señal µ. Las aproximaciones útiles
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para este y otras pdfs relacionadas se dan en la sección
4.

Cuando se utiliza el estadístico tµ, un conjunto de da-
tos puede resultar en un valor p de dos maneras distintas:
la intensidad de la señal estimada µ̂ puede ser mayor o
menor que el valor planteado de la hipótesis de µ. Co-
mo resultado, el conjunto de los valores µ que se rechazó
debido a que sus valores de p se encuentran por debajo
de un umbral especi�cado α puede estar a cualquier lado
de esos valores no rechazados, i. e., se puede obtener un
intervalo de con�anza de dos lados (colas) para µ.

3.2. Prueba estadística t̃µ = −2 ln λ̃ (µ) para
µ ≥ 0

La presencia de una nueva señal sólo puede aumentar
la tasa media de eventos más allá de la que se espera
únicamente del fondo. Es decir, el proceso de señal tiene
necesariamente µ ≥ 0, y se de�ne una prueba estadística
alternativa denominada t̃µ.

Para un modelo donde µ ≥ 0, si se encuentran los
datos de tal manera que µ < 0, entonces el mejor nivel
de acuerdo entre los datos y cualquier valor físico de µ
ocurre para µ = 0. Por consiguiente, se tiene la expresión
siguiente

λ̃ (µ) =



L
(
µ,
̂̂−→
θ (µ)

)
L
(
µ̂,

−̂→
θ

) , µ̂ ≥ 0,

L
(
µ,
̂̂−→
θ (µ)

)
L
(
0,
−̂→
θ (0)

) , µ̂ < 0.

(12)

Aquí
̂̂−→
θ (0) y

̂̂−→
θ (µ) se re�eren a los estimadores de máxi-

ma verosimilitud de
−→
θ dado un parámetro de intensidad

de 0 o µ, respectivamente.
En la ecuación (10) la variable λ̃ (µ) se utiliza en lu-

gar de λ (µ). Así, se obtiene la correspondiente prueba
estadística t̃µ. Esto es, se escribe la expresión

t̃µ = −2 ln λ̃ (µ) =


−2 ln

L
(
µ,
̂̂−→
θ (µ)

)
L
(
µ̂,

−̂→
θ

) , µ̂ ≥ 0,

−2 ln
L
(
µ,
̂̂−→
θ (µ)

)
L
(
0,
−̂→
θ (0)

) , µ̂ < 0.

(13)
Como se hizo con la estadística tµ, se cuanti�ca el

nivel de desacuerdo entre los datos y el valor hipotético
µ con el valor p, al igual que en la ecuación (11). Para
esto se necesita la distribución de tµ, una aproximación
de dicha distribución se proporciona en la subsección 4.4.

De manera similar al caso de tµ, los valores de µ por
encima y debajo de µ̂ pueden ser excluidos por un de-
terminado conjunto de datos, es decir, se puede obtener

un intervalo de con�anza unilateral, o bien, uno de dos
colas para µ. En el caso de que no haya parámetros de
perturbación, la variable de contraste t̃µ es equivalente a
la utilizada en la construcción de intervalos de con�anza
acorde al procedimiento de Feldman y Cousins [12].

3.3. Prueba estadística q0

Un caso importante de la prueba estadística tµ se
utiliza para la prueba µ = 0, es decir, en un modelo don-
de se asume µ ≥ 0. Al rechazar la hipótesis µ = 0, se
conduce al descubrimiento de una nueva señal, respec-
tivamente. En este importante caso se usa la notación
especial q0 = t0. Al utilizar la de�nición (13) con µ = 0
se encuentra

q0 =

{
−2 lnλ (0) ,

0,

µ ≥ 0,

µ < 0,
(14)

donde λ (0) es la razón de verosimilitud para µ = 0 como
se ha de�nido en la ecuación (9).

La ecuación (14) se puede contrastar con t0, es de-
cir, la ecuación (10), dicha se uso para probar µ = 0.
En este caso, se puede rechazar la hipótesis µ = 0, ya
sea para una �uctuación hacia arriba o hacia abajo de
los datos. Esto es adecuado si la presencia de un nuevo
fenómeno podría conducir a un aumento o disminución
en el número de eventos que se encuentran.

Al utilizar q0, se tienen en cuenta los datos para mos-
trar la falta de acuerdo con la hipótesis de fondo sólo si
µ̂ > 0. Es decir, un valor de µ̂ muy por debajo de cero, de
hecho puede constituir evidencia en contra del modelo de
fondo, pero este tipo de discrepancia no muestra que los
datos contienen eventos de señal, sino que apunta a al-
gún otro error sistemático. Para la presente discusión se
supone que las incertidumbres sistemáticas son tratadas
por los parámetros de perturbación

−→
θ .

Para cuanti�car el nivel de desacuerdo entre los da-
tos y la hipótesis de µ = 0 usando el valor observado
de q0 calculamos el valor p de la misma manera como lo
hacimos con tµ, es decir,

p0 =

∞∫
q0,obs

f (q0|0) dq0. (15)

Aquí f (q0|0) denota la función de densidad de probabili-
dad de la prueba estadística q0 ante la suposición de la hi-
pótesis de fondo (µ = 0). Una aproximación para función
y otras pdfs relacionadas se encuentran en la subsección
4.5.
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3.4. Prueba estadística qµ para límites supe-
riores

Al establecer un límite superior para el parámetro
µ, se consideran dos pruebas estadísticas estrechamente
relacionadas. En primer lugar, se de�ne

qµ =

{
−2 lnλ (µ) ,

0,

µ̂ ≤ µ,

µ̂ > µ,
(16)

donde λ (µ) es la razón de verosimilitud como se muestra
en la ecuación (9). La razón para establecer qµ = 0 en el
caso µ̂ > µ se debe al establecer un límite superior, don-
de no se considerarían datos con µ̂ > µ, y por lo tanto
esto no se toma como parte de la región de rechazo de la
prueba. En virtud de la prueba estadística (16) los valo-
res más altos de qµ representan mayor incompatibilidad
entre los datos y el valor hipotético de µ.

q0 no es simplemente un caso especial de qµcon µ = 0,
sino que tiene una de�nición diferente (ver las ecuacio-
nes (14) y (16)). Es decir, q0 es cero si los datos �uctúan
hacia abajo (µ̂ < 0), pero qµ es cero si los datos �uctúan
hacia arriba (µ̂ > µ). Con esta advertencia en mente,
en el resto, qµ se identi�cará con q0 o qµ según sea el
contexto.

En esta prueba estadística se cuanti�ca el grado de
concordancia entre los datos y µ con el valor p. Para un
valor de qµ observado se tiene

pµ =

∞∫
qµ,obs

f (qµ, µ) dqµ, (17)

el cual se expresa como una signi�cancia al usar la ecua-
ción (3). f (qµ|µ) es la función de densidad de probabili-
dad de qµ al asumir la hipótesis µ. En la subsección 4.6
se proporcionan aproximaciones útiles para esta prueba
estadística y otras pdf relacionadas.

3.5. Prueba estadística q̃µ alternativa para
límites superiores

Si se consideran modelos para lo cuales µ ≥ 0, en-
tonces la variable λ̃ (µ) se usa en lugar de λ (µ) en la
ecuación (16) para obtener la estadística de prueba co-
rrespondiente, que denotamos por qµ. Es decir,

q̃µ =



−2 ln
L
(
µ,
̂̂−→
θ (µ)

)
L
(
0,
−̂→
θ (0)

) , µ̂ < 0,

−2 ln
L
(
µ,
̂̂−→
θ (µ)

)
L
(
µ̂,

−̂→
θ

) 0 ≤ µ̂ ≤ µ,

0 µ̂ > µ.

(18)

Damos una aproximación para la pdf f (q̃µ|µ′) en la sub-
sección 4.7.

En los ejemplos numéricos [9] la diferencia entre las
pruebas basadas en qµ (Ecuación (16)) y q̃µ usualmente
es insigni�cante, pero el uso de qµ conduce a importantes
simpli�caciones.

4. Distribuciones asintóticas muestrales

Al encontrar el valor p de una hipótesis se usan las
ecuaciones (15) o (17). Para dicho valor p se requiere la
distribución de muestreo para la prueba estadística ade-
cuada. En el caso del descubrimiento se prueba la hipóte-
sis de fondo (µ = 0), y por lo tanto se tiene que f (q0|0),
donde q0 se de�ne por la ecuación (14). Al probar un
valor distinto de cero de µ, para encontrar un límite su-
perior se necesita la distribución f (qµ|µ), donde qµ se
de�ne por la ecuación (16), o, también, se requiere la pdf
de la prueba estadística q̃µ correspondiente a la ecuación
(18). El subíndice de q se re�ere a la hipótesis de prueba,
y el segundo argumento de f (qµ|µ) proporciona el valor
de µ asumido en la distribución de los datos.

También se necesita la distribución f (qµ|µ′) con µ ̸=
µ′ para encontrar qué signi�cancia se puede esperar y có-
mo se comporta la distribución si los datos corresponden
a un parámetro diferente del que se desea probar. Por
ejemplo, al caracterizar la sensibilidad de un experimen-
to planeado se cita la signi�cancia de la mediana. Así se
asumen los datos distribuidos de acuerdo con un modelo
de señal especi�cado, con el cual se rechaza la hipótesis
de fondo. Para esto se necesitaría f (q0|µ′), con µ′ = 1.
A partir de esto se puede encontrar la mediana de q0,
y por lo tanto la signi�cancia del descubrimiento de la
mediana. Al considerar la prueba estadística para límites
superiores, se cita el valor de µ para el valor p de la me-
diana igual a 0.05, ya que esto da el límite superior de la
mediana de µ con un nivel de con�anza del 95%. En este
caso se necesita f (qµ|0) (o, alternativamente, f (q̃µ|0)).

4.1. Distribución aproximada de la razón de
verosimilitud

En esta subsección se considera una prueba con el pa-
rámetro µ, el cual es o bien cero (para el descubrimiento)
o distinto de cero (por un límite superior), y se supone
que los datos se distribuyen de acuerdo con un paráme-
tro µ′. La distribución deseada f (qµ|µ′) se encuentra al
utilizar un resultado debido a Wald [2]. Wald mostró que
para un único parámetro de interés,

−2 lnλ (µ) =
(µ− µ̂)2

σ2
+O

(
1√
N

)
. (19)

µ̂ sigue una distribución Gaussiana con una media µ′ y
la desviación estándar σ, y N representa el tamaño de la
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muestra de datos. La desviación estándar σ de µ̂ se ob-
tiene de la matriz de covarianza de los estimadores para

todos los parámetros, Vij = cov
[
θ̂i, θ̂j

]
, donde los θi re-

presentan tanto µ como los parámetros de perturbación
(por ejemplo, tomar θ0 = µ, así σ2 = V00). En el límite
de la muestras grandes, el sesgo de los estimadores de
máxima verosimilitud (ML) tiende a cero, en cuyo ca-
so se escribe la inversa de la matriz de covarianza de la
forma siguiente

V −1
ij = −E

[
∂2 lnL
∂θi∂θj

]
, (20)

donde el valor esperado asume un parámetro µ′. Las
aproximaciones que se presentan aquí son válidas cuan-

do se desprecia el término O
(
1/

√
N
)
, y el valor de σ se

estima al usar la ecuación (20).
Si µ̂ se distribuye de forma Gaussiana y desprecia-

mos el término O
(
1/

√
N
)
de la ecuación (19), entonces

la prueba estadística tµ = −2 lnλ (µ) sigue una distribu-
ción chi-cuadrada no centrada con un grado de libertad
(véase, por ejemplo, [13]),

f (tµ; Λ) =
1

2
√
tµ

1√
2π

{
exp

[
−1

2

(√
tµ +

√
Λ
)2]

+ exp

[
−1

2

(√
tµ −

√
Λ
)2]}

,

donde el parámetro no central Λ es

Λ =
(µ− µ′)

2

σ2
. (21)

Para el caso especial µ′ = µ se tiene que Λ = 0 y
−2 lnλ (µ) se aproxima a una distribución chi-cuadrada
con un grado de libertad, un resultado mostrado por
Wilks [1].

Los resultados de Wilks y Wald generalizan a más de
un parámetro de interés. Si los parámetros de interés se
pueden identi�car de forma explícita con un subconjunto
de los parámetros

−→
θ r = (θ1, ..., θr), entonces la distribu-

ción −2 lnλ
(−→
θ r

)
sigue una distribución chi-cuadrada

no central con r-grados de la libertad

Λr =

r∑
i=1

r∑
j=1

(
θi − θ′i

)
Ṽ −1
ij

(
θj − θ′j

)
, (22)

donde Ṽ −1
ij es la inversa de la submatriz que se obtie-

ne a partir de la restricción de la matriz de covarianza
completa para los parámetros de interés. La matriz de
covarianza completa se da a partir de la inversión de la
ecuación (20), y se muestra una forma e�ciente para cal-
cularla en la subsección 4.2.

4.2. El conjunto de datos Asimov y la va-
rianza de µ̂

Algunas de las fórmulas requieren la desviación es-
tándar σ de µ̂, la cual se asume para una distribución
Gaussiana con una media µ′. A continuación se muestran
dos formas de estimar σ, las cuales están estrechamente
relacionados con un conjunto de datos especial (arti�cial)
denominado el conjunto de datos �Asimov".

Si se de�ne el conjunto de datos Asimov para eva-
luar los estimadores de todos los parámetros, entonces

se obtienen los verdaderos valores de los parámetros. La
función de verosimilitud se considera en el análisis de la
ecuación (8). La notación en esta sección se simpli�ca si
se considera la ecuación siguiente

νi = µ′si + bi. (23)

Además θ0 = µ representa el parámetro de intensidad,
de modo que

−→
θ i se acepta para cualquiera de los pa-

rámetros. Los estimadores ML para los parámetros se
encuentran mediante las derivadas de lnL con respecto
a todos los parámetros igual a cero:

∂ lnL
∂θj

=

N∑
i=1

(
ni

νi
− 1

)
∂νi
∂θj

+

M∑
i=1

(
mi

ui
− 1

)
∂ui

∂θj
= 0.

(24)
La ecuación (25) se cumple si los datos Asimov (ni,A y
mi,A) son iguales a sus valores esperados:

ni,A = E [ni] = νi = µ′si
(−→
θ
)
+ bi

(−→
θ
)

(25)

mi,A = E [mi] = ui

(−→
θ
)
. (26)

Aquí los valores paramétricos representan aquellos im-
plicados por la distribución de los datos. En la práctica,
estos son los valores que se estiman a partir del mode-
lo de Monte Carlo utilizando una muestra de datos muy
grande.

El conjunto de datos Asimov establecido se utiliza
para evaluar la "verosimilitud Asimov" LA y la corres-
pondiente razón de verosimilitud λA. Los valores no en-
teros de los datos no es un problema, ya que los térmi-
nos factoriales en la verosimilitud de Poisson representan
constantes que se cancelan cuando se forma el cociente
de verosimilitud, y por lo tanto sería más pequeño. En
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consecuencia, se encuentra que

λA =

LA

(
µ,
̂̂−→
θ

)

LA

(
µ̂,

−̂→
θ

) =

LA

(
µ,
̂̂−→
θ

)
LA

(
µ′,

−→
θ
) , (27)

donde la igualdad �nal usa el hecho de que los estimado-
res de los parámetros son iguales a sus valores hipotéticos
cuando la verosimilitud se evalúa con el conjunto de da-
tos Asimov.

Para encontrar σ se estima la matriz de la segunda
derivada del logaritmo L (véase la ecuación (20)) para
obtener la matriz inversa de la covarianza V −1, invir-
tiendo para encontrar V , y luego extraer el elemento V00

correspondiente a la varianza de µ. La segunda derivada
de lnL es

∂2 lnL
∂θj∂θk

=

N∑
i=1

[(
ni

νi
− 1

)
∂2νi

∂θj∂θk
− ∂νi

∂θj

∂νi
∂θk

ni

ν2
i

]
+

M∑
i=1

[(
mi

ui
− 1

)
∂2ui

∂θj∂θk
− ∂ui

∂θj

∂ui

∂θk

mi

u2
i

]
(28)

De (29) la segunda derivada de lnL es lineal en ni y mi.
Por lo tanto, su valor esperado se encuentra mediante
la evaluación de los valores esperados de los datos, que
es el mismo en los datos Asimov. Por lo tanto, se puede
obtener la matriz inversa de covarianza mediante

V −1
jk = −E

[
∂2 lnL
∂θj∂θk

]
= −∂2 lnLA

∂θj∂θk
=

N∑
i=1

∂νi
∂θj

∂νi
∂θk

1

νi
+

M∑
i=1

∂ui

∂θj

∂ui

∂θk

1

ui
. (29)

Las derivadas de lnLA se evalúan numéricamente pa-
ra encontrar la matriz inversa de la covarianza, y luego
invertir y extraer la varianza de µ. De la ecuación (30) se
ve que esta variación depende de los valores de los pará-
metros supuestos para el conjunto de datos Asimov, en
particular en el parámetro asumido µ′, que entra a través
de la ecuación (24).

Otro método para la estimación de σ (denotado σA

en esta sección para distinguirlo del enfoque anterior ba-
sado en las segundas derivadas de lnL) es encontrar el
valor que es necesario para recuperar las propiedades co-
nocidas de −λA (µ). Porque el conjunto de datos Asimov
correspondiente a µ′ que da µ̂ = µ′, a partir de la ecua-
ción (19) se encuentra

−2 lnλA (µ) ≈ (µ− µ̂)2

σ2
= Λ. (30)

Es decir, a partir del conjunto de datos Asimov se ob-
tiene una estimación del parámetro de no centralidad
Λ que caracteriza la distribución f (qµ|µ′). De manera
equivalente, al obtener la varianza σ2 que caracteriza la
distribución de µ̂ se utiliza la ecuación (31), es decir,

σ2
A =

(µ− µ′)
2

qµ,A
, (31)

donde qµ,A = −2 lnλA (µ). En el caso de exclusión de la
signi�cancia de la mediana para la hipótesis µ al suponer
que no hay señal, entonces se tiene µ′ = 0 y por lo tanto

σ2
A =

µ2

qµ,A
, (32)

y para la prueba estadística qµ se establece la relación
análoga. Para el caso de descubrimiento donde µ = 0 se
tiene,

σ2
A =

µ′2

q0,A
. (33)

Los dos métodos para obtener σ y Λ; a partir de la
matriz de información de Fisher o de qµ,Λ, no son idénti-
cos, pero se han encontrados para proporcionar resulta-
dos similares en ejemplos de interés práctico. En varios
casos considerados, la distribución basada en σA propor-
ciona una mejor aproximación a la verdadera distribución
de muestreo que el método estándar basado en la matriz
de información de Fisher, lo que lleva a la conjetura de
que se incorporaran algunos de los términos de orden
superior en la ecuación (31).

De manera cualitativa, bajo el supuesto de la apro-
ximación de Wald, las pruebas estadísticas q0, qµ y q̃µ
estan relacionadas con µ̂, y por lo tanto sus valores de la
mediana se encuentran directamente mediante el uso de
la mediana de µ̂, que es µ′.

4.3. Distribución de tµ

La prueba estadística tµ = −2 lnλ (µ) de la sección
3.1 se toma como la base de la prueba estadística de un
valor hipotético de µ. Esto es una prueba de µ = 0 para
establecer la existencia de un proceso de la señal, o los
valores no nulos de µ para la obtención de un intervalo
de con�anza. Para el valor p de pµ se requiere la función
de densidad de probabilidad f (tµ|µ), y para encontrar el
valor p de la mediana asumiendo un parámetro diferente
necesitamos a f (tµ|µ′).

La pdf f (tµ|µ′) está dada por la ecuación (21), es
decir,

f
(
tµ|µ′) = 1

2
√
tµ

1√
2π

{
exp

[
−1

2

(√
tµ +

µ− µ′

σ

)2
]
+ exp

[
−1

2

(√
tµ − µ− µ′

σ

)2
]}

. (34)
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El caso especial µ = µ′ es simplemente una distribu-
ción chi-cuadrada con un grado de libertad:

f
(
tµ|µ′) = 1√

tµ

1√
2π

e−tµ/2. (35)

La distribución acumulativa de tµ asumiendo µ′ es

F
(
tµ|µ′) = Φ

(√
tµ +

µ− µ′

σ

)
+Φ

(√
tµ − µ− µ′

σ

)
−1,

(36)
donde Φ es la distribución acumulativa de la distribu-
ción Gaussiana estándar (media cero, varianza unitaria).
El caso especial µ = µ′ es

F (tµ|µ) = 2Φ
(√

tµ
)
− 1. (37)

El valor p de un valor hipotético µ para un valor obser-
vado tµ sería de la manera siguiente

pµ = 1− F (tµ|µ) = 2
[
1− Φ

(√
tµ
)]

, (38)

y la signi�cancia correspondiente es

Zµ = Φ−1 (1− pµ) = Φ−1
[
2Φ
(√

tµ
)
− 1
]
. (39)

Si el valor p se encuentra por debajo de un determina-
do umbral α (a menudo se toma α = 0.05), entonces el
valor de µ se rechazado o excluido en un nivel de con�an-
za (CL) de 1 − α. El conjunto de puntos no rechazados
forma un intervalo de con�anza con CL = 1 − α. Aquí
los extremos del intervalo se obtienen al tomar pµ = α y
resolviendo para µ. Al suponer la aproximación de Wald
(19) y el uso de la ecuación (39) se encuentra

µup/lo = µ̂± σΦ−1
(
1− α

2

)
. (40)

Una sutileza con esta fórmula es que σ depende en un
cierto nivel de µ. En la práctica para encontrar los lí-
mites superior e inferior se resuelve numéricamente para
valores de µ que satisfacen pµ = α.

4.4. Distribución de t̃µ

Al asumir la aproximación de Wald [2], la prueba es-
tadística t̃µ en la ecuación (13) se escribe de la forma
siguiente

t̃µ =

{
µ2−2µµ̂

σ2 , µ̂ < 0,
(µ−µ̂)2

σ2 , µ̂ ≥ 0.
(41)

De la ecuación (42) la pdf f (tµ|µ′) es

f
(
t̃µ|µ′) = 1

2
√

t̃µ

1√
2π

exp

[
−1

2

(√
t̃µ +

µ− µ′

σ

)2
]
+


1
2

1√
2π

1√
t̃µ

exp

[
− 1

2

(√
t̃µ − µ−µ′

σ

)2
]

t̃µ ≤ µ2/σ2,

1√
2π(2µ/σ)

exp

− 1
2

(
t̃µ−µ2−2µµ′

σ2

)2

(2µ/σ)2

 t̃µ > µ2/σ2.

.

(42)
En virtud del caso especial µ = µ′, la ecuación (43) se transforma en la expresión siguiente

f
(
t̃µ|µ′) =


1√
2π

1√
t̃µ
e−t̃µ/2 t̃µ ≤ µ2/σ2,

1
2

1√
2π

1√
t̃µ
e−t̃µ/2 + 1√

2π(2µ/σ)
exp

[
− 1

2

(t̃µ+µ2/σ2)2

(2µ/σ)2

]
t̃µ > µ2/σ2.

. (43)

La correspondiente distribución acumulativa es

F
(
t̃µ|µ′) = Φ

(√
t̃µ +

µ− µ′

σ

)
+


Φ

(√
t̃µ − µ−µ′

σ

)
− 1 t̃µ ≤ µ2/σ2,

Φ

[
t̃µ−(µ2−2µµ′)/σ2

2µ/σ

]
− 1 t̃µ > µ2/σ2.

(44)

Para µ = µ′ se tiene

F
(
t̃µ|µ

)
=


2Φ

(√
t̃µ

)
− 1 t̃µ ≤ µ2/σ2,

Φ

(√
t̃µ

)
+Φ

(
t̃µ+µ2/σ2

2µ/σ

)
− 1 t̃µ > µ2/σ2.

. (45)
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El valor p de la hipótesis µ es

pµ = 1− F
(
t̃µ|µ

)
. (46)

La correspondiente signi�cancia es Zµ = Φ−1 (1− pµ).
Un intervalo de con�anza para µ con un nivel de con-

�anza CL = 1 − α se construye a partir de los valores
de conjunto µ para los que el valor p no es menor que
α. Los puntos extremos de este intervalo se encuentran
al establecer pµ de la ecuación (47) igual a α y resolver
para µ. En general, pµ = α se resuelve numéricamente.
En el límite de la muestra grande, es decir, al suponer la
validez de las aproximaciones asintóticas, estos interva-
los corresponden a los límites de Feldman y Cousins [12]
para el caso µ ≥ 0.

4.5. Distribución de q0 (descubrimiento)

En virtud de la aproximación (19) se tiene que
−2 lnλ (0) = µ̂2/σ2. De la ecuación (14) para q0 se tiene

q0 =

{
µ̂2/σ2 µ̂ ≥ 0

0 µ̂ < 0.,
(47)

donde µ̂ sigue una distribución Gaussiana con media µ′

y desviación estándar σ. La pdf de q0 tiene la forma

f
(
q0|µ′) = [1− Φ

(
µ′

σ

)]
δ (q0) +

1

2

1√
2π

1
√
q0

exp

[
−1

2

(
√
q0 −

µ′

σ

)2
]
. (48)

Para el caso especial de µ′ = 0, la ecuación (49) se
reduce a

f
(
q0|µ′ = 0

)
= δ (q0) +

1

2

1√
2π

1
√
q0

e−q0/2. (49)

Es decir, se encuentra una mezcla de una función delta
en cero y una distribución chi-cuadrada con un grado de
libertad. En el resto del capítulo nos referiremos a esta
mezcla como una distribución chi-cuadrada media o 1

2
χ2.

De la ecuación (49) la distribución acumulativa co-
rrespondiente sería

F
(
q0|µ′) = Φ

(
√
q0 −

µ′

σ

)
. (50)

El caso especial µ′ = 0 es

F (q0|0) = Φ (
√
q0) . (51)

El valor p de la hipótesis µ = 0 es de la forma

p0 = 1− F (q0|0) , (52)

y por lo tanto al usar la ecuación (3) para la signi�cancia
es

Z0 = Φ−1 (1− p0) =
√
q0. (53)

4.6. Distribución de qµ

Mediante la aproximación de Wald se escribe la prue-
ba estadística utilizada para los límites superiores, la
ecuación (16) da

qµ =

{
(µ−µ̂)2

σ2 µ̂ < µ

0 µ̂ > µ,
(54)

donde µ̂ como antes sigue una distribución Gaussiana
centrada sobre µ′ con una desviación estándar σ.

La pdf f (qµ|µ′) es

f
(
qµ|µ′) = Φ

(
µ− µ′

σ

)
δ (qµ) +

1

2

1√
2π

1
√
qµ

exp

[
−1

2

(
√
qµ − µ− µ′

σ

)2
]
, (55)

así que el caso especial µ = µ′ es la distribución chi-
cuadrada media

f
(
qµ|µ′) = 1

2
δ (qµ) +

1

2

1√
2π

1
√
qµ

e−
1
2
qµ . (56)

La distribución acumulativa se expresa mediante

F
(
qµ|µ′) = Φ

(
√
qµ − µ− µ′

σ

)
, (57)

y el caso µ′ = µ sería

F (qµ|µ) = Φ
(√

qµ
)
. (58)

El valor p del hipotético µ es

pµ = 1− F (qµ|µ) = 1− Φ
(√

qµ
)
, (59)

y, por lo tanto para la signi�cancia

Zµ = Φ−1 (1− pµ) =
√
qµ. (60)

Si se encuentra que el valor p por debajo de un umbral
α especi�cado (a menudo se toma α = 0.05), entonces
el valor de µ se rechaza para un nivel de con�anza (CL)
de 1− α. El límite superior de µ es la más grande µ con
pµ ≤ α. Aquí esto se puede obtener simplemente �jando
pµ = α y resolviendo para µ. Al las ecuaciones (55) y
(50) se encuentra

µup = µ̂+ σΦ−1 (1− α) . (61)

Por ejemplo, α = 0.05 da Φ−1 (1− α) = 1.64. También,
σ depende de µ. Por lo tanto, el límite superior se en-
cuentra numéricamente como el valor de µ para el cual
pµ = α.
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4.7. Distribución de q̃µ

La prueba estadística alternativa q̃µ de�nida en la
ecuación (18) y al asumir la aproximación de Wald se
escribe mediante

q̃µ =


µ2−2µµ̂

σ2 µ̂ < 0,
(µ−µ̂)2

σ2 0 ≤ µ̂ ≤ µ,

0 µ̂ > µ.

(62)

La pdf f (q̃µ|µ′) encontrada es

f
(
q̃µ|µ′) = Φ

(
µ′ − µ

σ

)
δ (q̃µ) +


1
2

1√
2π

1√
q̃µ

exp

[
− 1

2

(√
q̃µ − µ−µ′

σ

)2]
0 < q̃µ ≤ µ2/σ2,

1√
2π(2µ/σ)

exp

[
− 1

2

(q̃µ−(µ2−2µµ′)/σ2)2

(2µ/σ)2

]
q̃µ > µ2/σ2.

(63)

El caso especial µ = µ′ es por lo tanto

f (q̃µ|µ) =
1

2
δ (q̃µ) +


1
2

1√
2π

1√
q̃µ

e−q̃µ/2 0 < q̃µ ≤ µ2/σ2,

1√
2π(2µ/σ)

exp

[
− 1

2

(q̃µ+µ2/σ2)2

(2µ/σ)2

]
q̃µ > µ2/σ2.

(64)

La correspondiente distribución acumulativa es

F
(
q̃µ|µ′) =


Φ
(√

q̃µ − µ−µ′

σ

)
0 < q̃µ ≤ µ2/σ2,

Φ

(
q̃µ−(µ2−2µµ′)/σ2

2µ/σ

)
q̃µ > µ2/σ2.

(65)
El caso especial µ = µ′ sería

F (q̃µ|µ) =

 Φ
(√

q̃µ
)

0 < q̃µ ≤ µ2/σ2,

Φ
(

q̃µ+µ2/σ2

2µ/σ

)
q̃µ > µ2/σ2.

(66)
El valor p de µ se expresa mediante

pµ = 1− F (q̃µ|µ) , (67)

y por lo tanto la signi�cancia es

Zµ =

{ √
q̃µ 0 < q̃µ ≤ µ2/σ2,

q̃µ+µ2/σ2

2µ/σ
q̃µ > µ2/σ2.

(68)

El límite superior de µ con un nivel de con�anza 1−α
se encuentra al establecer pµ = α y resolviendo para µ,
lo que reduce al mismo resultado de qµ, es decir,

µup = µ̂+ σΦ−1 (1− α) . (69)

Si la aproximación de Wald se mantiene, entonces las dos
pruebas estadísticas qµ y q̃µ conducen a límites superio-
res idénticos.

4.8. Distribución de −2 ln (Ls+b/Lb)

Muchos análisis del colisionador Tevatron (por ejem-
plo, [14]) que implican búsquedas nuevas para procesos
de señal se han basado en la prueba estadística

q = −2 ln

(
Ls+b

Lb

)
, (70)

donde Ls+b es la verosimilitud del modelo de señal nomi-
nal y Lb es la verosimilitud de la hipótesis de fondo. Es
decir, s+ b corresponde µ = 1 y Lb se re�ere a µ = 0. La
prueba estadística q por lo tanto se escribe de la forma

q = −2 ln

L

(
µ = 1,

̂̂−→
θ (1)

)

L

(
µ = 0,

̂̂−→
θ (0)

) = −2 lnλ (1) + 2 lnλ (0) .

(71)
Al asumir la aproximación de Wald (29), q está dada

por

q =
(µ̂− 1)2 − µ̂2

σ2
=

1− 2µ̂

σ2
, (72)

donde σ2 es la varianza de µ. Como µ sigue una distri-
bución Gaussiana, la distribución de q también es Gaus-
siana, con un valor medio de

E [q] =
1− 2µ

σ2
, (73)

y una varianza de

V [q] =
4

σ2
. (74)

Es decir, la desviación estándar de q es σq =
√

V [q] =
2/σ, donde la desviación estándar de µ̂ es σ, y se estima
al utilizar la segunda derivada de la función de verosi-
militud logarítmica descrita en la sección 4.1 o con los
métodos descritos en la sección 4.2. σ en general depen-
de de µ; aquí nos referiremos a estos como σb y σs+b para
µ = 0 y µ = 1, respectivamente.

De la ecuación (74) en la hipótesis s + b (µ = 1) los
valores de q tienden a ser más bajos, y para la hipótesis
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b (µ = 0) son más altos. Por lo tanto se encuentran los
valores p para las dos hipótesis a partir de las expresiones

ps+b =

∞∫
qobs

f (q|s+ b) dq = 1− Φ

(
qobs + 1/σ2

s+b

2/σs+b

)
,

(75)

pb =

qobs∫
−∞

f (q|s) dq = Φ

(
qobs − 1/σ2

b

2/σb

)
, (76)

donde se utilizaron las ecuaciones (74) y (75) para la
media y la varianza de q con las hipótesis b y s+ b.

Los valores p de las ecuaciones (76) y (77) incorpo-
ran los efectos de las incertidumbres sistemáticas con los
parámetros de perturbación

−→
θ . Los efectos de las incer-

tidumbres sistemáticas se tienen en cuenta mediante el
uso de las mediciones de control como la base de una
densidad Bayesiana a priori π

(−→
θ
)
, y la distribución de

q se calcula con el promedio Bayesiano [15]

f (q) =

∫
f
(
q|
−→
θ
)
π
(−→
θ
)
d
−→
θ . (77)

La pdf π
(−→
θ
)
utilizada en la ecuación (78) se obtie-

ne a partir de algunas de las mediciones que caracterizan

una función de verosimilitud L−→
θ

(−→
θ
)
, y luego usarla pa-

ra encontrar π
(−→
θ
)
usando el teorema de Bayes [16�18],

π
(−→
θ
)
∝ L−→

θ

(−→
θ
)
π0

(−→
θ
)
. (78)

Aquí π0

(−→
θ
)
es la pdf inicial a priori. Esta pdf re�eja

conocimientos antes de llevar a cabo las mediciones de
control. En muchos casos, se toma como una constan-

te, en cuyo caso π
(−→
θ
)
es simplemente proporcional a

L−→
θ

(−→
θ
)
.

4.9. Sensibilidad experimental

Al caracterizar la sensibilidad de un experimento, se
está interesado no en el signi�cado obtenido a partir de
un único conjunto de datos, sino más bien en el signi�-
cancia esperada (más precisamente, la mediana) con la
que se rechazan valores diferentes de µ. En concreto, para
el caso del descubrimiento nos gustaría conocer la media-
na, con del modelo de señal nominal (µ = 1), con la que
se podría rechazar la hipótesis de fondo (µ = 0).

La sensibilidad de un experimento se ilustra en la �-
gura 2, la cual muestra la pdf para qµ al asumir tanto
un parámetro µ como un valor µ′ diferente. La distri-
bución f (qµ|µ′) se desplaza a mayor valor de qµ, lo que
corresponde en promedio a bajar los valores p. La sensi-
bilidad de un experimento se caracteriza al dar el valor
p correspondiente a la mediana qµ suponiendo el valor

alternativo µ′. A medida que el valor p es una función de
qµ, esto es igual al valor p de la mediana asumiendo µ′.

En el resto de esta sección se describen los ingredien-
tes necesarios para determinar la sensibilidad experimen-
tal (descubrimiento de la mediana o la signi�cancia de
rechazo).

Figura 2: Ilustración del valor p correspondiente a la me-

diana de qµ asumiendo un parámetro µ′.

4.10. La signi�cancia de la mediana de valo-
res Asimov en la prueba estadística

Al utilizar el conjunto de datos Asimov se obtienen
los valores de la mediana de q0, qµ y q̃µ, y ello conduce a
expresiones simples para la correspondiente signi�cancia
de la mediana. A partir de las ecuaciones (54), (61) y
(69) el signi�cado de Z es una función de q, y por lo tan-
to la mediana Z está dada por la función de la mediana
de q. Para el descubrimiento al usar q0 se quiere la �me-
dian discovery signi�cance� al asumir un parámetro µ′ y
para los límites superiores se está interesado en la zona
de rechazo de la signi�cancia de la mediana al suponer
µ′ = 0 , med [Zµ|0]. Para estos valores se obtiene

med
[
Z0|µ′] = √

q0,A, (79)

med [Zµ|0] =
√
qµ,A. (80)

Cuando se usa q̃µ para establecer límites superiores,
la expresión general de la signi�cancia de exclusión Zµ

es algo más complicada dependiendo de µ′, pero en cual-
quier caso se encuentra mediante la sustitución de los
valores apropiados de q̃µ,A y σA en la ecuación (69). Pa-
ra el caso donde se desea la signi�cancia de la mediana
para µ al asumir datos distribuidos de acuerdo a la hipó-
tesis de fondo (µ = 0), la ecuación (69) se reduce a una
relación de la misma forma como la ecuación (61), y por
lo tanto se encuentra

med [Zµ|0] =
√

q̃µ,A. (81)
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4.11. Combinación de múltiples canales

En muchos análisis, se pueden combinar varios cana-
les de búsqueda. Para cada canal i hay una función de

verosimilitud Li

(
µ,

−→
θ i

)
, donde

−→
θ i representa el conjun-

to de parámetros de perturbación para el canal i-ésimo,
algunos de los cuales puede ser comúnes entre los ca-
nales. Aquí, el parámetro µ es el mismo para todos los
canales. Si los canales son estadísticamente independien-
tes, la función de verosimilitud completa está dada por
el producto sobre la totalidad de los canales, es decir:

L
(
µ,

−→
θ
)
=
∏
i

Li

(
µ,

−→
θ i

)
, (82)

donde
−→
θ i representa a todos los parámetros de perturba-

ción. Por consiguiente, el cociente de verosimilitud λ (µ)
es

λ (µ) =

∏
i Li

(
µ,
̂̂−→
θ i

)
∏

i Li

(
µ̂,

−̂→
θ i

) . (83)

Debido a que los datos Asimov no contienen �uctua-
ciones estadísticas, se tiene µ̂ = µ′ para todos los cana-
les. Además cualquiera de los componentes comunes de−→
θ i son los mismos para todos los canales. Por lo tanto,
cuando se utilizan los datos Asimov correspondientes al
parámetro µ′ se encuentra que

λA (µ) =

∏
i Li

(
µ,
̂̂−→
θ

)
∏

i Li

(
µ′,

−→
θ
) =

∏
i

λA,i (µ) , (84)

donde λA,i (µ) es la razón de verosimilitud Asimov sólo
para el i-ésimo canal.

Debido a esto, se determinan los valores de la rela-
ción de verosimilitud al entrar en (85) por separado para
cada canal, lo que simpli�ca la tarea de estimar la signi-
�cancia de la mediana que resultaría de la combinación
completa. Sin embargo, para encontrar la signi�cancia
del descubrimiento o de rechazo determinada a partir de
datos reales, hay que construir la función de verosimili-
tud completa que contiene un parámetro simple µ, y esto
debe ser utilizado en un ajuste global para encontrar el
cociente de la función de verosimilitud.

4.12. Variación estadística esperada (bandas
de error)

Mediante el uso del conjunto de datos Asimov �jo po-
demos encontrar la mediana, al suponer algún parámetro
µ de la signi�cancia del rechazo de un valor hipotético
µ. Incluso si el valor hipotético µ′ es correcto, los da-
tos reales contendrán �uctuaciones estadísticas, y por lo
tanto la signi�cancia observada no es igual a la mediana.

Por ejemplo, si la señal está, de hecho, ausente, pe-
ro el número de eventos de fondo �uctúa hacia arriba,
entonces el límite superior observado en el parámetro µ
será más débil que la mediana al suponer solamente el
fondo. La signi�cancia se espera que varie, una vez que se
tomen en cuenta las �uctuaciones esperadas en los datos.
Debido a que se tienen fórmulas para todas las distribu-
ciones de muestreo correspondientes, también se predice
cómo se espera que la signi�cancia debe variar ante la
suposición de una intensidad de señal dada.

Es conveniente el cálculo de bandas de error para la
signi�cancia de la mediana correspondiente a la variación
±Nσ de µ̂. Como µ se distribuye de forma Gaussiana,
estas bandas de error sobre la signi�cancia son simple-
mente los cuantiles que se asignan a la variación de µ̂ de
±Nσ acerca de µ′.

Para el caso de descubrimiento, esto es, una prueba
de µ = 0, de las ecuaciones (48) y (54) se tiene que la
signi�cancia Z0 es

Z0 =

{
µ̂
σ
, µ̂ ≥ 0,

0, µ̂ < 0.
(85)

Por otra parte la signi�cancia de la mediana se calcula
a partir de la ecuación (80), así los valores de signi�cancia
correspondientes a µ′ ±Nσ son

Z0

(
µ′ +Nσ

)
= med

[
Z|µ′]+N, (86)

Z0

(
µ′ −Nσ

)
= max

[
med

[
Z|µ′]−N, 0

]
. (87)

Para el caso de la exclusión (rechazo), cuando se utiliza
tanto la estadística qµ, así como q̃µ se encontró la misma
expresión para el límite superior con un nivel de con�an-
za de 1 − α, es decir, la ecuación (62). Por lo tanto, el
límite superior de la mediana al suponer un parámetro
µ′ se encuentra mediante la sustitución de esto para µ̂, y
bandas de error de ±Nσ se encuentran de manera similar
mediante la sustitución de los correspondientes valores de
µ′ ±Nσ. Es decir, el límite superior de la mediana es

med
[
µup|µ′] = µ′ + σΦ−1 (1− α) , (88)

y las bandas de error ±Nσ están dadas por

bandaNσ = µ'+ σ
[
Φ−1 (1− α)±N

]
. (89)

La desviación estándar σ de µ̂ se obtiene de los valo-
res Asimov de la prueba estadística qµ (o q̃µ) usando la
ecuación (32).



Rev. Inv. Fis. 27(3), (2024) 63

5. Conclusiones

Las pruebas estadísticas en física de partículas3 se
describen para su uso en la plani�cación y la realización
de una búsqueda de nuevos fenómenos. El formalismo
permite el tratamiento de las incertidumbres sistemáti-
cas a través del uso de la razón de funciones de verosimi-
litud. Aquí una incertidumbre sistemática es incluida en
la medida en que el modelo incluye un número su�ciente
de parámetros de perturbación de manera que por lo me-
nos en algún punto de su espacio de parámetros pueda
ser considerada como verdad.

En este artículo se deducen fórmulas aproximadas pa-
ra las distribuciones de las pruebas estadísticas utiliza-
das para caracterizar el grado de concordancia entre los
datos y la hipótesis que se prueba, así como las expresio-
nes relacionadas a los valores p y las signi�cancias. Los
estadísticos se basan en la razón de funciones de verosi-
militud y se pueden utilizar para una prueba bilateral de
un parámetro µ (tµ), una prueba unilateral para el des-
cubrimiento (q0), y una prueba unilateral para encontrar
un límite superior (qµ y q̃µ). El estadístico t̃µ se usa pa-
ra obtener un intervalo de con�anza "uni�cado", en el
sentido de que es unilateral o bilateral, dependiendo del
resultado de los datos.

También se proporcionan las fórmulas que permiten
caracterizar la sensibilidad de un experimento plani�cado
a través de la signi�cancia de la mediana de una hipótesis
dada bajo el supuesto de una diferente, por ejemplo, la
signi�cancia de la mediana con la que se podría rechazar
la hipótesis de fondo ante el supuesto de una cierta señal
de modelo. Estas explotan el uso de un conjunto arti�cial
de datos, el conjunto de datos "Asimov", que se de�ne
a �n de que los estimadores para todos los parámetros
sean iguales a sus valores verdaderos. También se dan
métodos para encontrar la variación estadística esperada
en la sensibilidad (bandas de error).

Apéndice: Prueba estadística −2 lnQ (mH)

La prueba estadística adoptada en la combinación de
datos LEP [36] es −2 lnQ, donde Q es la división de la
función de verosimilitud para la hipótesis de �señal +
fondo� y la función de verosimilitud para la hipótesis de
�fondo�, es decir

Q =
Ls+b

Lb
. (90)

Las funciones de verosimilitud agrupadas se de�nen por

L (µ) =

N∏
k=1

[µsk (mH) + bk]
nk exp [− (µsk (mH) + bk)]

nk!

nk∏
j=1

µsk (mH)Sk (
−→x ij ;mH) + bkBk (

−→x jk)

µsk (mH) + bk
. (91)

Donde µ = 1 en el caso de Ls+b y µ = 0 en el caso de
Lb. El índice k corre sobre todas las contribuciones inde-
pendientes al resultado combinado: a partir de diferentes
selecciones topológicas, los datos se toman a diferentes
energías del centro de masa y los datos recogidos en dife-
rentes experimentos. El símbolo N representa el número
de tales contribuciones ("canales"); nk es el número de
candidatos observados en el canal k y −→x jk designa la po-
sición x del candidato j del canal k en el plano de�nido

por las variables discriminantesmrec
H y G (véase [37]). Las

cantidades sk (mH) y bk son los tipos de señal y de fondo
integrados en el canal k. Las funciones Sk (

−→x jk;mH) y
Bk (

−→x jk) son las funciones de densidad de probabilidad
(PDF) de las variables discriminantes para la señal y el
fondo. Estos PDFs se evalúan en intervalos de mrec

H y G
de un conjunto de valores para mH con alguna interpola-
ción y procedimientos de suavizado aplicado [38, 39]. La
prueba estadística se puede escribir como

−2 lnQ (mH) = 2

N∑
k=1

[
sk (mH)−

nk∑
j=1

ln

(
1 +

s (mH)Sk (
−→x jk,mH)

bkBk (
−→x jk)

)]
, (92)

Así se convirte en una suma de contribuciones (pesos)
de los eventos observados individuales. La notación de la
ecuación precedente asume que las cantidades de fondo
relacionadas, es decir, bk y Bk (

−→x jk) no dependen demH .
En el citerio de selección en alguno de los canales son ex-
plicitamente dependientes de mH (las investigaciones de

L3 y OPAL en el cuarto canal tienen esta propiedad), bk
y Bk (

−→x jk) se reemplazan por , bk (mH) y Bk (
−→x jk;mH).

La presencia de una señal se in�ere a partir del com-
portamiento de la con�anza 1 − CLB para la hipótesis
de fondo (también llamado valor p, véase Ref. [40]), la
cual es obtenida, por una masa de prueba dada, median-

3Se fundamenta en el formalismo Lagrangiano de las teorías de campos [19�35].
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te la integración de la correspondiente PDF desde −∞
al valor observado de la prueba estadística. Las PDFs
se obtienen a partir de simulaciones detalladas de expe-
rimentos, dada la hipótesis de fondo. Si la hipótesis de
fondo es correcta, 1 − CLb se distribuye uniformemente
entre cero y uno; la mediana de la distribución sería 0.5.
En presencia de una señal signi�cativa 1−CLb sería muy
pequeño para la masa de prueba correspondiente.

El límite de rechazo (exclusión) frecuencial por lo ge-
neral se calcula a partir de CLs+b para la hipótesis de
la señal más el fondo la cual, por una masa de prueba
dada, se obtiene integrando la correspondiente PDF con
el valor observado de la prueba estadística para +∞. La
hipótesis de la señal más el fondo se rechaza al nivel de

con�anza del 95% si la observación se hace tal que CLs+b

es menor que 0.05. Sin embargo, este procedimiento pue-
de dar lugar a la posibilidad no deseada de que una gran
�uctuación hacia abajo del fondo permitiría a la hipótesis
ser rechazada para la cual el experimento no tenga nin-
guna sensibilidad debido a la pequeña rapidez de la señal
esperada. Este problema se evita mediante la introduc-
ción de la relación de CLS = CLs+b/CLb. Ya que CLb

es un número positivo menor que uno, CLs siempre será
mayor que CLs+b, y el límite obtenido será conservativo.
Se adopta esta cantidad para establecer los límites de re-
chazo y se considera una hipótesis que debe rechazarse en
el nivel de con�anza del 95% si el valor correspondiente
de CLs es inferior a 0.05.
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