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Resumen

En este trabajo se busca dar una descripcién de la geometria del espacio-tiempo y de sus propiedades
fundamentales en el exterior del agujero negro de Reissner-Nordstrom-De Sitter (RNdS) en relaciéon a
sus respectivos horizontes de sucesos. Para este fin, efectuamos la correspondiente transformacion a las
coordenadas de Kruskal, lo que nos permite analizar de manera plena y consistente desde el punto de
vista fisico el comportamiento de la estructura causal en torno a los horizontes mencionados y en todo
el continuo del espacio-tiempo referido. Posteriormente, empleando las ecuaciones de campo de Einstein
y conjuntamente las que rigen el comportamiento de los campos gravitatorios en el limite Newtoniano
no relativista, se logra obtener la forma exacta del potencial gravitacional de RNdS. Por tltimo, con
esta tltima expresion, podemos analizar de manera tanto cualitativa como cuantitativamente la verda-
dera influencia que puede presentar una constante cosmoldgica positiva dentro del campo gravitacional
producido por una distribucién de masa cargada, esféricamente simétrica y en reposo.

Palabras clave: Agujero negro de RNdS, coordenadas de Eddington-Finkelstein, coordenadas de Krus-
kal, estructura causal, potencial gravitacional, limite Newtoniano, potencial Newtoniano, potencial no-
Newtoniano.

Geometric properties and gravitational potential of
Reissner-Nordstrom-De Sitter space-time

Abstract

This paper seeks to give a description of the geometry of space-time and its fundamental properties
outside the Reissner-Nordstrom-De Sitter (RNdS) black hole in relation to their respective event hori-
zons. For this purpose, we carry out the corresponding transformation to the Kruskal coordinates, which
allows us to fully and consistently analyze from the physical point of view the behavior of the causal
structure around the mentioned horizons and throughout the continuum of the referred space-time. Sub-
sequently, using Einstein’s field equations and jointly those that govern the behavior of gravitational
fields in the non-relativistic Newtonian limit, it is possible to obtain the exact form of the gravitational
potential of RNdS. Finally, with this last expression, we can analyze both qualitatively and quantita-
tively the true influence that a positive cosmological constant can have within the gravitational field
produced by a charged mass distribution, spherically symmetric and at rest.

Keywords: RNdS black hole, Eddington-Finkelstein coordinates, Kruskal coordinates, causal structure,
gravitational potential, Newtonian limit, Newtonian potential, non-Newtonian potential.
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1. Introduccién

El estudio del comportamiento de la estructura cau-
sal en el exterior de agujeros negros carentes de todo
tipo de movimiento y esféricamente simétricos acoplados
a la influencia de una constante cosmologica positiva,
no es un tema nuevo dentro de la fisica tedrica. Duran-
te décadas los trabajos relativos a esta area especifica
de investigacion, dentro del marco de la teoria clasica
de campos relativista, se han venido desarrollando en su
mayoria sobre la base de un enfoque preferentemente y
casi exclusivamente geométrico [1-6]. En tal sentido, la
transformacion al sistema de las coordenadas de Krus-
kal nos permite llevar a cabo dicha descripcién en todo
el espacio-tiempo infinito posible, incluso en los propios
horizontes y con ello, como es sabido, evadir las llama-
das singularidades coordenadas. Posteriormente, la apli-
cacién de la técnica de compactificacion conforme nos
permite [levar ese infinito a un nuevo formalismo y con
esto proyectarlo dentro de una estructura geométrica fini-
ta, lo cual nos permite poder analizar de manera exacta y
precisa la relacion existente entre los puntos pertenecien-
tes a las distintas regiones comprendidas en el exterior
de todo agujero negro y obtener con esto los diagramas
de Carter-Penrose [7,8,13,16].

El método descrito, reproducido de manera casi
idéntica por numerosos investigadores a lo largo de
las ultimas décadas, ha permitido la descripcién de-
tallada de las propiedades geométricas de estructu-
ras espacio-temporales estaticas y esféricamente simé-
tricas tales como los agujeros negros de Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom (RN) sub-extremal, extremal, sobre-
extremal, Schwarzschild-De Sitter, Reissner-Nordstrom-
De Sitter (RNdS) y asi como sus correspondientes casos
anti-De Sitter (AdS) [3,9,14]. No obstante, en los l-
timos afios numerosos autores han experimentado otros
métodos alternativos, tales como la aplicacién de méto-
dos perturbativos en torno a las métricas de RN y RNdS
-lo cual ha permitido la linealizacién de las ecuaciones
de campo de Einstein-Maxwell- [15], logrando con ello la
obtencién maés sencilla de soluciones. Por otro lado, em-
pleando las propiedades geométricas del vacio esférica-
mente simétrico, impuestas por el espacio-tiempo de De
Sitter, asi como las propiedades de simetria de su tensor
de energia-momento -el cual es como sabemos, proporcio-
nal al tensor métrico mediante una densidad de energia
que resulta siendo constante y positiva de acuerdo con
lo establecido por el modelo de la materia oscura fria
incluyendo la constante cosmolégica (ACDM)- es posi-
ble obtener la solucién de Schwarzschild-De Sitter y con
estas mismas ecuaciones describir la geometria de este
tipo de espacio-tiempo, tanto fuera, como dentro de di-
cha distribucion esféricamente simétrica en términos de
su correspondiente densidad y presion isotropicas [12].

El estudio de la estructura causal no solamente se
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limita y orienta a la descripcién del aspecto puramen-
te geométrico en s7 mismo alrededor de una determina-
da singularidad, sino en ocasiones se suele abordar pa-
ra entender tanto la dindmica como la termodinamica
relacionadas con los agujeros negros. Asi tenemos que,
en la descripcion de las propiedades termodinamicas de
multiagujeros, en el limite de los llamados agujeros ne-
gros extremos (en los cuales se satisface en particular
que M = |Q|, para casos tales como los de RN y RNdS,
y en general, que M = |\/Q? + P?|, donde P viene a
ser la carga magnética de la distribucién, consecuencia
del momento angular de la misma), las soluciones de
Majumdar-Papapetrou ofrecen una muy util herramien-
ta de descripcion [18]. Adicionalmente sabemos que, un
correcto uso de las técnicas de transformacién nos per-
mite conocer como cambian los parametros opticos (tales
como el indice de refraccion y el angulo de deflexion) de
las lentes gravitacionales en los espacios-tiempos curvos
de Schwarzschild y de RN bajo el efecto e influencia de
una constante cosmologica positiva [10,11].

Como hemos podido notar la cosmologia fisica, en el
marco de la teoria clasica de campos, dispone de una gran
variedad de métodos y enfoques distintos para abordar
el andlisis de la estructura causal en torno a los hori-
zontes de distintos tipos de agujeros negros estaticos y
esféricamente simétricos, acoplados a la influencia de un
parametro cosmoldgico tanto positivo como negativo, con
el objetivo de lograr la descripcién no sélo de sus propie-
dades geométricas, sino ademés en base a éstas mismas,
la de sus correspondientes propiedades tanto dindmicas
como inclusive termodindmicas. En tal direccién, en la
tercera seccion del presente trabajo de investigacion se
desarrolla un analisis pormenorizado del comportamien-
to de la estructura causal en torno a los distintos ho-
rizontes que envuelven la singularidad de RNdS sobre
la base de un enfoque preferentemente algebraico, mas
que geométrico. La razon de ello radica en la necesidad
de obtener nuevas herramientas precisas de descripcién,
que nos permita interpretar de forma méas directa tanto
en el aspecto cuantitativo como cualitativo, en particu-
lar, lo referente a los problemas especificos concernientes
con el intercambio de la informacién con los distintos ho-
rizontes que envuelven a dicha singularidad (para lo cual,
en la segunda seccion efectuamos previamente las trans-
formaciones requeridas de la solucién obtenida de RNdS
en coordenadas esféricas al sistema de las coordenadas
de Eddington-Finkelstein y posteriormente al sistema de
las coordenadas de Kruskal sefialadas); asimismo, en la
cuarta seccién se desarrolla el estudio del comportamien-
to del potencial gravitacional en el exterior de la misma,
incluyendo en él la influencia de una constante cosmolo-
gica positiva [13,17]. Finalmente, en la seccion referente
a las conclusiones, enfatisamos los principales alcances
e implicancias derivadas de los resultados obtenidos en
este trabajo de investigacion.
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2. La solucion de RINdS en las coordena-
das de Kruskal

Partimos del elemento de linea ds®> que nos describe
la métrica del espacio-tiempo en el exterior de un agujero
negro de RNdS expresada en coordenadas esféricas:

2
d82=—(1—ﬂ+%—ér2>dt2+
r T 3

donde A = cte, A # 0,A > 0.

A continuacion extraemos de (1) la correspondiente
funcién métrica f(r), la cual se encuentra igualmente de-
finida en coordenadas esféricas como:

r? —2Mr—|—Q2 — %7‘4

r2

flr) = (2)

Como se puede observar, al encontrarse dicha funci6on
métrica definida en términos de un polinomio de cuar-
to grado, esto implica que existen 4 raices reales que la
hacen nula, y con ello, en cada una de las cuales se ob-
tiene como resultado una singularidad coordenada en la
métrica (es decir, ds®> — 00). No obstante, no todas las
cuatro raices que satisfacen la nulidad de la funcién mé-
trica f(r) mencionadas corresponden a los radios fisicos
de los respectivos horizontes de sucesos que envuelven a
la singularidad de RNdS.

Asi tenemos que, como bien lo seflalan de manera en-
fatica C. Gonzalez y B. Koch [21], una de estas 4 raices
resulta siendo negativa, con lo cual no logra satisfacer (a
pesar de ser real) el caracter positivo requerido para defi-
nir el radio de un horizonte fisico. Por otro lado, se tiene
que su valor absoluto nos define el radio de una esfera de
fotones: esto es, una superficie sobre la cual (debido a la
inmensa gravedad existente en dicha region) los fotones
se encuentran confinados a describir orbitas circulares de
caida libre alrededor de la singularidad. Debido a la per-
manente inestabilidad de las orbitas, tanto dentro como
fuera de la esfera, se descarta a dicha superficie como un
horizonte fisico (M. Mokdad [22]).

De modo tal que en el caso de RNdS so6lo se conside-
ran 3 horizontes a saber: el horizonte interior de radio r—
también llamado horizonte de Cauchy, el horizonte exte-
rior de radio r4 y un horizonte cosmolégico de radio 7 .
Con tales cambios, la funcion métrica se reescribe ahora
como:

23

donde en general se asume:

m_,r_,r; € R,
T+,r,,r/+ = ctes,
e F o Fr
re,r—, 14 #0,
7'+,r_,r/+ > 0.

Puesto que el elemento de linea que estamos definiendo
corresponde al caso de un agujero negro estatico y con al-
tas propiedades de simetria esférica, entonces la métrica
es de la forma genérica:

ds® = — f(r)dt® + f(r)"'dr® + r2dQ>. (4)

Con esto de (3) tenemos:

ds? = _(r=r(r ;27"7)(7“ - 7”+)dt2 +

2
r

Ty S A

Considerando ahora el caso especial de las particulas
carentes de masa en reposo, al encontrarse éstas gober-
nadas por el intervalo tipo-luz, y omitiendo sin perder
generalidad la parte angular de la métrica dada en (5),
podemos obtener:

dt r?
dr i(r —ry)(r—r_)(r— r;)

; (6)

integrando obtenemos la forma exacta de las geodésicas
radiales nulas en coordenadas esféricas:

T2

tzi/(r—u)(r—n)(r—r;)

t=2(kyIn|r—ri|—k—1In |r—7“,|+f<;;_ In |7‘—r:‘_|)+CTE.
(7)
En (7) el signo (+) denota a las geodésicas radiales nulas
salientes (aquellas trayectorias luminosas que parten de
los puntos de interseccién y que se extienden hacia el in-
finito), mientras que el signo (-) nos denota a las geodési-
cas entrantes (aquellas trayectorias de luz que provienen
del infinito y que concluyen en los puntos de intersecciéon
sefialados). Donde como sabemos, en dichos puntos de
interseccion se forman los llamados conos de luz.

De la expresion (7) es facil deducir que a medida que
nos alejamos de los horizontes los conos de luz se abren,
en cambio, a medida que la distancia hacia cualquiera de
estos distintos horizontes se reduce los conos comienzan
a comprimirse hasta finalmente cerrarse por completo
al llegar finalmente a la superficie de dichos horizontes.
Lo cual significa que en los horizontes (es decir, cuan-

dr,

!
do r = rq,r_,r,) dichas geodésicas no pueden escapar
de los conos. Con ello, la luz -a pesar de ser lo méas ra-
pido que existe en el universo- no posee la capacidad
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de comunicarse con ningin punto arbitrario del espacio-
tiempo exterior a cada uno de los 3 horizontes de sucesos
sefialados. Esto implica que la informacion pierde toda
capacidad y posibilidad de comunicacién y por lo tanto
de conexion causal fuera de cualesquiera de los 3 hori-
zontes que envuelven a la singularidad de RNdS cuando
es enviada desde estos mismos horizontes.

Consistentemente con esto, toda sefial de periodo pro-
pio Ar finito que se propaga a la velocidad de la luz que
es enviada desde alguno de estos 3 horizontes presenta
un corrimiento infinito al rojo para cualquier observador
arbitrariamente lejano, puesto que dicho observador no
puede recibir tal seflal al cabo de un tiempo finito, sino
que mas bien dicho periodo At — oo.

Tal dltimo resultado viene a ser la estructura causal
del agujero negro de RNdS expresada en coordenadas es-
féricas, expresion que se puede derivar directamente de
la métrica dada en (5) al considerar ahora dentro de ella
a la distancia r como constante y volviendo a prescindir
de la parte angular de la misma, asi tenemos:

gst = T =)o) e

Con esto:

Yo = —re—rl)

dr = dt.
r
Integrando se logra obtener:
At = " Ar, (8)

V=) =) —r))

donde, como se sefial6, asumimos en general que el pe-
riodo propio A7 de la sefial enviada siempre seré finito.
De (8) podemos observar que dicho periodo propio At
no puede ser eventualmente nulo, puesto que este he-
cho implica que la sefial electromagnética (y con esto la
informacion) que es enviada desde cualquiera de los 3
horizontes senalados, llega instantaneamente a cualquier
punto arbitrario del espacio-tiempo exterior al horizonte,
sin importar cuén distante pueda encontrarse respecto a
este (caso como sabemos correspondiente a un periodo
At igualmente nulo). De modo tal que, asimismo, tene-
mos necesariamente que asumir en general: At # 0.
Hasta aqui podemos observar la singularidad de la
métrica de RNdS dada por (5) y con ello el colapso de
la propia estructura causal y, como consecuencia de esto
tltimo, la imposibilidad del intercambio de informacion
hacia el exterior del horizonte del agujero negro de RNdS
definida por las expresiones (6), (7) y (8) al evaluar es-
tas ecuaciones en cada uno de los respectivos horizontes
de sucesos. Dichos resultados, como es facil de deducir,
son la consecuencia directa del tipo de sistema de coor-
denadas empleado para describir el comportamiento de
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la estructura causal relativa a dichos horizontes referi-
dos; por lo que podemos concluir que el anélisis de di-
cha estructura causal empleando el sistema esférico solo
nos arroja singularidades coordenadas, mas no verdade-
ras singularidades de naturaleza fisica. En este punto es
claro, entonces, que debemos necesariamente efectuar la
respectiva transformaciéon de coordenadas que nos per-
mita pasar del sistema de coordenas esféricas (¢,r,0, ¢)
al sistema de las coordenadas de Kruskal (V, U, 0, ¢) rela-
tivo a cada horizonte especifico y con esto, poder dar esta
vez una descripcion fisica que sea realmente coherente en
todo el continuo del espacio-tiempo.

Para esto, efectuamos primero la transicion del sis-
tema esférico al de las coordenadas de Eddington-
Finkelstein (E-F) las cuales vienen definidas mediante:

v=1t+¢(r)
p=t- €0, ©)

donde &(r) es la coordenada de Regge-Wheeler, también
conocida como coordenada tortuga. Diferenciando v y p,
tras efectuar el respectivo producto y luego reemplazarlo
en la forma general dada en (4) se obtiene:

ds? = —f(r)dvdu — f(r)€2dr® + f(lr) dr? + 292, (10)
Imponiendo ahora la siguiente condicién coordenada:
' 1
r) = . 11
Reemplazando (11) en (10) obtenemos:
ds® = — f(r)dvdp + r*dQ? (12)

y luego sustituyendo (3) en (12) finalmente se logra ob-
tener la forma de la métrica de RNdS en las coordenadas
de (E-F):

r—ry)(r—r-)(r—r
ds? = ( +) - I +)dvdu +7r2d0°. (13)
Empleamos ahora la condicién dada en (11). Sustituyen-
do en ella la funcion métrica f(r), despejando e integran-
do obtenemos:

7,2

5“):/kr—m4v—r4w—rp

efectuando:

dr, (14)

Ery=rkyln|r—ry|—k_In|r—r_ |+/-z,+ In \rfr;\JrC’TE,

(15)

donde aqui:

2
T
Ry = 7+/,
(rp—r_)(ry—ry)
2
e
K= —————— 7,
(rg—r_)(r——ry)
/ 2
— T+
K

- (r+—7‘/+)(r, —r:r) ’

’
con K4, K—, Ky = ctes.
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Ajustamos de manera adecuada la constante de inte-
gracién a la forma:

CTE=—kiln|ry|+k-In|r_| — m; ln\r:r|‘

La introducimos en la expresion (15), con esto la coorde-
nada tortuga se reescribe entonces como:

£(r) =kt In UL 3 P P 7'—&—&;111 T_,
T+ T+
(16)
Por otra parte, recordando:
1
§0) = 5 (v = 1),

Comparando ambas expresiones tenemos:

’

v—p = 2Ky In r ;er' 9k In | = ‘—0—21-@; In ‘ r ;,TJF
- +
(17)

A partir de aqui efectuamos la requerida transformacion
a las coordenadas de Kruskal (V, U, 0, ¢) correspondiente
a la métrica de RNdS, obtenida en coordenadas esféricas
(t,r, 0, ¢), relativa a cada uno de los 3 horizontes halla-
dos. Asi tenemos:

.Para el horizonte exterior de radio 74:

Partimos de la relacion general dada por (17), divi-
diéndola entre 2k, agrupando y despejando tenemos:

, -t
r—ry =Ty k4
’
T+ ™ 1 —
+ (v—p)
i B a0 (18)
r—r_ |k}

Puesto que, lo que buscamos es analizar el comporta-
miento de la métrica del agujero negro de RNdS fuera
de cada horizonte y no dentro o detras de estos, entonces
esto implica necesariamente:

T—=T4 | _ T—T4
r>ry — T+ = o
T—7r_ T—7T_
T>Tr- = | =,
, 7/ 7/
= T—T
rT>ry — | = —+
T+ ’l‘+

Reemplazando esto y efectuando se obtiene:

!
PN
( r—ry ) r—ry \ "+
I+
T+ Lo Lo
— .
r—r_\ rq
T_
Con esto, las respectivas coordenadas de Kruskal relati-

vas a este horizonte especifico (V,U™,0, ¢) vienen da-
das por:

1

Vi =em, (20)
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S

Ut =—e ", (21)
Con lo cual podemos asimismo expresar, reciprocamen-
te, las coordenadas de Eddington-Finkelstein v y © en
términos de las respectivas coordenadas de Kruskal V'
y U como:

v =2kt In|VT] (22)

p=—2k In|UT|. (23)

Sustituyendo (20) y (21) en la expresion (19) se obtiene:

’
e

/ <
r—rg r—ry m4
T+ r
+

V+U+ - _

(24)

Invirtiendo dicha expresion:

()"
1 r_
= . 25
VEUE 7 (25)

(ﬂ) Ty |

T "

Diferenciando ahora las coordenadas de Kruskal pode-
mos obtener:

4K2
V+U+
Sustituyendo luego el resultado (25) en la expresion (26)
obtenemos:

dvdp = — dvraut. (26)

"
(r—r_)™ryry "+
’

dvdp = 4K7 avrtdut.  (27)

” K_

(r—ry)(r—rl)=+r"t

Finalmente, reemplazando el resultado (27) en la expre-
sion (13), se obtiene el elemento de linea ds® que nos
describe la geometria del espacio-tiempo en el exterior al
horizonte de sucesos externo de radio r4 en términos de
las coordenadas de Kruskal relativas a dicho horizonte
(V*,U*,0,8), el cual viene dado por:

1+ 2= ;1" , o

ds2:f4n2+(rir7) +(7':7“+)

dVTdUt +r2d0°. (28)

Proponiendo ahora las siguientes coordenadas de Krus-
. . . /
kal relativas a los restantes horizontes de radios r— y r

tenemos: §

v

V. = 67 2Kk _
M (20)
= —e“"— s

- (30)
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y empleando el mismo procedimiento anteriormente des-
crito para el primer horizonte, podemos hallar la forma
exacta de la métrica correspondiente a los horizontes res-
tantes, expresada en el sistema de las coordenadas de
Kruskal relativas a cada uno de ellos:

et ’ 1+K7+
r—r f-(r—r A _ _
ds* = 452 T =T) - (r=ry) dv—dU
e
ryor
+r2dQ?, (31)
S i
K K
d82:—41€l+2(r ) +(7;_7“*) tryry
r“:rTQ

AVt au™ +r2d0*. (32)

En ciertos casos es bastante conveniente y ttil ex-
presar las coordenadas de Kruskal (V, U, 0, ¢) empleando
para este fin un nuevo sistema de coordenadas (7, X), en
donde T venga a ser la coordenada como de tiempo y X
sea la coordenada como de espacio. Esta nueva forma de
representar a las coordenadas de Kruskal nos permitira
trazar los diagramas de Kruskal, con el objeto de estu-
diar los diferentes tipos de trayectorias geodésicas que
podrian ser descritas en el espacio-tiempo. Asi tenemos
que tales coordenadas se definen como:

X=XV+U)

T=31V-U). (33)

Con esto, las antiguas coordenadas de Kruskal (V,U)
quedan ahora definidas en términos de este nuevo tipo
de coordenadas (7', X) de la siguiente manera:

V=X+T
U=X-T. (34)
Con esto obtenemos:
dVdU = dX? — dT>. (35)

Asi tenemos que, para el horizonte exterior cuyo radio es
r4, no se pierde generalidad alguna si ahora hacemos el
cambio de (V,U) por (V*,UT):

Vt=X4+T
Ut=X-T.
Entonces:
dVT =dX +dT
dUT = dX — dT,
dvTdUt = dx? — dT?. (36)
Asimismo:

ViUt =x? - 12 (37)
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y sustituyendo los resultados (36) y (37) en las expresio-
nes (28) y (24), respectivamente, obtenemos:

’ ’
i St St
1+K/ ! 17& /m
2 2 (T — 7= +7‘+7‘ +
ds :74/@_( ) = +

(—dT? + dX?) 4+ r2dQ?, (38)

(PT+ ) r—ry \ *+
T+ 7‘;
— )
(=)
rT_

De igual forma, empleando el mismo procedimiento se-

nialado, las ecuaciones para el resto de los horizontes ven-
dran dadas por las siguientes expresiones:

T2 _ X2 —

(39)

Para el horizonte de Cauchy, cuyo radio es r_:

!
" "
Ot ;14—
r—r = (r—r R
ds? = a2 =) ( : +) y
Lo
L
roory e

(—dT? +dX?) +72dQ%,  (40)

T? - X? = (%) . (41)

K —+
r—ry \ F_ T*”“; -
T+ r/+

!
Para el horizonte cosmolégico de radio r:

K K _ —
-5t 1+—

7
. K ’
ds? — —4/1;2 (r—ry) "t(r—r) "+rfry
- K

T2 - X? = — . (43)

Habiendo efectuado la transformacion requerida de la so-
lucién exacta del agujero negro de RNdS obtenida en
coordenadas esféricas al sistema de las coordenadas de
Kruskal, en relacion a los horizontes que envuelven a di-
cha singularidad, estamos listos ahora para analizar las
propiedades mas importantes de su estructura causal en
torno a cada uno de los horizontes mencionados mediante
el empleo de las coordenadas de Kruskal.
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3. Estructura causal del agujero negro
de RINdS en las coordenadas de Krus-
kal

Puesto que nos disponemos a describir la clase de tra-
yectoria que describen las particulas sin masa en reposo
sobre el espacio-tiempo, esto es la forma exacta de las
geodésicas radiales nulas, debemos considerar al inter-
valo tipo luz en la métrica relativa al horizonte exterior
de radio r4+ dada en (38) omitiendo, sin perder con ello
generalidad, su respectiva parte angular. Asi tenemos:

dl' = +dX.

Integrando:
T =+X + cte, (44)

que viene a ser la forma mas general de las geodésicas
radiales nulas, que nos definen la forma de las trayec-
torias de la luz en el espacio-tiempo curvo de RNdS en
torno a su horizonte exterior de radio 74, expresadas en
las coordenadas de Kruskal del tipo (7, X). Luego, eva-
luando la relacién dada por (39) en el horizonte de radio
r4+ tenemos:
En el horizonte exterior: r = r4

T? - X? =0,
T =+X. (45)

Con esto tenemos que, las superficies con r = r; vienen a
ser geodésicas radiales nulas cuya forma exacta, expresa-
da en las coordenadas de Kruskal del tipo (T, X), es dada
por la expresion (45). Asimismo, aquellas superficies en
las cuales la distancia r es constante y distinta al hori-
zonte dado corresponden a hipérbolas. Esto se obtiene
considerando que r = ro = cte, tal que:

ro FE Ty
o > T+.

Aqui s6lo se estudia el comportamiento de la métrica
fuera de los horizontes y no detrds de estos. Y reempla-
zando esto en la expresion (39) se obtiene la ecuacion de
la siguiente hipérbola:

T° - X’ =0,. (46)
Con o4 = cte
(rru) (rofr_*_) e
T+ v
04+ = t ’ (47)

ro—r_\ "y
T_
donde es facil observar que las geodésicas radiales nulas

dadas por la ecuacion (45) vendran a ser las asintotas a
estas hipérbolas en los respectivos diagramas de Kruskal.
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De las relaciones dadas en (33) dividiendo ahora X y T
y a continuaciéon haciendo el cambio (V,U) — (V*,U™)

tenemos:

X vt4+ut
T V+-UT
Reemplazando las respectivas coordenadas de Kruskal
VvVt y U™ dadas por (20) y (21), respectivamente y susti-
tuyendo a continuacién las correspondientes coordenadas
de Eddington-Finkelstein dadas por (9) se obtiene:

_1 4 __1 4
X eyl _ o Ty

T - 1

t R
e2n+ _|_e 2m+

de donde se obtiene directamente:

X 1

Esta tltima expresion es la relacién general para el caso
especifico relativo al horizonte exterior cuyo radio es r.

Por otro lado, ya sabemos que las geodésicas radiales
nulas descritas por aquellas sefiales luminosas que sean
enviadas exactamente desde este mismo horizonte vienen
dadas por la expresion (45):

T=+X<sr=r4.

Esta dltima relacién puede ser reescrita como:

X
7= E (49)

Con esto, proponiendo ahora el empleo del siguiente an-
zats de igualacion entre las expresiones (48) y (49) llega-
mos a obtener:

1

Por lo tanto, la expresion (50) solo es valida tnicamente
para el caso especial de aquellas sefiales luminosas que
son enviadas o emitidas desde el horizonte de sucesos ex-
terior de radio r4. Diferenciando:

sech’ (Lt> dt = 0. (51)

2I€+

Al encontrarnos tratando el caso particular de las sefiales
luminosas, recordemos que éstas se encuentran goberna-
das por el intervalo tipo-luz, asi tenemos:

dr = 0. (52)
Luego, comparando (51) y (52) se obtiene:

sech? Lt dt = dr.
2li+

Integrando este resultado:

At 1 AT
/ sech?® (—t) dt = / dr,
0 264 0
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entonces con esto:

1 1
tanh [ — At | = —AT. 53

an (2/~€+ ) 2/‘€+ T ( )
Aplicando ahora la respectiva funcion hiperboélica inver-
sa, esto resulta finalmente:

At = 2k tanh ™! (LAT) . (54)
2I~€+
De esta tltima expresion podemos concluir que es posi-
ble recibir una sefial que se propaga a la velocidad de
la luz -de periodo propio ATt finito y no nulo- que es
enviada desde el horizonte de eventos exterior de radio
r+ al cabo de un tiempo At finito, sin importar cuan
lejos nos encontremos de dicho horizonte especifico. En
consecuencia, dicha sefial luminosa no presenta para tal
observador lejano al horizonte desde donde fue enviada
un corrimiento infinito al rojo, al resultar ser el periodo
medido por este observador lejano At finito. Este resulta-
do so6lo es posible de obtenerse al estudiar la estructura
causal asociada al horizonte exterior r empleando las
coordenas de Kruscal (VT,U™) y (T, X) relativas a este
horizonte. A diferencia del sistema esférico (¢,r,0,¢) en
el cual -para el mismo caso fisico en el que la sefial es en-
viada desde el mismo horizonte r- tan sélo se obtienen
singularidades coordenadas, en el sistema de Kruskal, en
cambio, podemos ser capaces de obtener valores regulares
y finitos en todo el continuo del espacio-tiempo, incluyen-
do los propios horizontes. Esta forma de comportamiento
descrita de la estructura causal At relativa al horizonte
exterior de radio r4+ es extrapolable y se cumple de la
misma manera para los demas horizontes que envuelven
a la singularidad de RNdS, asi tenemos:
Relativo al horizonte interior o de Cauchy de radio
r_:

X 1

si la senal es enviada desde este mismo horizonte:

At = 2k_ tanh™! (%m) . (56)

. . L, . . /
Relativo al horizonte cosmolégico de radio r:

X tanh 1, t|, (57)
T 2K,

si la sefial es enviada desde el horizonte cosmoldgico:

At =2, tanh ! [ A7), (58)
+ 2K,

donde AT se asume en general como finito y no nulo.
De todo lo expuesto hasta aqui podemos concluir que
el agujero negro de RNdS puede enviar informacién desde
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su horizonte, capaz de ser recibida al cabo de un tiempo
At finito por cualquier observador que se encuentre fuera
de él, sin importar su lejania espacial y por lo tanto, el
estudio de su capacidad para intercambiar informacion
con su entorno o exterior dependera de manera crucial y
fundamental del sistema de coordenadas que se emplee
en dicha descripcion. Siendo en tal sentido, el sistema de
Kruskal el mas idoneo para describir de forma consistente
y coherente el comportamiento de su estructura causal.

Finalmente, de igual modo se cumple en relacién a
los horizontes restantes que la forma general de las geo-
désicas radiales nulas expresadas en las coordenadas de
Kruskal del tipo (7, X) son de la forma dada por la re-
lacion (44):

T =4+X + cte.

Mientras que, en particular, las geodésicas radiales nulas
correspondientes a las sup(/arﬁcies en las cuales se tiene
que la distancia » = r_,r, son de la forma dada por
(45):

T=+X

y por otro lado, andlogamente a lo que teniamos para
el horizonte exterior r, las superficies en las cuales te-
nemos que la distancia r es constante y distinta a los
restantes horizontes corresponden a trayectorias hiper-
bélicas en el espacio-tiempo de Kruskal dadas por:

T° - X’ =0_ (59)

() ~, )

K

Ky , £

TO—T4 | K- To—Tr -
T+ 'r;

T - X?=0,, (61)

con

o_ =

donde o_, U'/+ = ctes.

Habiendo detallado el comportamiento de la estruc-
tura geométrica del espacio-tiempo en la vecindad del
agujero negro de RNdS, podemos comenzar a estudiar el
efecto que puede tener la inclusién de la constante cosmo-
légica positiva dentro del campo gravitatorio producido
por esta singularidad, mediante el estudio del comporta-
miento de su respectivo potencial gravitacional.

4. Potencial gravitacional

Empezamos haciendo uso de la ecuacién de la geodé-
sica que, en general, para todo espacio cuadridimensional
de estructura geomeétrica arbitraria viene definida como:

d?z*
dr?
con A\, u,v=0,1,2,3.

+ Tt =0,
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Haciendo A =¢y py =v =0con i = 1,2, 3, esto se
reescribe como:

d2xi i
Py + Tho(u’)* = 0.
Con esto: ) )
d“x" 21i dt
dr2 +c FOO (E) = O7 (62)
por otra parte:
d?z’ _ d?z? ﬁ ﬁ n d:ciﬁ
drz — dt2 \dr dr dt dr?’
pero:
@t _
dr2 7
entonces:
o = cte,
=
con esto: ) )
d°z* dt .
dr?2 (E) @ (63)

sustituyendo (63) en (62):

dat\’ . o (dt)?
(E) a-+c FOO (E) —O

Dividiendo entre (%)2:

@=—cT}. (64)
Por otro lado: . .
F=-VU,,
donde: I
¢g - Egv
i= -V, (65)

y sustituyendo (65) en (64):
Vg = ’Tho, (66)

donde esta tltima expresiéon nos muestra de manera muy
elocuente y clara la equivalencia entre lo que llamamos el
potencial gravitacional y la deformacion en la geometria
del espacio-tiempo, cuando nos encontramos en el caso
correspondiente a la topologia de un espacio curvo. Aho-
ra, restringiendo ¢ so6lo a la coordenada radial r tenemos
que:
Coni=1:
81 (f)g = 021_‘(1)0.

Puesto que ¢4 es el potencial de un campo central:
bg = ¢g(r).
Con esto logramos deducir que:

by = c*Tlo. (67)
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Debemos observar, de manera no trivial, que si hubiése-
mos considerado dentro de la ecuacién de la geodésica
inicial las respectivas componentes tridimensionales de
la cuadrivelocidad p* y p la expresion (67) adoptaria la
siguiente forma:

(;5; = C2F(1)0 + Ujvkl_‘;k
7, k=1,23.

De tal manera que la ecuacién del potencial gravitatorio
¢4 quedaria sujeta a la expansiéon de las distintas com-
ponentes de la tri-velocidad v7 y v®-que incluirian ade-
més de la velocidad radial, adicionalmente el aporte de
las velocidades angulares en 6 y ¢- lo que traeria como
consecuencia la dependencia angular del potencial gra-
vitacional. Sin embargo como sabemos, dado que dicho
potencial viene definido por un campo de fuerza central,
este hecho implica que sélo depende de la coordenada
radial r. Siendo esta la razon fisica por la que se omite el
aporte de la tri-velocidad en la ecuacién de la geodésica.

El campo es estacionario y ademés la métrica de
RNdS es diagonal, con esto la conexién afin se reduce
tan solo a la forma:

1
Too = —591131900-

Ahora bien, sabemos que en el limite Newtoniano el cam-
po gravitatorio es débil [19,23], lo cual implica que:

Guv = Nuv + Ao
‘h‘/“/| < 17

V3¢, = 4nGp
Goo ~ V?goo,

W' =il < e
i=1,2,3.

Teniendo en cuenta:

gll — 7711 + hll

Iht <1,
goo = noo + hoo
|h00\ <1,
obtenemos: 1
Too = —§n1181h00~ (68)
Asumiendo signatura (+, —, —, —) en la métrica:
0" =m0 =1
n" =niy = —1,
tenemos: ]
oo = 201hoo. (69)

Debido a que el campo es central, entonces:

hoo = hoo(T)7
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1 1,
FOO = 5’100. (70)
Sustituyendo (70) en (67):
’ 1 ’
bg(r) = 502}1007

con esto: 1
dpy = = dhoo,

integrando obtenemos:

1
Pg(r) = §c2hoo + cte.

Puesto que en » — oo el potencial se anula localmen-
te en la region asintéticamente plana del espacio-tiempo,
en donde por ser la componente temporal de la pertur-
baciéon hgo sobre la métrica de Minkowski despreciable,
esto implica necesariamente la anulacién de la constante
de integracion:

Para r — oc:

¢g(7)]r—s00 = hoo(T)|r—00 = 0,

por tanto:
cte =~ 0,
con esto:
12
¢g(T) = 56 hoo.
Es decir:
2¢4(r
hoo = %5% (71)
pero:
hoo = goo — 1, (72)
sustituyendo (72) en (71):
2
oo = 1+ 207), (73)

Notar que si adoptamos en esta tltima expresién el po-
tencial de Newton, la componente temporal de la mé-
trica goo resulta siendo la correspondiente a la del caso
de Schwarzschild. No obstante, la expresion dada en (73)
constituye una definicién bastante general, extrapolable
a todo campo gravitatorio que, siendo producido por una
distribucion estatica y esféricamente simétrica, se defina
como un campo débil y estacionario [19,23]. Emplean-
do luego la soluciéon de RNdS con la misma signatura

(+7 T T _):

2 .
ds? = (1 WL E L”Q) 4t + gulda')’. (74)

Por otro lado, expandiendo el elemento de linea ds?, en
unidades naturales, sabemos que:

ds® = goodt2 + Gii (daﬁl)Z (75)
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Comparando (74) con (75) despejamos la componente
temporal de la métrica:

2
2M 9 —%ﬂ. (76)

=1 - — —_
goo . + )
Reemplazando la expresion (76) en (73) (expresandola

ahora en unidades naturales con ¢ = 1), obtenemos final-

mente: ,
_ M 1Q° A,

¢9(T) = 7 + 57”72 g’f‘ . (77)

Invirtiendo ahora la signatura y considerando en cambio

(—,+,+,+), tenemos que:

™ =moo = 1
1,

77“ = N

reemplazando esto en (68):

1.
oo = —§h007
reemplazando esto en (67):
’ 1 ’
bg(r) = *§C2h007

integrando:
1
Pg(r) = —502hoo + cte.

Del mismo modo, en el infinito se tiene que satisfacer
que:
$g = hoo = 0,

entonces cte ~ 0. Con esto:
1
¢g(T) = 7§C2h00.

Despejando hoo:

2
hOO = - (bgz(r)a
c

donde ahora:

hoo = goo + 1,
reemplazando este resultado en la expresiéon anterior:

goo = —(1 4 2¢,(r)). (78)

Luego, con la misma convencion de signatura

(—=,+,+,+) expresamos el elemento de linea ds® co-
rrespondiente a RNdS:

2 .
2M Q _%7;) dt2+g¢¢(dxz)2,

analogamente al caso anterior, comparando esta dltima
expresion con la expansion del elemento de linea:

ds® = goodt2 + gii(dxi)2,

se obtiene:
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sustituyendo este resultado en la ecuacion (78) obte-
nemos nuevamente el potencial gravitacional de RNdS
¢4(r) deducido en la expresion (77):

Por lo tanto, el potencial gravitacional en el exterior del
agujero negro de RNdS obtenido es invariante y por tanto
independiente de la convencion de signatura que se adop-
te. Se obtiene el mismo resultado dado por la expresién
(77), tanto empleando la convencion (4, —, —, —) corres-
pondiente a una contracciéon par del tensor de Riemann
que da como resultado ecuaciones de campo de la for-
ma G + Aguw = —SZTGTW (M. P. Hobson, pag 180,
[19]), como utilizando la convencion (—, +, +,+) corres-
pondiente a una contracciéon impar del tensor de Rie-
mann que da como resultado, por el contrario, ecuacio-
nes de campo cuya forma es G, + Agu, = 2227, (J.
B. Hartle, pag 480, [20]).

Si ahora derivamos ¢g4(r) tenemos que:

M Q* A

%o=72 T 3"

con esto:
M @
d¢g = (’["72 — ']"73 — gr) d?“,

integrando:

M 1@ A,

qﬁg(r)f—r +27“ 5" + cte. (79)

Con lo cual restituimos la expresion (77) anteriormente

obtenida, pero incluyendo esta vez adicionalmente una

constante de integracion arbitraria, la cual podemos ca-

librar o escoger a conveniencia del siguiente modo:
Haciendo:

cte = %MQ. (80)

Finalmente, sustituyendo (80) en (79) obtenemos:

(RNds) _ M 1Q% A o o
6oy = M TG A 0y e

5. Resultados y discusion

Se muestran dos formas distintas de diagramas de
Penrose para el espacio-tiempo curvo en el exterior de la
singularidad de RNdS obtenidas mediante compactifica-
ci6n conforme (figura 1y 2):
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Figura 1: Diagrama de Carter-Penrose para el agujero negro
de RNdS no extremal, obtenido por compactificacion confor-
me, cuyos horizontes son: el horizonte interno o de Cauchy r;,
el horizonte exterior rj, y el horizonte cosmolégico r¢. [15].

Figura 2: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de RNdS.
[16].

Geodésicas Salientes
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Figura 3: Comportamiento de las geodésicas radiales nulas
salientes en coordenadas esféricas alrededor del horizonte de
Cauchy con r— = 1.5 UA, horizonte exterior con r = 2.8
UA y horizonte cosmoldgico con r; = 3.4 UA. Observamos
como las trayectorias luminosas parten de los conos de luz,
correspondientes a cada uno de los 3 puntos de interseccion,
y se extienden hacia el infinito.
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A continuacion, el comportamiento de las geodé-
sicas para particulas sin masa en reposo en torno
a los tres horizontes de la singularidad de RNdS

considerada, se muestra en las figuras 3 y 4:
Geodésicas Entrantes
50
w0
30+
20 H
10
o
0]
20
20
40 T T T T T T T
1] 1 2 3 4 5 -] 7 a

HUA)
Figura 4: Comportamiento de las geodésicas radiales nulas
entrantes en coordenadas esféricas. Podemos observar cémo
las trayectorias luminosas llegan desde el infinito y se incrus-
tan en los respectivos conos de luz correspondientes al mismo
horizonte de Cauchy con r— = 1.5 UA horizonte exterior con
r4+ = 2.8 UA y horizonte cosmolégico con r;_ = 3.4 UA.

comportamiento que
gravitatorio de RNdS en
(A < 1) y gran-
tenemos que:

Finalmente, respecto al
exhibe el potencial
los limites de A pequeno

de (A > 1), respectivamente,

Potencial Gravitacional de RNdS
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ViiKg)
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De0D Sel2 1e13 15813 2e13
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Figura 5: Comportamiento del potencial gravitacional de
RNdS para valores muy pequefios de A > 0. Podemos obser-
var que, debido a que el orden de magnitud del parametro
cosmolégico es muy pequeno (A < 1), el potencial gravi-
tatorio de RNdS se reduce estrictamente al potencial New-
toniano 7%. Es decir, su valor varia en razén inversa con
la distancia y siendo negativo a lo largo de todo su recorri-
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do denota la presencia de un campo gravitatorio de caracter
tnicamente atractivo. Donde aqui: M = 9.94235 x 10'°® kg,
Q =2.3%x1019C, A = 1.1056 x 1052 m~—2, para una distancia
0<r<225x108 m.

Potencial Gravitacional de RNdS
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0=00 Se12 1e13 15013 2613
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Figura 6: Para ordenes de magnitud apreciables de A > 0
(A > 1), por el contrario, podemos observar que el poten-
cial gravitatorio de RNdS se encuentra asociado a un campo
de efecto repulsivo al ser positivo en todo su recorrido. No
obstante, decrece lentamente a medida que aumenta la dis-
tancia a lo largo de su respectivo comportamiento de tipo
parabolico. Donde se considera aqui A = 1.1056 x 1020 m—2,
M = 9.94235 x 10'° kg, para una distancia 0 < r < 2.25x 1013
m.
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Figura 7: Para ordenes de magnitud muy grandes de A > 0
podemos apreciar, en cambio, que cuando M < r el potencial
gravitatorio de RNdS adopta un comportamiento tipo anti-
De Sitter (AdS), dado que al mostrar tener una polaridad
Gnicamente negativa a lo largo de todo su comportamien-
to de tipo parabolico, se encuentra definido por un campo
gravitacional de efecto atractivo. Donde aqui consideramos
M = 9.94235 x 1010 kg, A = 1.1056 x 10%° m~2, para una
distancia 0 < r < 2.25 x 1013 m.
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6. Conclusiones

1. El elemento de linea ds?, que describe el comporta-
miento de la geometria del espacio-tiempo en el exterior
del agujero negro de RNdS, se convierte en una singula-
ridad y diverge en los 3 horizontes de sucesos de radios
r4, r— y r4, que envuelven, aislan o que protegen cau-
salmente a dicha singularidad, cuando éste elemento de
linea se encuentra expresado y definido en el sistema de
las coordenadas esféricas (t,r,0, ). No obstante, resulta
siendo finito y regular al evaluarlo en los 3 horizontes se-
nialados, cuando se le expresa y define en el sistema de
las coordenadas de Kruskal relativas a cada uno de es-
tos respectivos horizontes: (V,U",60,¢), (V~,U",0,¢),
(VY. U" . 0,¢) y asi como también cuando se le expre-
sa y analiza en el sistema de las coordenadas como de
tiempo y como de espacio (T,X). Presentando, en ge-
neral, la forma de comportamiento descrita y sefialada
aquellas métricas correspondientes a agujeros negros es-
taticos y esféricamente simétricos tales como los de Sch-
warzschild [8,9] y asi como también el caso sub-extremal
de Reissner-Nordstrom (RN) [7,9,14].

2. Es posible enviar informacién a la velocidad de la
luz desde todos y cada uno de los 3 horizontes de sucesos
que envuelven al agujero negro de RNdS y recibirla en
cualquier punto del espacio-tiempo arbitrariamente le-
jano a cualesquiera de los horizontes mencionados, en un
intervalo de tiempo At finito. Sin importar cuan lejos se
encuentre el punto de recepcién sefialado, para cualquier
observador que se encuentre ubicado en él, la senal que
contiene tal informacién no presenta un corrimiento in-
finito al rojo, debido a que dicho observador es capaz de
medir un periodo At finito correspondiente a dicha sefial.

3. Este resultado sélo es posible de obtenerse median-
te el auxilio y empleo de las coordenadas de Kruskal re-
lativas a cada uno de los 3 horizontes mencionados, con-
trastando esto, de manera radical y fundamental, con el
resultado predicho mediante el empleo de las coordena-
das esféricas. El cual predice, en cambio, la imposibilidad
del intercambio de informacién con los horizontes que
envuelven a todo agujero negro estatico y esféricamen-
te simétrico (tal como corresponde a los casos tipicos de
Schwarzschild, sub-extremal de Reissner-Nordstrom e in-
cluyendo también al referente de RNdS) en cuyos casos
tenemos que el observador lejano a la singularidad ja-
mas recibe la sefial que contiene la informacion enviada
desde su horizonte en un intervalo de tiempo At finito,
puesto que para dicho observador tal senal presenta un
corrimiento al rojo infinito.

4. De todo lo anteriormente expuesto se concluye que
el comportamiento que presenta la estructura causal en
torno a los horizontes del agujero negro de RNdS depen-
de de manera crucial y fundamental del sistema de coor-
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denadas que se emplea para describirla. De tal manera
que, las singularidades que se obtienen en la descripcién
del comportamiento tanto de la métrica ds?, asi como
de la estructura causal At en torno a los respectivos
horizontes de agujeros negros estaticos y esféricamente
simétricos, tales como el de RNdS, son el resultado tni-
ca y exclusivamente del sistema de coordenadas que se
utiliza para describirlos. Con esto, tales singularidades
obtenidas constituyen singularidades de naturaleza tni-
camente coordenada, mas no propiamente fisica. Por lo
tanto, el sistema coordenado mas idéneo que es capaz de
lograr una descripcion fisica coherente de la estructura
causal en torno a cada uno de los horizontes del aguje-
ro negro de RNdS, evadiendo o levantando con ello tales
singularidades coordenadas, viene a ser el sistema de las
coordenadas de Kruskal (V,U — T, X).

5. Mediante el empleo de las coordenadas de Kruskal
del tipo como de tiempo y como de espacio (T, X) po-
demos obtener la forma exacta de las geodésicas radiales
nulas, que nos definen las trayectorias que describen las
particulas carentes de masa en reposo, sobre el espacio-
tiempo en torno a cada uno de los 3 horizontes que en-
vuelven al agujero negro de RNdS. A este respecto, las
superficies en las cuales la distancia r -medida desde la
propia singularidad de RNdS- a la cual son emit/idas o en-
viadas tales sefiales luminosas, es r = r4,r_,r,, corres-
ponden a geodésicas radiales nulas de la forma especifica
T=+X.

6. Las superficies en las cuales dicha distancia r es
constante y distinta al radio de cualquiera de estos 3 ho-
rizontes corresponden a trayectorias hiperbdlicas sobre el
espacio-tiempo, cuyas asintotas vienen a ser las geodési-
cas radiales nulas de la forma T = +X anteriormente
definidas y sefialadas.

7. En el limite de los ordenes de magnitud muy pe-
queiios de A > 0 el potencial en el exterior del agujero
negro de RNdS se reduce al potencial de Newton f%, de
modo tal que dicho potencial nos define un campo gravi-
tacional atractivo y cuya intensidad disminuye a medida

que se incrementa la distancia.

8. Por otro lado, en el limite de los ordenes de mag-
nitud muy grandes de A > 0 el potencial gravitacional
de RNdS se reduce al potencial gravitatorio debido ex-
clusivamente a la presencia de la constante cosmologica
positiva, en cuyo caso tenemos que su comportamiento se
encuentra sujeto a la masa M del agujero negro referido.
Asi tenemos que cuando M > r el potencial correspon-
de a un campo gravitatorio de efecto manifiestamente
repulsivo (mostrando con esto caracteristicas propias de
un espacio-tiempo tipo De Sitter), en cambio, cuando
M < r dicho potencial nos define un campo gravitacio-
nal de caracter atractivo.
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