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Abstract

By means of the Dirac’s method and the Hamiltonian’s formalism the Nambu-Goto Classical theory is
analyzed, dynamics equations of the Boson string are obtained and solved. Following this method the algebra of
the first class bonds is computed, that are the generators of the action symmetry of the Bosons strings. The
analysis is made as for open strings as for close strings.
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Resumen

Mediante el método de Dirac y el formalismo Hamiltoniano se analiza la teoria Clasica de Nambu-Goto
obteniéndose y resolviéndose las ecuaciones dindmicas de la cuerda Bosénica. Siguiendo este método se calcula
el dlgebra de los vinculos de primera clase, que son los generadores de la simetria de accién de la cuerda
Bosoénica. El anilisis se realiza tanto para cuerdas abiertas como para cuerdas cerradas

Palabras claves: Campos y particulas, Supercuerdas, Supersimetria, Unificacién de campos.

1. Introduccién

Los sistemas vinculados o singulares se
caracterizan por presentar ambigiiedades en las
soluciones de las ecuaciones de movimiento [1].son
muy frecuentes en Fisica; como ejemplos de teorias
singulares se tiene a la gravitacion, a las teorias de
interacciones nucleares, el electromagnetismo y las
teorias de cuerdas. Estos sistemas pueden presentar
invariancia de gauge. El tratamiento clésico de estos
sistemas no puede ser realizado utilizando los
formalismos Lagrangeano o Hamiltoniano usuales
f2]. En el caso del formalismo Hamiltoniano, se
utiliza el método de Dirac, que ensefia como obtener
la dindmica de tales sistemas, sin ambigiiedades.

Siguiendo el método de Dirac, analizamos la
accién de Nambu-Goto para la cuerda bosénica:
calculamos los momentos canénicos y verificamos
que la teoria presente vinculos. El método también
nos permite verificar- que estos vinculos sean de
primera clase y que la Hamiltoniana total del sistema
sea nula, o sea, una combinacién lineal de los
vinculos. En este contexto calculamos una lgebra de
los vinculos de primera clase, que son los
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generadores de la simetria de accion de la cuerda
bosonica.

2. Andlisis clasico de la teorfa de Nambu-Goto
Partiendo de la accion de la cuerda bosénica[3]:
1 2
Sne = s f aEJ=y
™ 0}

siendo 7 el determinante de la llamada métrica de la
hoja de mundo:

7ab(7ab = n#yaaxuaﬁxu = aaﬂi.agz‘)

! . . -2 .
y & es una constante de dimensi6n [m ]. Siendo
§=r1 y € =9 vamos a considerar que la posicion
b
inicial y final de la cuerda (en t=1, y 1=1,) estdn

fijas, y que 0S¢ <7 La variacién de la accién
queda
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Las variaciones Ox son arbitrarias e
independientes en todos los puntos del interior de la
hoja de mundo; por lo tanto, el 1iltimo término de

Sy implica la siguiente ecuacién de movimiento:

(o) _
o7,+0,7,) =0, )

En tanto, para que loa variacion de Sko sea nula,
los términos de superficie deben anularse; esto nos
lleva a imponer ciertas condiciones de contorno. En
el caso del primer término de variacion, el ya es nulo,
por lo tanto los términos quedan fijos en las

. . C . 7, T
posiciones inicial y final de la cuerdaen "'y "2,
Para el segundo término de la variacion, existen dos
posibilidades para las condiciones de contorno:

econdiciones de contorno periodicas:

x(7,0)=x"(1,7)

que nos lleva a cuerdas cerradas.

(6)

econdiciones de contorno de Newman:

@ -0 enoc=
z, eno=0,71, o

que nos lleva a cuerdas abiertas.

Por. tanto las- ecuaciones de movimiento
Lagrangianas tienen la misma forma para ambas
cuerdas abiertas o cerradas, desde que las
condiciones de contorno anteriores sean impuestas.

Haremos ahora un analisis Hamiltoniana de la
teorfa, los momentos canénicos son:

oL 1 #x%-x',(%x')

r,(0)= ®)
J-r

" (o) 27a’

Ellas satisfacen dos vinculos:

le

Gy(o)=n*+———=0
©®
G(o)=rnx'~0.

La Hamiltoniana canénica es nula, y la
Hamiltoniana total puede ser escrita en términos de
los dos vinculos de la ecuacion (9):

r

H = jdc[/l"(cr)Go(o-)+/1‘(0')Gl(0)], (10)

0

Los vinculos satisfacen una élgebra a través de
los paréntesis de Poisson:

(Gy(),Gy (o) =(;‘l—37[6. (©)+G,(@)]3,8(c ~o"),

an
{G/(0),G,(0)} =[G,(6)+G,(0"]3,8(c -0 "),

{G‘(a), G(o)}= [Gl (0)+G (o ')]605(0 -0,

Las condiciones de consistencia temporal no
generan nuevos vinculos.

3. Formalismo de Osciladores

Cuerda Abieria

Vamos a escoger el gauge conforme para fijar las
invariancias por parametrizacién de la teoria, lo que
significa imponer las siguientes condiciones:

A =-ma', 2'=0, (12)

con estas condiciones las ecuaciones de movimiento
toman la forma:

X#H=x"=0. (13)

La Hamiltoniana total entonces pasa a ser escrita
de la siguiente forma:

H, :—ﬁa’]‘do‘Go(a‘), (14)

0
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y las condiciones de contorno para la cuerda
abierta toman la forma

x',=0en oc=0,n. 15)

Ahora vamos a encontrar la expansién de Fourier
de x*(r,o)que es definida en el intervalo 0<o <7

para un valor fijo de 7, y que satisface la condicién
de contorno (15). Primero, entendemos la definicién

de  x*(r,0) para la regién de [-7,7] de acuerdo
con las condiciones de contorno, y después
expandimos x“(7,07) en cosenos, visto que la
extension es simétrica. Finalmente obtenemos

x“(r,0)= Zx,‘,‘ exp(inc) = x3 + 22 x* cosna, (16)

n2t

: Mo WMol WM s

siendo  x, =x_, (x_" —x_"). Similarmente, la
expansion de Fourier del momento canénico
7(r,0)es

a(r,0) = Z 7} exp(inc) =z} + 22 x¥ cosno, a7
n n2l

. Ho__ oM oo Mt
siendo 7, =t (n =x”).

Los paréntesis de Poisson canénmicos tienen la
forma:

(@) (o 3} =8"6(c-0o). (18)

cambiando la normalizacion delta

6(c-0")—>25(c-0",

considerando las expresiones (16) y (17) en el
intervalo [0, ﬂ] , tenemos que

(et} =0 =6, 40

n,-m) ?

(n,m>0). (19)

Introducimos la cantidad

L

u ok X
H (o)=nx +2”

, — <o <. (20)

De esta manera, podemos condensar los vinculos
G,(o) Y G,(c) entnico intervalo [_7;, ”]:

[T@)=Gy(o)+ L2, @
T

siendo G,(0)=G,(0) ¥ G(-0)=-G/(0). La

expansion de Fourier para H 4 es

1
[[“(0)=———=>a’exp(ino), (@
(o) gy al exp(ino’) (22)

siendo

—-al =(7! + =z xrJ2a'. 23)
2na’

Podemos escribir x,' y 7 en términos de a”
de la siguiente forma:

1 1
-l = ————(a" +a"),
" a27a 2( n )
' (24)
. iN2a'l

Xn _(a: —a_‘_‘").
n 2

Los paréntesis de Poisson canénicos pueden ser
escritos en términos de los a/ como

{af, ek } = inb, ™ (n,m > 1), 25)

que sugiere que en la teorfa cuantica of vy

at" = a¥, seran los operadores de creacién y
aniquilacién de los modos de la cuerda.

La dependencia temporal de los modos de la
cuerda es determinada por las ecuaciones de
movimiento (13):

i —n’xt =0. (26)

Usand .S ici
ando, 7, = 5 -,y la definicién de a,
/{04

tenemos
a,()=a,(O)exp(-int) (n20), @)

en cuanto que la dependencia temporal de los modos
cero es

pﬂ
2nc

Xg =x*+plc, =)= , (28)
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siendo que las variables x* y p/ describen el

movimiento del centro de masa y satisfacen

{z#,p"} = 1" (2a").

La solucién general de las ecuaciones de
movimiento para la cuerda abierta es dada por

. 1 : )

ot = zf + V2 'Z;z— [a#(0)exp(—inT) — a#,(0) exp(inT)]cos no,
n>1
@9

2 |
= 7f — a' [a®(0) exp(—inT) + a¥,(0)exp(inT)]cosno.

2mex et
Cuerda Cerrada

Para una cuerda cerrada definida en [0, ] la expansién de Fourier estd dada por [4]
#(o) = =} + Z(az,’j exp(2ino) + 2~ exp(—2inc)) = Zx# exp(2ino),
n<l n
(G0

o) = 7§ + Z(wﬁ exp(2ino) + 7" exp(~2inc)) = ZW,‘{ exp(2ino).

n<l

En este caso, en contraste con el caso de la cuerda
abierta, T, & T_,y TpT_,,ademds
* *
Top=Zp y T_p = Ty

Los paréntesis de Poisson candnicos son escritos
como

{xt.7,} =n’”15,,,m (n,m>0). Gl
ﬂ' .

En analogia con la ecuacién (20) para el caso de
la cuerda abierta, introducimos las siguientes

cantidades en el intervalo [0, 7] :

_ ¥ 1 .
" = =* + i = _W;Qaﬁ exp(2ina), )
= ' 1 . .
" =n* - i = —W\[Q_a_,};%,’f exp(2inag),
siendo
mn
—2af = (7f + — zh)n2a'
yiyes
(33)

~2bF, = (mk — l—n—'m,’f)wv 20" |
Tor

n

: * *
como G_p,=0, y b_,=b, . De esta manera, tenemos

1
b By pk
= aa O )
(34)
iN2a!
Th = o (ak —bH,) .

Los paréntesis de Poisson canénicos expresados
en términos de a, y b, estan dados por

{a#3a‘-u—m} = Z"n/é‘n,m"?“’/ = {bﬁvbzm}

(n,m > 1), (35)

{af',b;} = 0.

La dependencia temporal de los modos es dada
por

ay, (T) = Op (0) eXp(_‘QinT))
b,(0) = b,(0)exp(—2inT) (n = 0),
(36) .

pl‘l’
2rat’

zff = z# + phr, Th = —
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con {z#,p* } = —m* (2a"). Podemos separar
los modos que se mueven para la izquierda y para la
derecha en las expresiones (30):

o) = +

n:tO

5

" _
oy =7F —
0 oma

4. Algebra de Virasoro clasica

Después de la fijacion en el gauge conforme, atin
queda fijar la invariancia conforme en dos
dimensiones, la cual estudiaremos ahora en el
formalismo de los osciladores.

Cuerda Abierta

Como hemos visto anteriormente, los dos
vinculos Gy(o) y G,(o) pueden ser escritos como

un vinculo cuando estamos en el intervalo [—r, 7]
(ecuacién (21)). Las componentes de Fourier de
Hz(a) en 1=0 estan dadas por [5]

=- f £2(0) T (0)do, (38)

siendo f,(0) = exp(ino). El algebra de Gy(o)
y Gy(0) puede ser escrita en la forma

{Ly,Lp} = —i(n —m)L, . 39)

Los coeficientes L, son conocidos como los
generadores del algebra de Virasoro, y su 4lgebra es
el dlgebra conforme en dos dimensiones (esto es sin
fijar ninglin gauge). Usando la ecuacién (22) ello
pueden ser escrito en términos de los coeficientes a,
(en t=0):

—%Za,.a,,_r. (40)

Como la Hamiltoniana total es una combinacién
lineal de Go(0) y Gi(0), entonces ella puede ser
escrita en términos de los generadores de Virasoro:

2}: [@(0) exp(2in(c — 7)) — B (0)exp(~2in(o + 7)),

Z[a# (0)exp(2in(o — 7)) + b (0)exp(~2in(o + 7))}

@37
H, = f do M) [12(o),
i @1
2M(0) = A%0) + ma' A(o),
siendo \%(—0) = A%%0) y (=) = =2}(0).

Después de hecho esto, la expansién de Fourier
Xe) = =T Y exp(-ing),

tenemos como resultado
H =) ML, (42)
n

En el gauge conforme tenemos

!
o) = —%— ., H, = I, 43)

Podemos expresar L, en términos del namero de
excitaciones N:

Ly = ——-ao ag — Zar ay = ——ao ay + N, (49
r>1
siendo
fh Lo p*
ay = —mhnv2a' = .
0 =" pr

Cuerda Cerrada

La cuerda cerrada es tratada de manera similar a
la cuerda abierta.
Tenemos dos tipos de generadores de Virasoro:
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L= " [ 5o =~ S ara
) 2T

b= =5 [ B@IFd = T,

Con dos élgebras de Virasoro independientes:
{LmLm} = "‘7;(” - m)Ln+m’

{LosLm } = —i(n — m) Ly s pm, (46)
{L.,[.} =0
La Hamiltoniana total es  escrita como una

combinacién lineal de los L, 's y L, 's. Usando la
relacién

H, = [do| AP +A112) @7
) &

(siendo 2X\ = A" + 7ma'Al y 28 = A0 4+ 7a'A})
es usado en la expansion de Fourier para A ( y
similarmente para \ ):

= —— z /\n exp(2ino),

Tenemos que la Hamiitoniana total toma la forma
= (Ouly + L), 48)
n
En el gauge conforme, la Hamiltoniana es
H, = ALy + Ly). “9)

Introduciendo los nimeros de excitacion Ny IV,
tenemos

1
b= =36~ Fata = -l +n
r>1 !
(50)
r 1 2 * 1 2
Ly = —5b =3 brb, = =4 + N,
2 e~ 2
siendo
"
e VN
W =% =5 e

Las cuerdas cerradas tienen una invariancia
adicional, la invariancia por traslaciones globales de
0, 0 sea, 0 — 0 + a. El generador de estas

transformaciones es el siguiente vinculo de primera
clase:

Ly — Iy ~ 0. (51)

5. Conclusiones.

El anélisis clasico Hamiltoniana de la accién de
Nambu-Goto mostr6 que la teoria presenta dos
vinculos de primera clase, que son los generadores de
las invariancias por reparametrizaci6n. Después de la
fijacién del gauge (en el gauge conforme) la teoria
ain presenta una simetria residual, que es la
invariancia conforme en dos dimensiones. El anélisis
fue hecho tanto para cuerdas abiertas como para
cuerdas cerradas.
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