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En el presente trabajo se estudia la dependencia de la conductividad eléctrica de las apatitas respecto
a la temperatura. Para ello, se propone un modelo de conductividad espectral que toma en cuenta las
caracteristicas mas relevantes del material mencionado. La conductividad eléctrica calculada a partir
de este modelo esta en buen acuerdo con las medidas experimentales obtenidas en estos sistemas por
Laghzizil et. al [I]. Adicionalmente, se observa un aumento de la conductividad eléctrica, en el rango
de 1000 a 1300°C, al incluir impurezas en el sistema.
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Study of the impurities influence on the electrical conductivity of apatites:

CaHAPp case

In the present work we study the temperature dependence of the electrical conductivity of apatites.
For this purpose, we propose a spectral conductivity model which takes into account the most relevant
characteristics of the material analyzed. The electrical conductivity obtained from this model is in
good agreement with experimental data measured by Laghzizil et. al [I]. Additionally, we also observe
an increment of the electrical conductivity, in the range from 1000 to 1300°C) after including impurities
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En las ultimas décadas el avance de la tecnologia
para el tratamiento de diferentes tipos de enfermeda-
des y dolencias ha incentivado a la comunidad cientifi-
ca hacia la bisqueda de nuevos materiales que puedan
reemplazar o mejorar el funcionamiento de algin tejido
u organo dafiado del cuerpo humano. A este nuevo tipo
de materiales se les conoce como biomateriales.

Particularmente, los biomateriales relacionados a la
reparacion del tejido éseo son conocidos como bioceré-
micos dentro de los cuales hay un interés especial en los
denominados fosfatos de calcio como la hidroxiapatita
HAp -del inglés Hydrozyapatite-, Ca10(PO4)s(OH)2, y
el fosfato tricélcico TCP -del inglés Tri-Calcium Phosp-
hate-, Cag(PO4)2, que difieren uno del otro tanto en su
composicién quimica asi como en sus propiedades fisi-
cas y quimicas [2]. La hidroxiapatita tiene una compo-
sicion quimica muy similar a la del hueso humano, lo
cual la hace biocompatible con los tejidos vivos. Esta
biocompatibilidad posibilita su uso en variadas aplica-
ciones médicas, por ejemplo, como un posible material
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de implante 6seo [2].

Mientras que un gran niimero de investigadores se
han concentrado en el estudio de las propiedades mecéa-
nicas y la biocompatibilidad [3[4] de estos materiales,
otros investigadores se han dedicado al estudio de sus
propiedades eléctricas [5HS]. El estudio de estas propie-
dades en la HAp es muy variado. Por ejemplo, Fanovich
y colaboradores [5] han usado las medidas eléctricas co-
mo una herramienta de caracterizacion para estudiar
la evolucion de microestructuras en la HAp [5]. Por
otro lado, Valdes y colaboradores [9] han examinado
las propiedades dieléctricas de la HAp para entender
su descomposicion en el TCP como un resultado de la
deshidratacion de los iones OH™ a temperaturas eleva-
das. Asi, el concepto de estimulacion eléctrica del im-
plante, propuesta por Zakharov y colaboradores [10], es
relevante para examinar la dependencia térmica de la
permitividad y la pérdida dieléctrica de la HAp a tem-
peraturas entre 20 y 500°C. Como se puede apreciar,
hay multiples aplicaciones de las propiedades eléctricas



de la HAp pero no se ha especificado como es la con-
ductividad eléctrica de la misma. En este sentido, en
el presente estudio se analiza teéricamente la conducti-
vidad eléctrica de la HAp y el efecto de las impurezas
sobre la misma.

El articulo esta organizado como sigue: en la siguien-
te seccién introducimos las relaciones bésicas que usa-
remos en nuestros calculos. Ademaés, se indica el mo-
delo empleado para la conductividad espectral. En la
siguiente seccion se presentan los resultados. Finalmen-
te, las conclusiones son expuestas en la tltima seccién.

Dependencia con la temperatura de la
conductividad eléctrica

Para determinar la dependencia de la conductivi-
dad eléctrica con respecto a la temperatura empleamos
la formulaciéon de Kubo-Greenwood (KG) [I1], dado por

o(T) = /ds 5(e) {—W}, (1)

donde f(g, 1, T) es la funcion de distribuciéon de Fermi-
Dirac, o(¢) es la conductividad espectral y u es el po-
tencial quimico definido por

W(T) ~ ep — (kBT)QW_2 [77/(6)

—ep —&T7 2
6 n(E)LF FofT )
donde 7(¢) es la densidad de estados electronicos (DOS)
y 17’ (€) es su derivada con respecto a la energia €.

Para determinar la conductividad eléctrica de las
apatitas es necesario conocer un modelo para &(g), el
cual debe contener las caracteristicas méas relevantes de
este material.

Modelando la conductividad espectral

Enderby y Barnes [13] proponen un modelo para la
conductividad espectral &(¢) de semiconductores liqui-
dos a altas temperaturas de la forma,

av(en —€), e<ey
a(e) = 0 , ev<e<ec (3)
ac(e —ee), e <e

donde a,, a. son parametros libres de ajuste, €, y ec
son los bordes de la banda de valencia y de conduc-
cion, respectivamente. El gap de energia, medido por
Ae = e, — &,, toma normalmente valores entre 0 y 500
meV [I3]. Un esbozo de éste modelo se muestra en la
Fig.1.a.
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Figura 1: Representacién esquemaética para los modelos de

conductividad espectral. (a) 5(e) dado por la Ec. @) y (b)
() dado por la Ec. @).

Ahora, basandonos en el estudio bajo primeros prin-
cipios realizado por Matsunaga y Kuwabara [I4], en el
cual se investiga la estructura electrénica de la hidroxia-
patita, nosotros empleamos un modelo fenomenolégico,
muy similar al dado por la ecuacion (@), para la con-
ductividad espectral de las apatitas. Como el gap de
energia en el caso de la HAp es grande [14] (Ae = 6
eV), con respecto al rango entre 0 y 500 meV, se puede
despreciar una pendiente. Por consiguiente, la ec. (3] se
convierte en

~ 0 )
o(e) = { Qo(e — o) | (4)

Este modelo fenomenolégico es usado como la con-
ductividad espectral de las apatitas. Un esbozo de éste
modelo se muestra en la Fig.1.b.

e <ee
ec < €.

Resultados

Al reemplazar la Ec.(@]) en la Ec.(D), consideramos
que p =~ e y recordando que se cumple

AT B (B )

obtenemos

o(T) = /:o de [ac(e — )] gsech2 {g(s - EF)} , (5)
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con B = (kgT)™ ! e integrando analiticamente la Ec.
) obtenemos que

o(T) = ackpT In[1 4 exp(—A.)], (6)
donde
_ Eec —EF
A= ™

De la Ec.(@) tenemos que para valores pequeiios de
Ac; es decir para (e. —er) < kT, la dependencia de
la conductividad eléctrica con la temperatura es prac-
ticamente lineal

o(T) = In(2)acknT,

tal que (ec—er) < kT, (8)

mientras que para valores grandes de A.; es decir para
(ec — er) > kpT, la conductividad eléctrica practica-
mente se anula, esto es
o(T) =0, tal que (ec —er) > kpT. (9)
En general, tenemos que la dependencia de la con-
ductividad eléctrica con la temperatura esta dada por la
Ec.(@). En la Fig.2 se representa graficamente dicha de-
pendencia. Los valores de los parametros se han tomado
tal que se ajusten a los valores experimentales (toma-
dos de la Ref. [I]) para la HAp con Calcio (CaHAp).
Dichos valores estdn dados por €. = 6.0 eV, e = 4.85
&V y ae = 1.45 (Q-cm-eV) .
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Figura 2: Se muestra la conductividad eléctrica como fun-

cién de la temperatura, Ec.(6]). Los valores de los parametros

se han tomado tal que se ajusten a los valores experimentales

(tomados de la Ref. [I]) para la HAp con Calcio (CaHAp).

Efecto de impurezas en la conductividad
eléctrica de CaHAp

Puesto que las impurezas son responsables de la apa-
ricion de estados localizados en las zonas del gap de la
densidad de estados electronicos, se propone un modelo

del tipo de una gaussiana para considerar la contribu-
ci6n a la conductividad espectral debido a las impure-
zas. El ancho y la altura de la gaussiana dependen del
porcentaje y el tipo de impurezas presentes en la HAp
(o CaHAp). En nuestro caso el ancho y la altura se con-
sideran como parametros libres para ver su efecto en la
dependencia de la conductividad eléctrica respecto a la
temperatura. Dicho modelo se adiciona al modelo para
la HAp sin impurezas, Ec.( ), tal que la conductividad
espectral, considerando el efecto de las impurezas en la
HAp, esta dada por

2 o
Cexp [—4(62 i) ] |ECEE<|?>’Y7
a(e) = 7 ‘= (10)
acle —ec) e.<e

donde C, €’ y v son parametros libres de ajuste. Asi, al
reemplazar la Ec.(I0) en la EclI] tenemos que

o(T) = o1 (T) + o2(T), (11)

donde

o1(T) = /m de {C’exp {—@%ﬁ} } gx

sech? {g(s - EF)} , (12)

o2(T) = /oo de [ (e —€)] gx

C sechz{g(e—EF)}7 (13)

con p R EF.

Para obtener una expresién analitica para o(T") so-
lo nos falta determinar o1(7T") puesto que ya se tiene
una expresion para o2(T) (véase la Ec.(@)). Asi, pa-
ra determinar o1(7) tenemos en cuenta que la funcién
gaussiana se aproxima a cero cuando € — £oo. Enton-
ces, teniendo en cuenta lo anterior se puede cambiar
el limite de integracién superior . por oo, con lo que
obtenemos,

o) N2
o1(T) = %/ﬂm de exp {—%} X

sech? {g(s - EF)} . (14)

La relacion

L] = £ {2 B}



es usada para la integracion por partes, de la que obte-
nemos

o(T) = & w(e—e')exp{—ﬂ]x

T2 ) 22
tanh [g(s — EF)] de. (15)

Tomando en cuenta la expansiéon en serie de Taylor
del término tangente hiperbélico [15] se tiene que

X (_1\n—192n(92n _
Z( proemEeT —1)

tanh [g(s - EF)] = (2n)!

n=1
,8 2n—1
B, {5(6—5@] , tal que |e —ep| < wkpT,
(16)
donde B, son los numeros de Bernoulli (B; = 1/6,
By = 1/30, Bs = 1/42, ---). Entonces, reemplazando

la Ec.(I0) en la Ec.([I3) e integrando término por tér-
mino, obtenemos

e -1 7L71227L 227L _
o1 (T) _ CZ ( ) (
n=1

a (B

V2

2n—1

(2n —1)!
kKl(2n —1—k)

(0 6'par)

donde T" es la funcién gamma [15] y

(' —er)
v2y

Considerando sélo los tres primeros términos de la
Ec. (M) se obtiene la expresion analitica

Cyrm [ ~ A% +1/2 73
T) ~ —
n(r)~ SV {kBT ( U2 L
4 2 5
A®+3A°+3/4 ~y (9
6 (kBT)®

Por lo tanto, de la Ec.([d)) tenemos que la expresion
analitica para o(T), con 01(T) y 02(T") dados por las

ecs. (M) y (@), respectivamente, esta dada por

A= (18)

A% +1/2 8
O'(T):Oﬁ{fy _< +/> 7 3T
2v2 \ksT 2 (ksT)
AY AT +3/4Y 97 )
6 (kpT)®
acksTIn[l 4 exp(—A.)], (20)
con
(5, — EF) Eec — EF
A = —_—, Ac = )
V2y kT

y con la condiciéon |e. —ep| > . (21)
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Figura 3: Se muestra la conductividad eléctrica como fun-
cién de la temperatura, Ec.(20)), para tres valores de v, los
cuales se muestran en la parte interna de la figura. Ademas,
estas curvas se comparan con la conductividad eléctrica, li-
nea azul, sin considerar los efectos de las impurezas, Ec.(@]).

Los demés valores para los parametros se muestran en la
Tabla 1.

En la Fig. 3 se muestra o(T), Ec.(20), tanto para
el caso sin como con impurezas (linea azul). Los valo-
res de los pardmetros se tomaron tal que se ajusten a
los valores experimentales, tomados de la Ref. [I], para
CaHAp. Dichos valores estan dados en la Tabla 1.

Como se puede apreciar en la Fig. 3, cuando 7 dismi-
nuye las curvas cada vez mas se aproximan a la curva
sin impurezas, linea de color azul, como es esperado,
véase la Ec.(@]).

En resumen, se puede notar que el modelo propues-
to en el presente trabajo permite no solo modelar la
dependencia de la conductividad eléctrica con la tem-
peratura sino que también permite estudiar el efecto de
las impurezas en la conductividad.

Qe €c  EF C e
(Q-cm-eV)™' eV eV (Q-cm) ™! eV
1.45 6.0 4.85 124x107°% 4.84

Tabla 1: Valores de los pardmetros para el modelo de o(T)
dado por la Ec.(20)).

Conclusiones

Para el estudio de la conductividad eléctrica de
CaHAp se ha propuesto un modelo para la conduc-
tividad espectral, el cual estd basado en calculos ab-
initio y que permite determinar la dependencia de la
conductividad eléctrica con la temperatura en el ran-
go de 1000 a 1300°C. Los resultados obtenidos estan en
buen acuerdo con los datos experimentales reportados
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en la literatura. Mas atn, se ha estudiado el efecto de
las impurezas sobre la conductividad eléctrica. Dichas
impurezas producen un aumento de la conductividad
eléctrica, especialmente en el rango de 1000 a 1300°C.
Dicho incremento depende del tipo y porcentaje de las
impurezas presentes en el material.
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