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Resumen

Se obtiene una solucién general exacta de las ecuaciones de Einstein en el vacfo para la métrica estatica axialmente simétrica, en términos de
un sistema de coordenadas que contiene como casos particulares las coordenadas prolatas, oblatas y esféricas. La soluci6n obtenida es una
generalizacién de las soluciones correspondientes a cada uno de estos tres casos. © 2002 CSIL Todos los derechos reservados
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Abstract

A general solution of the Einstein’s equations in the vacuum and for a static and axial symmetric is obtained in terms of a coordinate system,
which has as particular cases the prolates, oblates and spherical coordinates. The solution obtained is a generalization of the solutions
corresponding to each of the three cases mentioned. © 2002 CSI. All rights reserved
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1. Introduccién

Este trabajo estd enmarcado dentro del campo de
soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.
Especificamente estudiaremos ‘el campo gravitacional
estitico axialmente simétrico, ¢l cual define una geometrfa
espacio-temporal dada por [8]:

ds? = —e¥®Dgt? + e VP 292 + 1P (dp? + dz%)}
¢))

que es la expresién general de la métrica estitica
axialmente simétrica en coordenadas cilindricas de Weyl.
Esta métrica, escrita en coordenadas esferoidales
prolatas[6], oblatas y esféricas[2], ha sido ampliamente
utilizada en numerosos trabajos para modelar sistemas con
simetria axial (discos, elipsoides, esferas, etc.). En este
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trabajo introduciremos un nuevo sistema de coordenadas
que.redne a los tres sistemas mencionados anteriormente.
Lo llamaremos “Sistema de Coordenadas Esferoidales
Generalizadas” (CEG), y tendremos las coordenadas
prolatas, oblatas y esféricas como sus casos particulares.
Una vez escrita la métrica (2) y sus respectivas ecuaciones
de Einstein en el vacio, en CEG, obtendremos su solucién
exacta en términos de las nuevas coordenadas.
Evidentemente, esta solucién obtenida reunird como casos
particulares las soluciones en prolatas, oblatas y esféricas.

2. Coordenadas esferoidales generalizadas

Definimos el sistema CEG (6 1,0 ) de 1a siguiente
forma

£ = a[(1+Kcosha +(1 - Ksenhar] @)
2
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n =cos 6 3)

Donce las variables O y ¢ son las mismas

coordenadas angulares del sistema de coordenadas

esféricas: 0 S Q<7 ,0 £ ¢ <27 . Por otra parte, cada

valor de & define un elipsoide co-ordenado centrado en el
origen, con focosen A y -A.
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Fig 1: Coordenadas esferoidales oblatas: X = a cosh u
cos v cosd; Y =acosh u cos v send; Z = a senh u senv
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Fig 2. Coordenadas esferoidales prolatas; X = a senh u
sen v cosh; Y =asenhusenv send; Z =acosh ucos v

Donde las variables 6 vy @ son las mismas
coordenadas angulares del sistema de coordenadas
esféricas: 0 SO <7 ,0 < ¢ <27 . Por otra parte, cada
valor de (¥ define un elipsoide co-ordenado centrado en el
origen, con focosen @ y-a .

Aqui, @ es una constante real positiva, y k sélo puede
tomar los valores 1 6 - 1. Si introducimos O =ka, es
ficil ver que O =1, O =-1y O =0 definen, a través
de (2), los sistemas de coordenadas prolatas, oblatas y
esféricas[1].

Las coordenadas cilindricas de Weyl y las CEG se
relacionan de la siguiente manera[1]:

P = J(E-a))1-n") @

z=£n )

Si introducimos esta transformacién de coordenadas en
(2), obtenemos la expresién para la métrica estitica
axialmente simétrica en CEG[1]:

ds® =e¥di? —e ¥ {eﬁ(gz _olqz{éldf;z + 1117]1;2 ]+ E&-o% _nz)dq,:}
(6)

Las funciones ¥ y ¥, desconocidas por el momento,
sélo dependen de las coor-denadas y M. Su forma
explicita podrd ser determinada resolviendo las ecuaciones
de Einstein en el vacio, Ry, = 0.

3. Solucion general en CEG

Las ecuaciones de Einstein en el vacio para la métrica
(6) tienen la siguiente forma[1]:

(&2 OHYelg +A-M Y 1y =0 (@)

_n2
T = g_zl_ ;1—211_2 @ - ohyi -8a-ntwi - mE - o)
®)
2 —
to = At E 0 -} +26E -,
©)

Donde los subindices denotan derivacién parcial

La expresién (7) es simplcmente la ecuacén de Laplace
2-dimensional en CEG, para ¥ . Su solucién general, de
interés fisico, puede escribirse como[1]:

= d
vomn=3Y—"-Q,(@P,m) (0
ason +1

donde los P, y Q, son los polinomios de Legendre y
las funciones asociadas de Legendre de segunda clase,
respectivamente. Las d, son constantes arbitrarias y
determinan las soluciones particulares de (7).

Las igualdades (9) y (10) constituyen un sistema de
ecuaciones  diferenciales sobredeterminado, para Y.
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Introduciendo (10) en este sistema, obtenemos la 51gu1ente
solucién general:

= d.d
o,n)= —nhm pm 11)
womn n,§=on+m+2 ¢

donde:

1 [ - +n
l-‘mn._ElnLD .njl‘(k +k 4, )ln[m 1]

+ W? 1)[0)(AmQ Qm+Am,an Q)-Cp i Qp Q]
HO-D{(1k Sy + Ky S put

m+1ﬁ’ 1IQ py } H(O? DH(Q g B gy p-Quy F mn
1
+ +1Fm,n Qm Qn}

donde (M = g/()'ykn es1sin paryOsines
impar.

Los términos Amn s Cnm,Sm,an yan son
combinaciones de los pohnormos de Legendre, de sus
funciones asociadas de segunda clase y de sus primeras
derivadas.

4. Conclusiones

Las coordenadas prolatas, oblatas y esféricas, y sus
respectivas soluciones generales del vacio para el espacio-
tiempo estdtico axialmente simétrico, pueden interpretarse
como casos particulares de una generalizacién establecida

mediante la introduccién del sistema de coordenadas
esferoidales generalizadas. La soluci6én definida por (10) y
(11) representa algo asi como una “generalizacién de
soluciones generales” y constituye, por lo tanto, un
compendio de diversos resultados obtenidos en el 4rea de
investigacién relacionada con la bisqueda de soluciones

* exactas de las ecuaciones de Einstein (Ver referencias [2]-

[7D.
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