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Resumen

Usando 1as ideas de Supersimetria aplicada a la Mecénica Cudntica, se muestra como obtener funciones de .
onda y espectros de energia para una sucesion de Hamiltonianos usando un método que involucra operadores de
creacion y de aniquilacién similares a los usados en el oscilador armdnico. Se examina la condicidén de’
integrabilidad denominada invarianza de forma, la cual es necesaria para mpmducxr el eSpectro original en su
totalidad. Se nmestra dos ejemplas que ayudan a visualizar el método.
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_Abstract

Using ideas about supersymmetry applied to Quantum Mechanics; it is shown how to obtain wave functions
and energy spectra for a Hamiltonian series using a method which involves creation and annihilation operators,
“similar to the ones used for the harmonic oscillator. The integrability condition, named form invariance, is fested
and it is necessary in order to reproduce the original total spectrum. Two exampies that help to visualize the

method are shown.

Keywords: Supersymmetry, SUSY QM

1. Introduccién

La supersimetria (SUSY) surgi6 en la década de
1970" en el contexto de Fisica de particulas y campos
y permite relacionar bosones y fermiones. La
supersimetria en mecanica cuéntica (SUSY-QM) fue
formulada por primera vez en 1981 por Witten®
cuando pretendia esclarecer las propiedades
esenciales de la simetria boson-fermidn; introduce la
. supersimetria en una teorfa de campos en {(1+0)
dimensiones, esto es, la mecdnica cuantica
supersimétrica. Alli se interpretaba como una teoria
de Wess-Zumino en una dimension.

‘Desde que surgid la mecdnica culntica
supersimétrica ha sido usada en varios contextos’,
una _aplicaciébn bastante interesante de este
formalismo es su uso para obtener soluciones de la

ecuacion de Schrédinger, resoluciones espectrales v -

construccion de nuevos potenciales isocspectrales“ ¥
con fases equivalentes™®.

En este trabajo, se estudiaré la formulacion de Ia
mecénica cuantica supersimétrica unidimensional
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(IDy y con una sola supersimetrfa (N=l}
considerandose como cjemplo a una particula
confinada en un pozo potencial.

Estudiaremos también la construccién de una
familia de Hamiltonianos que poseen el mismo
espectro que el Hamiltoniano original, salve que se
haya corrido en sus primeros (n-1) niveles de energia.

Por dltimo, se mostrara como generalizar el
método de operadores escalera {operadores de
creacion y aniquilacion) introduciendo el concepto de

_invariancia de forma, el cual nos conducird a la

construccion exacta del espectro de energxa para el -
Hamiltoniano original.

2. Formulacién de la Mecanica Cudntica

Supersimétrica

Consideremos un potencial Vi(x) cuya funcién de
onda en el estado base ¢y(2) se conoce previamente,’

y cuyo estado propio de energia es calibrado de tal
forma que en el estado base sea nulo. Ast la ecuacién
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de Schrddinger se escribe como:

h‘l d2

Hyy(z) = T om it i

(z) + Vi(@)yy(z) = 0 (1)

Descomponiendo ¢l Hamiltoniano f]l de la
siguiente manera:

H = Ald (2)
en donde:

—_-_h_ () T:_L

-+ -d- + W(x)
V2m dx 2m dx 23

Con lo cual determinamos que:

W) = W)~ = W'(a). @

Al término  W(z) se le

“superpotencial”. Requerimos que se cumpla

denomina
Hyy = ATAyy = 0 (5)
con lo cual determinamos que:

___h @
Wiz) = V2m yy(z) ©

De donde obtenemos

Yo(z) = exp —@ f, W(z")dz' (7
Definiendo ¢l Hamiltoniano

Hy = AA! 8)

de tal manera que

Va(o) = W) ~ <o L () ©)

los potencialesVi(z) y V,(z) se denominan

potenciales adyacentes supersimétricos.
Las funciones de onda y los estados de energia de

H, y H, estan relacionados de la siguiente manera:

. ~1/2 -
Y = [Er(llll] Agitly (10)
o, = [EQTVE Aty (1

Consideremos una matriz Hamiltoniana H de la
forma

H 0

(12)

0 H,

la cual es parte de un algebra cerrada que contiene a

dos operadores denominados “supercargas”
representados como:

. 00 0 Af

=1 . = 13
Q A0 0 0 13

Asi pues, el algebra supersimétrica mas sencilla
en una dimensién y con una sola supersimetria no
trivial que puede construirse es:

Q@ =Q"=0,[AQ"=[AQ]=0, (4
{QvQT}: fIa {QvQ}z{QAtQt}ZO, (15)

los operadores Q y Qf pueden ser interpretados
como operadores que cambian grados de libertad
bosoénicos a fermidnicos y viceversa. Para que SUSY
sea una buena simetria, los operadores Q y Q!

deben anularse en el vacio; para esto, escribimos la
funcion de onda en el estado base para la matriz
Hamiltoniana de la siguiente forma

o =| (1)
Iy =

! ¥ (@)

los operadores y Q' deben cumplir

Qo(2) = QMyy(a) = 0 an

Cuando sucede ésto se dice que la supersimetria
se conserva.

Veamos un c¢jemplo de como funciona la
formulacion Hamiltoniana de la mecanica cuantica
supersimétrica. Consideremos una particula de masa
m en un pozo de potencial de longitud L. Para este
caso la funcién de onda en el estado base y su
respectiva energia estan dadas por:

Yo(z) = \/-%scn(lz—:) (18)

(19)
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- Sustrayendo el estado base de la energia
reconstruimos el Hamiltoniano, de tal forma que los
valores propios de la energia estdn dados por:

I} (20)

y las funciones de onda quedan como:
Wiz) = \Escn{(—?ﬁi})ﬂ] @n

de tal forma que el superpotencial viene dado por:

har T

t
v2mlL cot( L

W(z) = — ) {22)

y ¢l potencial supersimétrico por
Rt 5[ TT
Vi(z) = W[Qcosecz (T) - 1] (23)

Ahora, las funciones de onda para el

Hamiltoniano A, se obtienen aplicando el operador.

A a las funciones de onda de IAJL En particular se
encuentra que.

U(e) = _gsenz(%%) - (24)
y}iz)(:ﬁ) = —= —é—sen(%)sen(—w—) | (25)

['I[)]z en funcién de x para las primeras

Fig. 1. Gréfica
2 2 T

_ funciones de onda ([V¢»((,Z)) =y, w;}z)] =2z)

generadas por el potencial adyacente supersimétrico para el

problema del pozo de potencial. Se ha considerado i = 2m
=L=1

donde el espectro de energias para Vafx) es el
siguiente

_(n+ 1)(n + e

B2 = 26
2mIr (26)
de ta] forma que, en el estado base, se tienc
9 9
@ _ Shomm 4
E“ 2??1L El (2 )

3. Hamiltonianos Isoespectrales.

Partiendo de E§ =0, podemos escribir a H,
como (de aqui en adelante tomaremos /i=2m = 1)

2

o= Ah+ B =Ly (28)
en donde

.4 L d o

A =+ W), A = -~ tWi) @9

y el superpotencial lo escribimos como
d 4w
Wi(z) = —E;In ¥ (7) (30)

De igual forma, el potencial supersimétrico
adyacente es:

2
H, = AA + B = ﬁ% + Va(z) 31

donde el superpotencial V,(z) viene dado por
= AU
Valz) = Vi(z) - 2 i@ (32)
i -

. De las ecuaciones (10) y {11) vemos cdmo se
relacionan los autovalores de energia y las funciones -
de onda de los dos Hamiltonianos:

. .
Efzz—l = EI(!ZJ ’ -

2 Dy Ao

@/«’7(:)) = (E:Iiﬂ - E((} ) A lf’,(,lg . (33
Realizando el mismo procedimiento  anterior

construimos el Hamiltoniano Hs, el cual presenta la
forma:

N O 47
Hy = AA)A; - E,“) = el + V()

) (34) -
donde
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d? 5
Vi(z) = Vi(z) — 2F111(w((,‘>¢(‘,-)). (35)

Por tanto, la funcién de onda para H; viene dada
como:

= (B, - E) " (ED,

De esta forma es claro que si el Hamiltoniano
original H; posee p (p21)

- E(( ) v A’Aﬂfn‘#’ (36)

estados ligados con
. 0 . : )
valores propios E " , y funciones propias { .’ con

(p-)<n<0, entonces se puede generar un

A

ordenamiento de (p-1) Hamiltonianos H, Hi _ H,
, de tal forma que el m-ésimo miembro de dicho

ordenamiento H,, posee el mismo espectro de
A

energia de H; excepto por el hecho de que los

primeros (m-1) valores propios de H, estan ausentes

A
en H,. En particular, podemos escribir:

d._

m = ‘LnA-r ,,, 1 = _:i'—" + V,,,(.’L‘)
m=1,2,3,...p 37
en donde
A= LW A =-L W 68)

" dw n b g dl‘ m
W, (z) = N w{" (z) (39)

m dr }]

m ('T) Vvl(z) ln(% . n:" 1)) (40)

De tal forma que los autovalores de energia y
funciones de onda del Hamiltoniano H,, vienen dadas
por:

ET(IHI) = E,(I’;’_'l‘l) = - Eu+m 1 (41)

m —1/- —1/2 § )]
W = Ef.lw. 1 "Ef.ly)fz) 1/’2._.(55"1’”71 ‘Ei()n) Y24, .. A ’Hm 1
(42)

de esta forma, conociendo todas las funciones

propias dc H,, podemos conoccer de inmediato de
manera algebraica todas las funciones de onda y
espectros de energia de la familia de (p-1)
Hamiltonianos.

4. Invarianza de Forma

La supersimetria tan solo relaciona funciones de
onda de los Hamiltonianos supersimétricos
adyacentes y sus respectivos espectros, pero no
proporciona el espectro  correspondiente  al

A
Hamiltoniano original H,, para tal efecto es
necesario introducir una condicion extra de
integrabilidad denominada invarianza de forma. Si
¢l par de potenciales supersimétricos adyacentes
Vix) y Va(x) poseen forma similar y difieren
unicamente en los parametros que aparecen en ellos,
se dice que son potenciales de forma invariante . En
otras palabras si Vy(x) y Vy(x) satisfacen la
condicion:

Va(z.a;) = Vi(z.43) + R(a;) (43)

donde a, es un conjunto de parametros, a; es funcion
de a; y el termino R(a;) es independiente de x,
entonces Vi(x) y Va(x) son de forma invariante.
Utilizando este hecho calcularemos el espectro del

Hamiltoniano H,. Para este proposito, se construye

~
una sucesion de Hamiltonianos H,, con s= 1,2,..., en
donde:

d-

Ho=-—s

+ V(z,a,) (44)

podemos escribir la ecuacion anterior en términos de
V(x) como:

2 s

0z + Vi(z,a,) + > Rlay) (45)
k=1

i, =

donde a,=flay), es decir, la funcidén f aplicada s veces.
Usando las expresiones anteriores obtenemos:

. d?
Hiyy = s + Vi(z.apy) + ZR(GL (46)
k=1
o igualmente:
. 42 il
H., =- d2+V2 z,0,)+ Y Rlay) (47)
k=1

de tal forma que H,y H,, son Hamiltonianos
supersimétricos adyacentes ya que poseen el mismo
espectro excepto por la ausencia del estado base de

N A
Hs cn HSH

s--1
= Y R(@) (48)
k=1
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A A

Devolviéndonos de H, a H,,, podemos

A

A
eventualmente alcanzar a H,y a H,, cuyas energias
en el estado base son nulas, y el nivel enésimo

I
coincide con el estado base del Hamiltoniano #, (n=

1,2,...), de tal forma que el espectro total de H, es:

B = " R(@), B =0 #9)

k=1

Ahora vemos que se puede generalizar el método
de operadores de creacidn y destruccion, de tal forma

A
que podemos calcular las funciones de onda de H, a
partir del conocimiento de la funcion de onda en el

estado base |/ 8) » 1a cual viene dada en términos del

superpotencial. Esto es posible ya que los operadores
Ay A" relacionan las funciones de onda que
poseen el mismo espectro para los Hamiltonianos

supersimétricos adyacentes H, y H,. Asi,

. A
comenzamos desde el Hamiltoniano H cuya funcién

de onda en el estado base es V/E)S) (x,a,).
Devolviéndonos desde H, hasta H,.,, luego
hallamos en el #-ésimo estado la funcién de onda no
normalizada en términos del estado base, la cual esta

dada por:
P = A, a)A'(z, w)...Al(z,a, Yol (z,a, . ) (50)

Es conveniente tener expresiones explicitas para las
funciones de onda; para tal caso, es mejor utilizar la
expresion:

U = A (z,00) (51)

lo que corresponde claramente a la generalizacion de
los operadores de creacion y aniquilacién usados en
el oscilador. armonico lineal. Asi, el problema se
restringe ahora a conocer el superpotencial con el
cual podremos calcular la funcién de onda para el
estado base y por consiguiente los potenciales ¥, y
Va; el siguiente paso seria calcular R(a,) para

finalmente determinar las funciones de onda ¥ f,” .

Con estos resultados podemos construir toda una
familia de Hamiltonianos con la degeneracion
previamente expuesta.

Examinemos esto con un ejemplo: Considerando el
oscilador arménico unidimensional con una funcién
de onda en el estado base dado por:

Ar?
W= et (52)

endonde \=m@ /% ;sila energia es calibrada de tal
forma que en el estado base es nula, los potenciales
adyacentes y el superpotencial vendrian dados por:

1 5 1 1 3 1
Vi(r) = inwz:rz - ihw. Vi(x) = §mw2:r‘) + iﬁw (53)

muw

V2m

W(z) = x (54)

Los potenciales ¥y(x) y Va(x) son de forma
invariante con R(a)) =% w =q, v ar=fla))=a, la
funcion identidad, de tal forma que a=a;. Asi, el

"
espectro de energias para H| vendria dado por:

BN = ZR((LL.) =hw + hw + ... + hw = nhw (55)

k=1
De tal forma que E 6”=0, y la energia en el estado

base para H, serd E'P =R(a)= h @

Ahora podemos calcular las funciones de onda no
normalizadas para los dos primeros estados
excitados:

/\.’.2 /\_1,2
P = Bre 2, ) = Ce T (1 2)2%)  (56)

Podemos notar que los dos potenciales que
difieren en su forma funcional, poseen exactamente
el mismo espectro excepto por el hecho de que uno
de ellos posee un nivel de energia més bajo.

5. Conclusiones

La supersimetria aplicada a la mecanica cuantica
desemboca en una generalizacion al método de
operadores escalera, similar al utilizado en la
solucion en el espacio de kets del oscilador arménico
lineal. Para llegar a tal generalizacion, se mostro en
primer lugar cémo construir toda una familia de
potenciales que poseen el mismo espectro de energia;
esto se llevo a cabo mediante la introduccion de dos
operadores diferenciales lineales A y A | los cuales
llegan a jugar el mismo papel que desempeiian los
conocidos operadores escalera, pero de forma mas
general.  Como  aplicacion, se  construyeron
potenciales a partir del pozo de potencial y se
calcularon sus funciones de onda para el estado base
y para el primer estado excitado; este procedimiento
se lleva a cabo si se conoce previamente el espectro
correspondiente al potencial original; sin embargo, la
supersimetria no genera este espectro, de tal forma
que para construirlo, se acudié a una condicion extra



F. Villegas S. / Rev.Inv.Fis. Vol.7N° 1,2 (2004) 45- 50 50

de integrabilidad denominada invarianza de forma, la
cual relaciona los potenciales supersimétricos
adyacentes. Si tales potenciales son invariantes, es
posible reproducir exactamente el espectro del
Hamiltoniano original. Como ejemplo se calculé el
espectro  para el oscilador armoénico lineal
suponiendo que su energia en el estado base fuese
nula y conociendo previamente su funcién de onda
en dicho estado; se calcularon las funciones de onda
correspondientes a fos dos primeros estados
excitados, en plena concordancia con los resultados
que encontramos en los textos convencionales.

La supersimetria aplicada a la mecanica cuantica
es examinada de muy buena forma en la referencia’,
en parte de donde surgieron las ideas centrales de
este trabajo.
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