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Resumen

Mo hay solucién explicita para ¢l problema planteado en 1963 por Lorentz, por lo general se resuelve este
sisterna de ecuaciones diferenciales por €l método de integracion trapezoidal con extrapolacion de Richarson o
por el métode mejorado de Euler. En este trabajo se plantea una solucidn alternativa por el método de Runge
Kutia Fehlberg que requiere solo sgis evaluaciones de la funcion, reduciendo el tismpo de calculo.
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Palahras Claves: Atractor de Lorentz; Runge-Kutta-Felhberg; Fisica Computacional; Metodos Numéricos,

Abstract

There is 1o an explicit solution for is proposed problem in 1963 by Lorentz. Generally, this system of
differentials equations is solved by the method of trapezoidal integration with extrapolation of Richardson or by
the improved method of Euler. In this work an alternative solution by the method of Runge Kutta Fehiberg is
presented, which requires only six evaluations of the function, thus reducing the time of calculation,
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1. Introduccién

E.M. Lorentz publicé en 1963 un importante
trabajo titulado “Flujo determinista no periddico”,
que presenta una ecuacién de aspecto simple, pero
con comportamiento muy complejo. (ueria entender
como evoluciona una capa de flnido calentada por
debajo, ( una capa de aire proxima a la superficie se
eleva por el calentamiento que le provoca la
radiacion solar absorbida en el suelo), problema de
gran relevancia meteoroldgica y que se conoce como
conveccion de Benard o de Rayleigh-Benard, Unos
afios mas tarde, se pudo comprender gue la
complejidad del sistema de Lorenz es debida a que
tiene un atractor extrafio, estudiado intensamente
desde entonces.

2. Elmétodo de Runge-Kutta-Fehlberg

Una forma de garantizar precisidn en la solucion
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de una ecuacion diferencial es resolver el problema
usando dos veces los tamafios de paso R y A2 ¥
comparar respuestas en los puntos de acoplamiento
correspondientes al tamafio de paso mas grande. Pero
esto reguiere una cantidad significativa de calculo
para ¢} tamafio de paso mds pequefio y debe ser
repetida si se determina que el resultado no es
bastante bueno. El método de Runge-Kutta-Fehlberg
es unidireccional; se intentara resolver este problema.
Tiene un procedimiento para determinar si se estd
utiizando el tamafic de paso apropiade #. En cada
paso, dos diversas aproximaciones para la solucion se
hacen y se comparan.

Si las dos respuestas estin segin lo acotado, se
acepta la aproximacion. Si las dos respuestas no
contienen una exactitud especificada, se reduce el
tamafic de paso. Si las respuestas conticren miés
digitos significativos que los pedidos, se aumenta ¢l
tamafo e paso.

Cada paso de Runge-Kutta-Fehlberg, requiere los
siguientes 6 valores:
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Entonces una aproximacién a la solucion de Ia
ED se hace usando el método de Runge-Kutta de
orden 4;
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y el mejor valor para la solucién se détermina usando
¢l método de Runge-Kutta de orden 5:
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El tamafic de paso Optimo sk puede ser
determinado multiplicando los tiempos escalares de s
por el tamaiio de paso actual /. El s escalar es:

/4 174
o=| " | ~0,340896] "
' 23j+z"}’;+;[ !z_;n_ijz

Donde £ ¢s la tolerancia especificada en el control
. del error.

3. El Atractor de Lorentz

{orentz obtuve el siguienle sistema de ftres
diferentes ecuaciones ordinarias,

*

X =zwgX +o¥ . {n
Ye-XZ4rX-Y @)

Z=XY+bZ (3)

Donde o = ;M‘ es el lamado ndmero de
Prand), b = 4/ {I+a’) y r es el pardmetro de control,
proporcional a AT.

Vemos que sé trata de un sistema aparentemente
simple, pero que se comporta de un modo muy
complejo. Y conviene puntualizar dos cosas:

1} Las cantidades X, ¥, Z no son coordenadas
espaciales, sino que representan la velocidad y la
temperatura del fluido a través de los valores de

vyh

2y El modelo de Lorentz describe el fendémeno de
Rayleigh-Benard solo en la proximidad de la
transicion de la conduccion ¥rmica a I
conveccion por rodillos simples. Por ello, e
comportamiento cadtico que se chserva en los
experimentos para valores altos del nimero de
Rayleigh, no tfiene nada que ver con y y 8.

El modelo de Lorentz ha sido investigado en
gran detzlle por métodos numéricos, pues no hay

“soluciones explicitas en forma analitica.

Se ha constrnido un programa hecho con
EORTRAN 90, empleando ¢l método de Runge-
Kutta-Fehlberg para determinar e} comportamiento
det sistema dindgmico de Lorentz en el intervale
0<¢<200 con los mismos parmetros que
originalmente uso Lorentz:,

g = 10,0
p = 280
b = 83

Considerando las siguientes condiciones iniciales:

X = -1,3560
Y = -2,492152
5oy = 12,317410

Posteriormente estos valores iniciales y con los
parametros de Lorentz son remplazados en las
ecusciones {1}, (2) ¥ {3} La solucién de &sia se
muestra en la Fig. 1 que es la proyeccion en e plano
Y-Z y la Fig. 2 es la proyeccion en el plano X-Z, que
en Jugar de una simple estructura geométrica o curva
compleja, la estructura conocida comeo atractor de
Lorentz va emergiendo conforme se iteran las
ecuaciones’.

4. Conclusiones

1. Si0<r <1 sblo hay una solucion estacionaria
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=¥=F=0 que es estable v representa Ia
solucitn de equilibrio en ia que el fluido esta
en reposo v la transmisién del calor se hace
por conveccion.
2. Sirerece y pasa por el valor 1, la solucidn se
hace estable y se crea dos nuevos punios de
aguilibrio Cy Cen:

X=Y=xJb(r-1), Z=r-1

Lo cual constituye un atractor, pues todas las
soluciones iniciales tienden asintéticamente a ella. En
su interior hay wuna fuerte sensibifidad a las
condiciones iniciales para ¢l desarrolle de las
ecuaciones diferenciales que planteo Lorentz. Este
concepto explica una conducta irregular, en el cual
un peguefio cambio es un sistema recursivo se
magnifique hasta alterar drasticamente los resultados
esperados, a esto se conove como e efecio
mariposas.
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Fig. 1. Proyeccion sobre el plano Y-Z {mascara de buho),
del Atractor de Lorentz
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Fig. 2. Proyeccién sobre el plane X-Z {mariposa}, del
Atractor de Loreniz



