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Se estudia el campo de Dirac para fermiones sin masa. Considerando transformaciones quirales en el
campo de Dirac se obtienen funciones de onda desacopladas en las cuales al considerar la masa de la
particula como nula se obtiene un campo que describe fermiones sin masa.
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Dirac field for massless fermions

The Dirac field of massless fermions is analyzed. Considering chiral transformations in Dirac field we
obtain uncoupled wave functions in which making the mass particle null a field describing the massless

fermions is obtained.

Keywords: Quantum field theory, elementary particle physics, standard model.

1. Introduccion

Las particulas en el universo se dividen en dos gru-
pos: los fermiones (electrones, neutrinos, quarks) y los
bosones (fotones, gluones, W,Z). Estos grupos se dis-
tinguen por la contribucién que realizan a la construc-
cion y estabilidad del universo. Los fermiones son aque-
llas particulas que forman la materia, entre las cuales se
ejercen fuerzas, y que manifiestan a través del operador
de intercambio autoestados antisimétricos debido a sus
espines semienteros (1/2, 3/2, 5/2, ...).

Los bosones son los propagadores que transportan
las fuerzas entre fermiones, los cuales manifiestan a tra-
vés del operador de intercambio autoestados simétricos
debido sus espines enteros (1 para el foton y 2 para el
graviton). En general, para estudiar el campo fermioni-
co lo hacemos mediante la ecuaciéon de Dirac, la cual es
apropiada para el estudio de fermiones de espin 1/2 y la
ecuacion de Rarita-Schwinger para fermiones de espin
3/2 la cual es una ecuacion de campo relativista similar
a la ecuacién de Dirac.

En los dltimos aiios se ha incrementado los trabajos
acerca de fermiones sin masa, sin embargo, ya desde los
afios 60 surgen los primeros indicios del problema de la
masa del neutrino con el experimento de R. Davis[1].
Los neutrinos originalmente se introducen en el modelo
estandar, como un fermioén de espin 1/2, sin masa y por
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lo tanto con quiralidad izquierda.

Desde el afio 2004[2], el interés sobre los fermiones
sin masa se ha renovado por la observacién experimen-
tal de que los portadores de carga en el grafeno semejan
en el punto de Dirac, donde las bandas de valencia y de
conduccidén se superponen, a los fermiones sin masa que
se mueven casi relativisticamente, con una velocidad de
Fermi, vr &~ ¢/300[3]. Debido a estas extraordinarias
propiedades del grafeno se ha sugerido la posibilidad de
observar por primera vez en un sistema de estado so6lido
la paradoja de Klein, en la que las particulas relativis-
ticas no sufren reflexiéon ante una barrera de potencial
alta y gruesal[4].

Desde una perspectiva formativa y didactica, en el
presente trabajo analizamos el campo de Dirac en la
que consideramos el caso especial en que la masa de las
particulas es nula para ser tratada como una ecuaciéon
de Weyl.

2. Campo de Dirac

La ecuacion de Dirac describe particulas fermionicas
de espin 1/2 mediante un campo fermi6nico. La ecua-
cién de Dirac para particulas de masa m es[5]

. O(@)

= [ca(ihV) +ﬂmc2]¢(x) (1)



la cual puede ser descrita como

Op(x)

o —

ihy py —meyp(z) =0 (2)

donde _
7' =8, 7' =pa;i, i=1,23

son las matrices de Dirac que satisfacen las relaciones

de anticonmutacion

[v*,7"], = 29" 3)

y las condiciones de hermiticidad v =~° y 47t = —47
para 7 = 1,2, 3, de modo que se cumple

AT = 40940 (4)

Si ¢(z) es una funciéon de onda espinorial con cuatro
componentes ¥q (), a = 1,2, 3,4, el campo adjunto es
definido por
P(@) =9 (@) (5)
y satisface la ecuacion adjunta de Dirac
ihag}T(f)fy“ —mep(x) =0 . (6)

Las ecuaciones de Dirac (2) y (6) pueden derivarse
de la densidad lagrangiana

L= cb(e) |it" 5o | w(o) (7)

por variacién de la accién respecto a los campos . y
1o se obtienen los momentos conjugados

To(x) = % Rape,
oL (8)
Ta(x) = awa

Usando las ecuaciones (7) y (8) se obtiene la densidad
hamiltoniana y el momentum para el campo de Dirac,
los cuales vienen expresados por

H= /d:cz/)

P= ih/dw3¢T(x)V¢($) , (10)

respectivamente, considerando un volumen V' con con-
diciones de contorno periodicas. La ecuaciéon de Di-
rac(2) posee cuatro soluciones independientes, éstas
pueden expresarse como|[6]

—ihey’ i + mc ]1/)(1:) 9)

efip/h
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donde u,(p) y vr(p) son espinores que satisfacen las
ecuaciones

(ﬁ - mc) ur(p) =0
y (12)
(;ﬁ—i—mc)u,«(p):Q r=1,2

de modo que ]zf =~v"pu.

3. Campo de Dirac para fermiones sin
masa

Considerando en el campo de Dirac las transforma-
ciones quirales siguientes

U(z) — T (2) = ()
(13)
() - ¥i(z) =
donde « es un parametro real arbitrario, la densidad
lagrangiana (7) reescrita como

671.&"/5\1’1.(1})

L = ilic®(x)y" 8, ¥ (x) — mc* ¥ (z) ¥ (x) (14)

puede ser transformada, usando las ecuaciones (13) en
la (14), obteniendo una densidad lagrangiana L’ dada
por

L' = iheW (x)y" 0,0 (z) — mc® ¥ (x)e* > W(z) . (15)

Comparando las dos tltimas ecuaciones, (14) y (15), se
deduce que la densidad lagrangiana es invariante si la
masa es nula, de modo que

L' = L = ihe¥(z)y"0, ¥ (x) (16)

y aplicando el teorema de Euler-Lagrange a la ecuacion
(16) obtenemos las formas directa y adjunta

they" 0,9 (z) =
B (17)
ihed W (z)y" =0,

respectivamente, que al aplicarles las relaciones [y°]? =
1y v° = vs, obtenemos

O [W(w)y" 35 W ()] =0 (18)

Esta tltima ecuacién es conocida como la densidad de
carga-corriente cuadrimensional S* general, pero como
se obtuvo a partir de una transformacion quiral (1) és-
ta tiene un caracter pseudovectorial de la densidad de
carga-corriente conocida como J§ con las mismas carac-
teristicas que S*[7]. Por tanto, obtenemos una densidad
J4 considerando la masa nula de las particulas,

Ji = U(x)y () . (19)
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Sin perder generalidad, la funcion de onda ¥ es di-
vidida en dos componentes para un estudio més deta-
llado, comtnmente en funciones de ondas positivas y
negativas. En el caso particular en el que interviene la
transformacion de fase quiral, las componentes son de-
nominadas funciones de onda de derecha e izquierda,
Ur y ¥, respectivamente.

UV=VUp+ V¥, (20)

donde Y y ¥y, dependen del pardmetro o y de la ma-
triz 4° .

De la ecuacion (14) y (20) obtenemos la densidad
lagrangiana total para ambas componentes

L = [iﬁc\f/Ry“@“\I!R — TTLCZ\T/R\I/R]

+ [ihc\I/R’y“GH\I/L — mcz\i’R\I’L]

+ [ihc\I/L’y“E)H\I/R — mc2\i’L\I/R}

+ [ihc\I/L’y”E)H\I/L — mc2\i/L\I/L} . (21
Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el

lagrangiano dado por la ecuacién (21) obtenemos las
ecuaciones de Dirac correspondientes

ihel (0, V)Y + (0,0 L)Y"] +me? (Ur + ¥r) =0
ihe[y* (8,0 R) + 70, ¥1L)] — mc*(Ur+ Ur) =0,
(22)
ordenandolos adecuadamente obtenemos
[ihfy“@u - mc] Vg + [ihfy“@u - mc] Uy =0. (23)
Reemplazando (20) en (23), se obtiene
thy" 0,0 — me¥? =0 . (24)

Esta es conocida como la ecuacion de Dirac directa,
que es idéntica a la que se obtendria si se aplicara la
ecuacion de Euler-Lagrange directamente sobre la den-
sidad lagrangiana general.

Usando la ecuacion (24) y sumando en ambos térmi-
nos s y realizando un artificio matematico obtenemos

[ih’y“@M - mc} (1 _g%

[ih’y”@M - mc} (1

Ju+

_275)\11 = 0. (25

Comparando las ecuaciones (23) con (25) se deduce
las siguientes relaciones:

1+

Vr = (=

)@
(26)

1_
v, :(T%)\I/

donde los factores que acompafian a la funci(’)p de onda
son denominados operadores de proyeccion P4[8] defi-

nidos por
- 14 7s
Py = ( 27 ) . (27)

Cabe mencionar que la ecuacion (26) se obtuvo de
la densidad lagrangiana general (14), es decir, es inde-
pendiente respecto a si la particula posee masa o no. De
la ecuacion (23), observamos que las funciones de onda
Vi y Uy estan acopladas con la masa de la particula;
es decir, una depende de la otra, por tal motivo si se de-
sea que ambas funciones sean independientes debemos
considerar que la masa de la particula tienda a hacerse
nula.

Representando la funciéon de onda como una matriz

columna tenemos
a7
U= ( v ) 7 (28)

ahora transformando la ecuacién de Dirac en su forma
matricial y reemplazando la ecuacién (28) obtenemos
las funciones de onda acopladas

1hoo, W +iha - VU Rr = meV

(29)
—1hOo,W g —thd - V¥ = mc¥pg .

Tomando el limite m — 0 obtenemos las funciones de
onda desacopladas, conocidas también como las ecua-
ciones de Weyl[9, 10]

OV =0- (V\I/R)
(30)
0oVRr =—0G- (VTL) s

donde v° y 7 son estandares y & es la matriz de
Dirac|11].

Estas ecuaciones pudieron haberse obtenido tam-
bién al considerar el limite de masa nula directamente
en la densidad lagrangiana (21), de ese modo, usando
las ecuaciones (17) y (26) se obtiene que

UrU, =0, Ur=0
~ ~ (31)
U0,V = Wry"0, VL =0,

considerando m = 0 en la ecuaciéon (21) y usando la
ecuacion (31) obtenemos

L = ihcUry" 0,V R + ihe¥ 1y 0,V . (32)

La ecuacién de Dirac para esta densidad lagrangia-
na es
they" 0y VR + they* 0,V =0, (33)
luego, usando (33) y (31) en (32) obtenemos
L =ihc¥ 40,V (34)

de la cual se obtienen las funciones de onda mano iz-
quierda y de forma analoga mano derecha.



4. Conclusiones

Para describir de manera adecuada el comporta-
miento de una particula que actda bajo una transfor-
macion quiral, ésta debe cumplir necesariamente con
la condicién de que la masa sea nula. Las ecuaciones
de movimiento tanto de mano derecha como de mano

Rev. Inv. Fis. 13, 101301751 (2010)

izquierda de las funciones de onda se desligan una de
la otra a partir de la consideraciéon de masa nula, y de
esta manera, ambas son independientes para describir
la dinamica de cada una en particular. Las densidades
lagrangianas de la ecuacion (34) se ha obtenido tnica-
mente al considerar que la particula tenga masa nula y
que se podria aplicar al caso de neutrinos.
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