
Revista de Investigaión de Físia 13, 101302751 (2010)El método de Monte Carlo y la soluión de la euaión de transfereniaradiativaMariella Berroal Tito*, Carlos E. Velasquez Cabrera y Raul Carita MonteroFaultad de Cienias Físias, Universidad Naional Mayor de San Maros, A.P. 14-0149, Lima 14, PerúReibido 24 mayo 2010 � Aeptado 20 diiembre 2010El paso de la radiaión que atraviesa un medio donde ourren los fenómenos de absorión, dispersióny emisión, es modelado por la euaión de transferenia radiativa (ETR). Para medios puramenteabsorbentes, el fenómeno de dispersión es despreiado reduiendo la ETR a una euaión difereniallineal, on soluión analítia. Para medios dispersivos, la ETR es una euaión diferenial no lineal, sinsoluión analítia y su soluión es aproximada por métodos numérios determinístios. Monte Carloes un método estoástio, basado en probabilidades y utiliza un generador de números aleatorios parasimular la ourrenia de un evento, en este aso, el paso de la radiaión por un medio. En este trabajose utilizó el método de diferenias �nitas junto on el de ordenadas disretas para resolver la ETR enuna dimensión, los resultados fueron omparados on los obtenidos por el método de Monte Carlo.Algunos ejemplos de prueba son presentados, así también los programas utilizados para la soluión deambos métodos en el SiLab.Palabras laves: Euaión de transferenia radiativa, método de diferenias �nitas, método de orde-nadas disretas, método de Monte Carlo, SiLab.The Monte Carlo method and the solution of the radiative transfer equationThe radiation pathway through a medium where our the absorption, sattering and emission pheno-ma is desribed by the radiative transfer equation (ETR). For purely absorbing media, the dispersionphenomenon is negleted by reduing the ETR to a linear di�erential equation with analytial solution.For dispersive media, the ETR is a nonlinear di�erential equation, with non analytial solution andthe solution must be approximated by deterministi numerial methods. Monte Carlo is a stohastimethod based in probabilities and use random numbers to simulate the ourrene of an event, in thisase, the pathways radiation in a partiipating media. In this study, we have used �nite di�erene anddisrete ordinates methods to solve the ETR in one dimension, the results were ompared with theMonte Carlo results. Test ase results are presented, also the soure ode used for the solution of bothmethods in the Silab.Keywords: Radiative transfer equation, �nite di�erene method, disrete ordinates method, MonteCarlo method, Silab.En el presente trabajo se pretende ontribuir a laenseñanza de la físia apliada en un tópio de perma-nente interés omo lo es el transporte de radiaión ele-tromagnétia a través de un medio ontínuo. Esta feno-menología es estudiada desde diferentes enfoques omopor ejemplo en físia média[1℄, físia estelar, ingenieríameánia[2℄, transferenia de alor[2℄, astrofísia, tele-deteión[3℄, físia atmosféria[4℄, sensoramiento remo-to. Los fenómenos de absorión y sattering produidosen un medio son denominados propiedades radiativas
de un medio y proporionan informaión importante so-bre la omposiión y dinámia del mismo. El oe�ientede absorión puede disriminar diferentes omponentesromóforos, partíulas que absorben radiaión eletro-magnétia de una determinada longitud de onda y queson responsables de las sustanias de oloraión de unmedio. El oe�iente de sattering puede ser usado pa-ra araterizar la forma, el tamaño y la onentraiónde los diferentes omponentes de sattering presentesen el medio[5℄. Por motivos estritamente pedagógios,*mabet99�yahoo.om 1



2 Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010)mostramos el desarrollo unidimensional de la euaiónde transferenia radiativa y lo resolvemos mediante eluso de los métodos de diferenias �nitas y de ordena-das disretas uyos resultados son omparados on losobtenidos mediante el método de Monte Carlo.La euaión de transferenia radiativaLa euaión de transferenia radiativa (ETR) es ob-tenida de la euaión de transporte de Boltzmann[5,6℄y desribe el paso de las partíulas neutras en un ma-terial. La ETR se desribe omo
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S = S(r, E, Ω̂, t)donde I es la intensidad de la radiaión, σt es el oe�-iente de extinión total dado por σt = σs + σa, siendo
σa el oe�iente de absorión y σs el oe�iente de sat-tering, S es una o más fuentes de partíulas dentro delmedio, r = (x, y, z) es la posiión, E es la energía, Ω̂es el ángulo sólido de radio unitario en la direión depropagaión de la partíula y t es el tiempo.En una geometría artesiana para un medio unidi-mensional en régimen permanente, onsiderando sime-tría azimutal, sin dependenia espetral, para un medioisotrópio, sin fuentes tiene la forma
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l = 1, 2, 3, . . . , L0; 0 ≤ x ≤ L y − 1 ≤ µl ≤ 1donde x es la variable espaial, µl es el oseno de ladireión l on el eje x, wl es el peso de la uadratu-ra asoiada a la direión l, L0 es el número total dedireiones en que se divide el dominio angular de laradiaión, l india una direión.La Fig.1, representa el problema físio a resolver enuna plaa larga de espesor Lx, mientras que, la Fig.2muestra la posiión de la fuente de intensidad Ib y dosdetetores, uno de re�exión, Dr y el otro de transmisión
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Figura 1: Medio en una dimensión.
Figura 2: Posiión de la fuente y los detetores.Soluión analítia de la ETRLa E.(2) es una euaión diferenial no lineal queno tiene soluión analítia. Pero, en el aso de que elmedio fuera muy absorbente σs puede ser despreiado,entones se obtiene[7-9℄

dI

dx
+ σaI(x) = 0 . (3)La soluión analítia para la E.(3) está dado por

I(x) = I(0) exp[−σax] (4)donde I(0) es la radiaion inidente.El método de Monte CarloBajo el nombre de �método de Monte Carlo� se agru-pan un onjunto de proedimientos que analizan dis-tribuiones de variables aleatorias tratando de simularuna experienia real. La importania atual del métodoMonte Carlo se basa en que este método da soluióna una gran variedad de problemas físio-matemátiospermitiendo un análisis, a través de simulaiones onmuestreo estadístio en una omputadora, de los ex-perimentos reales antes de realizarlos[10℄. Además, lasapliaiones de este método iniialmente han surgido en



Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010) 3las matemátias omo método de soluión para euaio-nes difereniales pariales, integrales multidimensiona-les, matries, redondeo aleatorios y las onoidas eua-iones de Shrödinger y Laplae. Sus apliaiones a-tuales se extienden a diversos ampos ientí�os y té-nios tan variados omo la físia estadístia, biologíamoleular[11℄, genétia [11℄, redes de informaión, te-leomuniaiones y �nanzas[10℄. La apliaión en usosespeí�os[12℄ se uenta a los álulos de la magnitudde emisiones de rayos ósmios, tamaño rítio de losreatores nuleares, difusión y movimiento browniano,difusión de líquidos a través de sólidos, propiedades deretíulos polimérios, araterístias de los reipientesneesarios para el transporte de neutrones, y dos aplia-iones de reiente interés tienen relaión on las téniasradiográ�as y on la obtenión de materiales polimé-rios para apliaiones biológias.La prinipal desventaja del método de Monte Carloes la lentitud on la que onverge. La rapidez de on-vergenia depende de la relaión σ/
√

M , donde σ es lavarianza y M el número de trayetorias. Para aelerar laonvergenia se disminuye el valor de σ o se inrementael número de trayetorias. Al inrementar el número detrayetorias se inrementa el tiempo de álulo ompu-taional y el uso de generadores de números aleatoriosmás so�stiados de modo que las seuenias numériassean de baja disrepania.El método de Monte Carlo no resuelve explíita-mente la ETR. La interaión de la radiaión on lamateria es probabilístia, σa está relaionada a la pro-babilidad del material de absorber una partíula y σs ala probabilidad de esparirla, sattering. El método deMonte Carlo simula explíitamente el fenómeno físio,siguiendo a las partíulas individuales desde su reaiónen una fuente hasta el término de su historia ya sea alser absorbido o esparido por el medio y reogido porel detetor de salida[12℄.Considerando un medio isotrópio, en ualquierpunto del medio se umple que:1. La partíula que es absorbida, no es esparida,por tanto se termina su historia.2. La partíula esparida, que no es absorbida, ellapuede ser esparida en diferentes ángulos. La pro-babilidad que la partíula sea esparida haia ade-lante, será la misma que sea esparida haia atrás.El programa para los álulos respetivos está en elapéndie al �nal del artíulo.Soluión de la ETR on el método de di-ferenias �nitas y de las ordenadas �nitasEl dominio espaial es dividido en imax intervalos re-gulares de longitud ∆x, ada intervalo es denominado

segmento espaial Ei, ver Fig.3, i india un segmentodentro del dominio espaial. La longitud total del me-dio, Lx, es igual a Lx = ∆xImax.
Figura 3: Disretizaión del domínio espaial.Considerando los �ujos Iwi e Iei en los puntos defrontera del segmento Ei omo se observa en la Fig. 4,la variaión de la intensidad ∆I en Ei, puede ser alu-lada, así omo la intensidad Ii en el entro de ada Eide la forma

∆I = Iei − Iwi ∆x = xi − xi−1

Il,i =
Iel,i + Iwl,i

2
(5)

Figura 4: Aproximaión por diferenias �nitas.La disretizaión del dominio angular, Fig. 5, es he-ha en las direiones Ωl alrededor del eje x, ella esrepresentada por los osenos diretores µl y sus respe-tivos pesos wl on l = 1, 2, . . . , L0. En la tabla 1, el valor
µl está dentro del intervalo −1 ≤ µl ≤ 1. Entones elvalor positivo o negativo de µl desribe dos uadrantes,Fig.6, en los uales la radiaión puede ser propagada oesparida[13,14℄.
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Figura 5: Disretizaión del dominio angular en el primeruadrante.Aproximando las derivadas por diferenias �nitas enla E.(2) y ayudados de la E.(5), obtenemos
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+ σl,iIl,i = Qi. (6)Proedemos a alular el valor de Il,i para ada ua-drante, omenzando on el Cuadrante I tenemos que

Il,i va a ser desde Iw a Ie, luego de la E.(5) tenemos
Iel,i = 2Il,i − Iwl,i . (7)Reemplazando la E.(7) en la E.(6), obtenemos

Il,i =
2µlIwl,i + ∆xQi

2µl + σt,i∆x
(8)

l = 1, 2, . . . , L0 i = 1, 2, . . . , imax .Considerando las ondiiones de frontera entre loselementos de áreas adyaentes, tenemos que si
i < imax entones Iwl,i+1 = Iel,i . (9)Punto Ordenadas PesosNúmero µl wl1 0.1372719 2.01222 0.5046889 2.10713 0.7004129 0.59904 0.8523177 1.18725 0.9809754 0.37786 -0.1372719 2.01227 -0.5046889 2.10718 -0.7004129 0.59909 -0.8523177 1.187210 -0.9809754 0.3778Tabla 1: Disretizaión angular.

Figura 6: Cuatro uadrantes desritos por los osenos di-retores.Cuadrante II para µl, tenemos que Il,i va desde Iea Iw, luego obtenemos tres euaiones análogas al ua-drante I, dados por
Iwl,i = 2Il,i − Iel,i (10)

I =
−2µlIel,i + ∆xQi

−2µl + σt,i∆x
(11)

Iel,i−1 = Iwl,i (12)Para determinar Ii neesitamos de Ql,i y para al-ular Ql,i neesitamos de Ii. Utilizando un algoritmoiterativo es posible alular Ii y Ql,i. Sea h un onta-dor de iteraiones reesribimos
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l = 1, 2, 3, . . . , L0El programa que orresponde a este método estádisponible en un apéndie al �nal de artíulo.ResultadosApliamos los dos métodos menionados anterior-mente en tres asos que enumeramos a ontinuaión.Ejemplo 1 Se onsidera un medio homogéneo de 10m de longitud on la geometría de la Fig. 2, on unafuente de luz de I0 = 10, 000 fotones en un extremo yun detetor de fotones en el otro. La tabla 2 muestrael número de partíulas que llegan al detetor, alula-do a través de una soluión analítia, numéria y porel método de Monte Carlo, para un medio absorbentepuro on diferentes valores de σa.



Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010) 5Número de fotones detetados
σa Analítia Numéria Monte Carlo90440.01 9048 9048 9025905560780.05 6065 6007 6010602436530.1 3679 3607 3731367013210.2 1353 1299 13201330680.5 67 59 626060.8 3 3 54Tabla 2: Resultados obtenidos simulando el ejemplo 1.La tabla 3 muestra los resultados de la soluión nu-méria y el método de Monte Carlo, para un medio ondiferentes valores de σs y σa.Número de fotones en el detetor

σa σs numério Monte Carlo560.5 0.01 54 755923540.1 0.05 2328 238823585740.2 0.1 524 6045722420.2 0.2 209 248239380.1 0.5 38 424050.05 0.8 4 32Tabla 3: Resultados del ejemplo 1 on absorión y espar-imiento.

Ejemplo 2 Para un medio heterogéneo formado portres apas, de modo que los extremos tienen las mismaspropiedades y son diferentes a la del medio, Fig. 7. Sepresenta los �ujos de los fotones obtenidos al atravesarel medio mapeando las trayetorias en ada entímetrode las mismas, Fig. 8, estos resultados fueron alula-dos on el método de diferenias �nitas, de ordenadasdisretas y el de Monte Carlo. En la Fig. 9, se muestrala evoluión del �ujo de fotones respeto a las traye-torias reorridas alulado por el método de diferenias�nitas y ordenadas disretas por ada iteraión.Ejemplo 3 El sistema es el mismo del ejemplo 1, unmedio absorbente puro, el problema se resuelve on nú-meros de historias, NH, diferentes. Los resultados mos-trados en la table 4 se usaron NH iguales a 104, 105, 106y 107. La Fig. 10 muestra el tiempo de álulo ompu-taional.
Figura 7: Medio heterogéneo onsiderado en el ejemplo 2.

Figura 8: Medio heterogéneo analizado del ejemplo 2.El error porentual uadrátio medio es de�nidoomoEP = 100 % ×
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«2 (14)donde e india el valor alulado en ada ejeuión delprograma por el método de Monte Carlo y E es el nú-mero total de ejeuiones para el alulo del EP.



6 Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010)En la Fig.11, se presenta el error porentual ua-drátio medio para el detetor situado a la salida deun medio on σa = 0.8, alulado para 4 ejeuionesdel método de Monte Carlo, φe,calculado on diferentesvalores de NH, en relaión a la soluión analítia, valorexato. Se onsidera que E = 10 para ada valor deNH. De la Fig.11 se observa una relaión entre el EP yel número de historias dada porEP = 1500/
√

NH

Figura 9: Aproximaión de la soluión en el ejemplo 2, pordiferenias �nitas en ada iteraión.

Figura 10: Tiempo de álulo omputaional para diferen-tes valores de NH.

Figura 11: Error porentual para diferentes valores de NH.AgradeimientosLos autores agradeen al profesor Máximo Poma To-rres por las sugerenias brindadas para la realizaión deeste trabajo.ConlusionesLos programas presentados en este trabajo fueronrealizados en el SCILAB, un software desarrollado porel Institut national de reherhe en informatique et enautomatique, INRIA, de Frania[15,16℄.En el método de Monte Carlo la probabilidad deque la partíula retroeda o avane por sattering enun medio isotrópio es la misma. Para determinar laprobabilidad por sattering haemos una aproximaión,presentada en el programa 1, que proporiona buenosresultados.Los resultados obtenidos por el método de MonteCarlo y el método numério son similares. Lo ual nosindue a ontinuar el análisis en dos dimensiones y re-solver problemas de tomografía óptia[17℄ en futurostrabajos.
σa Soluión Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carloanalítia NH= 104 NH= 105 NH= 106 NH= 1070.01 9048 9044 9025 9055 9057 9062 9065 9048 9049 9047 9048 9049 90490.05 6065 6078 6010 6024 6076 6092 6041 6068 6065 6078 6066 6067 60650.1 3679 3653 3731 3670 3667 3676 3667 3689 3679 3682 3679 3678 36820.2 1353 1321 1320 1330 1353 1343 1351 1353 358 1352 1354 1353 13530.5 67 68 62 60 66 71 68 66 68 69 67 68 670.8 3 6 5 4 3 3 2 3 3 4 3 3 3Tabla 4: Resultados alulados para el sistema del ejemplo 1.



Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010) 7ApéndiesPrograma usando el método de Monte Carlo.lear; //problema de la radiaión en un medio absorbente y esparidor (sattering)NH = 100000; //número de historiasLx = 10; //longitud del dominio del medio de una dimensión en entímetros//oefiiente de absorión, en ada m, que forma el medioa=[0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;//oefiiente de dispersión, en ada m que forma el medios=[0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;P1 = 0.0321-0.1/(4*3.1416)*(1.0-s+x^2/2-s^3/6+s^4/24-s^5/120); // probabilidad de retornoP2 = 1-exp(-a-s)-P1; //probabilidad de pérdida + retornoDe1 = zeros(Lx,1); //detetor para el flujo transmitidoDe2 = zeros(Lx,1); //detetor para el flujo dispersadofor i = 1:NHE = 1; H = 0;while H==0n = rand();if E==Lx & n>P2(E) then De1(E) = De1(E)+1; H = 1;elseif E>1 & n<=P1(E) then E = E-1;elseif E<Lx & n>P2(E) then E = E+1;else H = 1; De2(E) = De2(E)+1;end;end;end;De1(1)=NH-De2(1);for i=2:Lx-1De1(i)=De1(i-1)-De2(i);endxgridxo=[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10℄;yo=[NH De1(1) De1(2) De1(3) De1(4) De1(5) De1(6) De1(7) De1(8) De1(9) De1(10)℄;plot2d(xo,yo);Programa usando el método de diferenias �nitas y ordenadas disretas.lear;Lx = 10; // longitud del mediono = 20; vx = Lx/no; // número de intervalos, variaión en xlo = 10; // disretizaión angular, um osenos diretores, w peso de ada osenoNH = 100000; // fuenteum = [0.1373,0.5047,0.7004,0.8523,0.981,-0.1373,-0.5047,-0.7004,-0.8523,-0.981℄;w=[1.0061,1.0536,0.2995,0.5936,0.1889,1.0061,1.0536,0.2995,0.5936,0.1889℄;itemax = 20; // iteraión máxima//oefiiente de absorióna=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;//oefiiente de satterings=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;B = a+s; // oefiiente de extinión total//Iniializando los datosQt = zeros(no,1); // Ganania por dispersiónlw = zeros(no,1);le = zeros(no,1); //las fronteras oeste y estel = zeros(no,1); //flujo en el entro de ada elemento de líneafor int = 1:itemaxDe1 = zeros(no,1); //Detetor para el flujo transmitido



8 Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010)De2 = zeros(no,1); //Detetor para el flujo dispersadoQ = zeros(no,1);for iu = 1:lolw(1) = NH;le(no) = 0;if um(iu)>0 thenfor i = 1:nol(i) = (vx*Qt(i)+(2*lw(i))*um(iu))/(2*um(iu)+vx*B(i));if l(i)<0 then l(i) = 0; end;le(i) = 2*l(i)-lw(i);if i<no then lw(i+1) = le(i);end;Q(i)= w(iu)*l(i)+Q(i);end;De1 = le;elseif um(iu)<0 thenfor i = no:-1:1l(i)= (vx*Qt(i)-(2*le(i))*um(iu))/(-2*um(iu)+vx*B(i));if l(i)<0 then l(i) = 0;end;lw(i) = 2*l(i)-le(i);if i>1 then le(i-1) = lw(i);end;Q(i) = w(iu)*l(i)+Q(i);end;De2 = lw;end;end; //fin de las direionesfor i = 1:noQt(i) = (s(i)*Q(i)*0.25)/%pi;end;end; // fin de las iteraionesxgridx=[ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10℄;y=[ NH De1(2) De1(4) De1(6) De1(8) De1(10) De1(12) De1(14) De1(16) De1(18) De1(20)℄;plot2d(x,y)Referenias[1℄ R. Elalou�, S. Arridge, R. Pierrat, y R. Carminati;Light propagation in multilayered sattering mediabeyond the di�usive regime; Appl. Opt. 46, 2528(2007).[2℄ F.P. Inropera, y D.P de Witt; Fundamentos deTransferenia de Calor; Cuarta ediión, John Wi-ley & Sons, New York (1996).[3℄ S. Gandia y J. Melia; La Teledeteión en el segui-miento de los fenómenos naturales; Reursos Reno-vables: Agriultura, pp. 85-94, Universidad de Va-lenia, Valenia (1991).[4℄ D. Plinio, P. Aevedo y E. Garrido; Un modelo deradiaión UV desde medidas espetroradiométrias,Rev. Charlas de Físia, 18, 33 (2004).
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