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El paso de la radiacién que atraviesa un medio donde ocurren los fenémenos de absorcién, dispersion
y emision, es modelado por la ecuaciéon de transferencia radiativa (ETR). Para medios puramente
absorbentes, el fenémeno de dispersion es despreciado reduciendo la ETR a una ecuacion diferencial
lineal, con solucion analitica. Para medios dispersivos, la ETR es una ecuacion diferencial no lineal, sin
solucién analitica y su solucién es aproximada por métodos numéricos deterministicos. Monte Carlo
es un método estocéstico, basado en probabilidades y utiliza un generador de nimeros aleatorios para
simular la ocurrencia de un evento, en este caso, el paso de la radiaciéon por un medio. En este trabajo
se utiliz6 el método de diferencias finitas junto con el de ordenadas discretas para resolver la ETR en
una dimension, los resultados fueron comparados con los obtenidos por el método de Monte Carlo.
Algunos ejemplos de prueba son presentados, asi también los programas utilizados para la solucion de
ambos métodos en el SciLab.

Palabras claves: Ecuacién de transferencia radiativa, método de diferencias finitas, método de orde-
nadas discretas, método de Monte Carlo, SciLab.

The Monte Carlo method and the solution of the radiative transfer equation

The radiation pathway through a medium where occur the absorption, scattering and emission pheno-
ma is described by the radiative transfer equation (ETR). For purely absorbing media, the dispersion
phenomenon is neglected by reducing the ETR to a linear differential equation with analytical solution.
For dispersive media, the ETR, is a nonlinear differential equation, with non analytical solution and
the solution must be approximated by deterministic numerical methods. Monte Carlo is a stochastic
method based in probabilities and use random numbers to simulate the occurrence of an event, in this
case, the pathways radiation in a participating media. In this study, we have used finite difference and
discrete ordinates methods to solve the ETR in one dimension, the results were compared with the
Monte Carlo results. Test case results are presented, also the source code used for the solution of both
methods in the Scilab.

Keywords: Radiative transfer equation, finite difference method, discrete ordinates method, Monte
Carlo method, Scilab.

En el presente trabajo se pretende contribuir a la
ensefianza de la fisica aplicada en un topico de perma-
nente interés como lo es el transporte de radiacién elec-
tromagnética a través de un medio continuo. Esta feno-
menologia es estudiada desde diferentes enfoques como
por ejemplo en fisica meédica[l], fisica estelar, ingenieria
mecanica[2], transferencia de calor|[2], astrofisica, tele-
deteccion([3], fisica atmosférica[4], sensoramiento remo-
to. Los fenomenos de absorcion y scattering producidos
en un medio son denominados propiedades radiativas
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de un medio y proporcionan informacién importante so-
bre la composicién y dindmica del mismo. El coeficiente
de absorcién puede discriminar diferentes componentes
cromoforos, particulas que absorben radiacion electro-
magnética de una determinada longitud de onda y que
son responsables de las sustancias de coloracién de un
medio. El coeficiente de scattering puede ser usado pa-
ra caracterizar la forma, el tamafio y la concentracion
de los diferentes componentes de scattering presentes
en el medio[5]. Por motivos estrictamente pedagogicos,



mostramos el desarrollo unidimensional de la ecuacién
de transferencia radiativa y lo resolvemos mediante el
uso de los métodos de diferencias finitas y de ordena-
das discretas cuyos resultados son comparados con los
obtenidos mediante el método de Monte Carlo.

La ecuacion de transferencia radiativa

La ecuacién de transferencia radiativa (ETR) es ob-
tenida de la ecuacion de transporte de Boltzmannl5,6]
y describe el paso de las particulas neutras en un ma-
terial. La ETR se describe como
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donde I es la intensidad de la radiacién, o es el coefi-
ciente de extincion total dado por o: = s + 04, siendo
04 €l coeficiente de absorcién y o el coeficiente de scat-
tering, S es una o més fuentes de particulas dentro del
medio, r = (z,y,2) es la posicién, E es la energia,
es el angulo so6lido de radio unitario en la direccién de
propagacion de la particula y ¢ es el tiempo.

En una geometria cartesiana para un medio unidi-
mensional en régimen permanente, considerando sime-
tria azimutal, sin dependencia espectral, para un medio
isotropico, sin fuentes tiene la forma

Lo
dI, 1
—_— I = — sWm I, 2
M touli= - mEZIULw (2)

1=1,2,3,...,Lp; 0<z<L y —-1<u<l1
donde z es la variable espacial, y; es el coseno de la
direccion | con el eje z, w; es el peso de la cuadratu-
ra asociada a la direccién [, Lo es el nimero total de
direcciones en que se divide el dominio angular de la
radiacion, [ indica una direccion.

La Fig.1, representa el problema fisico a resolver en
una placa larga de espesor L., mientras que, la Fig.2
muestra la posiciéon de la fuente de intensidad I y dos
detectores, uno de reflexion, D" y el otro de transmision
D'
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,Llf] =1

X= Ly
Figura 1: Medio en una dimension.
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Figura 2: Posicion de la fuente y los detectores.

Solucién analitica de la ETR

La Ec.(2) es una ecuacion diferencial no lineal que
no tiene solucién analitica. Pero, en el caso de que el
medio fuera muy absorbente o5 puede ser despreciado,
entonces se obtiene[7-9]

dl
a—i—aa](w):O . (3)

La solucién analitica para la Ec.(3) esta dado por

I(x) = I(0) exp[—0az] (4)

donde 7(0) es la radiacion incidente.

El método de Monte Carlo

Bajo el nombre de “método de Monte Carlo” se agru-
pan un conjunto de procedimientos que analizan dis-
tribuciones de variables aleatorias tratando de simular
una experiencia real. La importancia actual del método
Monte Carlo se basa en que este método da soluciéon
a una gran variedad de problemas fisico-matematicos
permitiendo un anélisis, a través de simulaciones con
muestreo estadistico en una computadora, de los ex-
perimentos reales antes de realizarlos[10]. Ademaés, las
aplicaciones de este método inicialmente han surgido en
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las matematicas como método de solucién para ecuacio-
nes diferenciales parciales, integrales multidimensiona-
les, matrices, redondeo aleatorios y las conocidas ecua-
ciones de Schrédinger y Laplace. Sus aplicaciones ac-
tuales se extienden a diversos campos cientificos y téc-
nicos tan variados como la fisica estadistica, biologia
molecular[11], genética [11], redes de informacion, te-
lecomunicaciones y finanzas[10]. La aplicaciéon en usos
especificos[12] se cuenta a los calculos de la magnitud
de emisiones de rayos césmicos, tamaifio critico de los
reactores nucleares, difusi6on y movimiento browniano,
difusion de liquidos a través de sélidos, propiedades de
reticulos poliméricos, caracteristicas de los recipientes
necesarios para el transporte de neutrones, y dos aplica-
ciones de reciente interés tienen relacion con las técnicas
radiograficas y con la obtenciéon de materiales polimé-
ricos para aplicaciones biolégicas.

La principal desventaja del método de Monte Carlo
es la lentitud con la que converge. La rapidez de con-
vergencia depende de la relacion o/v/M, donde o es la
varianza y M el nimero de trayectorias. Para acelerar la
convergencia se disminuye el valor de ¢ o se incrementa
el namero de trayectorias. Al incrementar el nimero de
trayectorias se incrementa el tiempo de calculo compu-
tacional y el uso de generadores de ntmeros aleatorios
mas sofisticados de modo que las secuencias numéricas
sean de baja discrepancia.

El método de Monte Carlo no resuelve explicita-
mente la ETR. La interacciéon de la radiacién con la
materia es probabilistica, o, esta relacionada a la pro-
babilidad del material de absorber una particula y os a
la probabilidad de esparcirla, scattering. El método de
Monte Carlo simula explicitamente el fenémeno fisico,
siguiendo a las particulas individuales desde su creacién
en una fuente hasta el término de su historia ya sea al
ser absorbido o esparcido por el medio y recogido por
el detector de salida[12].

Considerando un medio isotrépico, en cualquier
punto del medio se cumple que:

1. La particula que es absorbida, no es esparcida,
por tanto se termina su historia.

2. La particula esparcida, que no es absorbida, ella
puede ser esparcida en diferentes angulos. La pro-
babilidad que la particula sea esparcida hacia ade-
lante, sera la misma que sea esparcida hacia atrés.

El programa para los calculos respectivos esta en el
apéndice al final del articulo.

Soluciéon de la ETR con el método de di-
ferencias finitas y de las ordenadas finitas

El dominio espacial es dividido en imax intervalos re-
gulares de longitud Az, cada intervalo es denominado

segmento espacial F;, ver Fig.3, 7 indica un segmento
dentro del dominio espacial. La longitud total del me-
dio, L, es igual a Ly = Axlmax.

Ax E;
X1 ‘ X2 | ‘Xi—l ‘Xi |Xi+1 | Ximax
Tl
IS L
i-1 i+1 x

Figura 3: Discretizacion del dominio espacial.

Considerando los flujos fw; e Ie; en los puntos de
frontera del segmento F; como se observa en la Fig. 4,
la variacion de la intensidad AT en E;, puede ser calcu-
lada, asi como la intensidad I; en el centro de cada F;
de la forma

A]:]ei—lwi

Ax =T; — Ti—1

= denat T

Figura 4: Aproximacion por diferencias finitas.

La discretizacién del dominio angular, Fig. 5, es he-
cha en las direcciones (); alrededor del eje x, ella es
representada por los cosenos directores p; y sus respec-
tivos pesos wy conl =1,2,..., Lo. En la tabla 1, el valor
i estd dentro del intervalo —1 < p; < 1. Entonces el
valor positivo o negativo de y; describe dos cuadrantes,
Fig.6, en los cuales la radiacién puede ser propagada o
esparcida[13,14].



Figura 5: Discretizacion del dominio angular en el primer
cuadrante.

Aproximando las derivadas por diferencias finitas en
la Ec.(2) y ayudados de la Ec.(5), obtenemos

AT i Ie i—[w i
=t oyl = et

Ar Ao + o1 = Qi (6)

Procedemos a calcular el valor de I; ; para cada cua-
drante, comenzando con el Cuadrante I tenemos que
I;; va a ser desde Tw a Ie, luego de la Ec.(5) tenemos

Iel,i = 2[1,2‘ — I’LUM . (7)
Reemplazando la Ec.(7) en la Ec.(6), obtenemos

2uTwy ; + AzxQ;
I, = —m= 8
b 2u + ot i Ax (8)

1=1,2,..., Lo

i=1,2,... imax

Considerando las condiciones de frontera entre los
elementos de areas adyacentes, tenemos que si

1 < imax entonces Jwj;y1=1Ie; . (9)

Punto Ordenadas  Pesos

Nimero ] wy
1 0.1372719  2.0122
2 0.5046889  2.1071
3 0.7004129  0.5990
4 0.8523177  1.1872
5 0.9809754  0.3778
6 -0.1372719  2.0122
7 -0.5046889  2.1071
8 -0.7004129  0.5990
9 -0.8523177 1.1872
10 -0.9809754  0.3778

Tabla 1: Discretizacion angular.
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Cuadrante 1T Cuadrante |

Figura 6: Cuatro cuadrantes descritos por los cosenos di-
rectores.

Cuadrante II para p;, tenemos que [;; va desde Je
a Jw, luego obtenemos tres ecuaciones anélogas al cua-
drante I, dados por

Twi; = 20— 1Iey; (10)

7 —2wler; + AxQ; (11)
=21 + 01,1 Ax

Iel,i_1 = le,i (12)

Para determinar I; necesitamos de @Q;,; y para cal-
cular @;,; necesitamos de I;. Utilizando un algoritmo
iterativo es posible calcular I; y Q;;. Sea h un conta-
dor de iteraciones reescribimos

o 2| Twf; + Az Q"
b 2|/Ll| +O’t,iAJJ

; (13)

Lo
el 1 o M1
con Q; =i Os,iWmlpy i

m=1
1=1,2,3,..., Lo

El programa que corresponde a este método esta
disponible en un apéndice al final de articulo.

Resultados

Aplicamos los dos métodos mencionados anterior-
mente en tres casos que enumeramos a continuacion.
Ejemplo 1 Se considera un medio homogéneo de 10
cm de longitud con la geometria de la Fig. 2, con una
fuente de luz de Ip = 10,000 fotones en un extremo y
un detector de fotones en el otro. La tabla 2 muestra
el nimero de particulas que llegan al detector, calcula-
do a través de una solucién analitica, numeérica y por
el método de Monte Carlo, para un medio absorbente
puro con diferentes valores de o,.
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Numero de fotones detectados
Monte Carlo

9044
9025
9055

6078
6010
6024

3653
3731
3670

1321
1320
1330

68
0.5 67 59 62
60

Oa Analitica Numérica

0.01 9048 9048

0.05 6065 6007

0.1 3679 3607

0.2 1353 1299

0.8 3 3

= ot O

Tabla 2: Resultados obtenidos simulando el ejemplo 1.

La tabla 3 muestra los resultados de la solucién nu-
mérica y el método de Monte Carlo, para un medio con
diferentes valores de o5 y 0q.

Numero de fotones en el detector

Monte Carlo

56
0.5 0.01 54 75
59

2354
2388
2358

574
0.2 0.1 524 604
572

242
0.2 0.2 209 248
239

Oa Os numeérico

0.1 0.05 2328

0.1 0.5 38 42

0.06 0.8 4

N W Ot

Tabla 3: Resultados del ejemplo 1 con absorciéon y espar-
cimiento.

Ejemplo 2 Para un medio heterogéneo formado por
tres capas, de modo que los extremos tienen las mismas
propiedades y son diferentes a la del medio, Fig. 7. Se
presenta los flujos de los fotones obtenidos al atravesar
el medio mapeando las trayectorias en cada centimetro
de las mismas, Fig. 8, estos resultados fueron calcula-
dos con el método de diferencias finitas, de ordenadas
discretas y el de Monte Carlo. En la Fig. 9, se muestra
la evoluciéon del flujo de fotones respecto a las trayec-
torias recorridas calculado por el método de diferencias
finitas y ordenadas discretas por cada iteracion.
Ejemplo 3 El sistema es el mismo del ejemplo 1, un
medio absorbente puro, el problema se resuelve con ni-
meros de historias, NH, diferentes. Los resultados mos-
trados en la table 4 se usaron NH iguales a 10%, 105, 10°
y 107. La Fig. 10 muestra el tiempo de calculo compu-
tacional.

Fuente
NH=10% detector
3 I RSB P HAR RG] I [ [ [ |
O(—,a:()l g,=03 ag,=01 Lx
o, =01 o, =03 g, =01

Figura 7: Medio heterogéneo considerado en el ejemplo 2.
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Figura 8: Medio heterogéneo analizado del ejemplo 2.

El error porcentual cuadratico medio es definido
como

E 2
1 ¢exacto - ¢e,calculado
EP =100% x \| & §:1 ( ) (14)

¢exacto

donde e indica el valor calculado en cada ejecucion del
programa por el método de Monte Carlo y E es el nii-
mero total de ejecuciones para el calculo del EP.



En la Fig.11, se presenta el error porcentual cua-
dratico medio para el detector situado a la salida de
un medio con o, = 0.8, calculado para 4 ejecuciones
del método de Monte Carlo, ¢e calculado con diferentes
valores de NH, en relaciéon a la solucién analitica, valor
exacto. Se considera que F = 10 para cada valor de
NH. De la Fig.11 se observa una relaciéon entre el EP y
el nimero de historias dada por

EP = 1500/vVNH

| = = =iteracion 1
------ iteracion 2
- - —iteracién 3
‘| ——iteracion 4
. % jteracién 5

flujo calculado
<

0 2 4 6 8 10
longitud de la barra {cm)

Figura 9: Aproximacion de la solucién en el ejemplo 2, por
diferencias finitas en cada iteracién.

= NH=10000
= = =NH=100000
w0 NH=1000000
:::1=@=-NH=10000000}3

tiempo computacional {s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8
coeficiente de absorcitn

Figura 10: Tiempo de calculo computacional para diferen-
tes valores de NH.
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Figura 11: Error porcentual para diferentes valores de NH.
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Conclusiones

Los programas presentados en este trabajo fueron
realizados en el SCILAB, un software desarrollado por
el Institut national de recherche en informatique et en
automatique, INRIA, de Francia[15,16].

En el método de Monte Carlo la probabilidad de
que la particula retroceda o avance por scattering en
un medio isotropico es la misma. Para determinar la
probabilidad por scattering hacemos una aproximacion,
presentada en el programa 1, que proporciona buenos
resultados.

Los resultados obtenidos por el método de Monte
Carlo y el método numérico son similares. Lo cual nos
induce a continuar el analisis en dos dimensiones y re-
solver problemas de tomografia 6ptica[l7] en futuros
trabajos.

Oa Solucion Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo
analitica NH= 10* NH= 10° NH= 10° NH= 107

0.01 9048 9044 | 9025 | 9055 | 9057 | 9062 | 9065 | 9048 | 9049 | 9047 | 9048 | 9049 | 9049
0.05 6065 6078 | 6010 | 6024 | 6076 | 6092 | 6041 | 6068 | 6065 | 6078 | 6066 | 6067 | 6065
0.1 3679 3653 | 3731 | 3670 | 3667 | 3676 | 3667 | 3689 | 3679 | 3682 | 3679 | 3678 | 3682
0.2 1353 1321 | 1320 | 1330 | 1353 | 1343 | 1351 | 1353 | 358 | 1352 | 1354 | 1353 | 1353
0.5 67 68 62 60 66 71 68 66 68 69 67 68 67
0.8 3 6 5 4 3 3 2 3 3 4 3 3 3

Tabla 4: Resultados calculados para el sistema del ejemplo 1.
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Apéndices
Programa usando el método de Monte Carlo.

clear; //problema de la radiacidén en un medio absorbente y esparcidor (scattering)
NH = 100000; //nimero de historias
Lx = 10; //longitud del dominio del medio de una dimensidén en centimetros
//coeficiente de absorcidén, en cada cm, que forma el medio
ca=[0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1];
//coeficiente de dispersidn, en cada cm que forma el medio
cs=[0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1];
P1 = 0.0321-0.1/(4%3.1416)*(1.0-cs+x~2/2-cs"~3/6+cs~4/24-cs~5/120); // probabilidad de retormno
P2 = 1-exp(-ca-cs)-P1l; //probabilidad de pérdida + retorno
Del = zeros(Lx,1); //detector para el flujo transmitido
De2 = zeros(Lx,1); //detector para el flujo dispersado
for i = 1:NH
E=1; H=0;
while H==0
n = rand();
if E==Lx & n>P2(E) then Del(E) =
elseif E>1 & n<=P1(E) then E = E-
elseif E<Lx & n>P2(E) then E = E+1;
else H = 1; De2(E) = De2(E)+1;
end;
end;
end;
Del(1)=NH-De2(1);
for i=2:Lx-1
Del(i)=Del(i-1)-De2(i);
end
xgrid
x0=[0 123456789 10];
yo=[NH De1(1) Del(2) Del(3) Del(4) Del(5) Del(6) Del(7) Del(8) Del(9) Del(10)];
plot2d(xo,yo);

Del(E)+1; H = 1;
1;

Programa usando el método de diferencias finitas y ordenadas discretas.

clear;

Lx = 10; // longitud del medio

no = 20; vx = Lx/no; // nimero de intervalos, variacidn en x

lo = 10; // discretizacidn angular, um cosenos directores, w peso de cada coseno

NH = 100000; // fuente

um = [0.1373,0.5047,0.7004,0.8523,0.981,-0.1373,-0.5047,-0.7004,-0.8523,-0.981];
w=[1.0061,1.0536,0.2995,0.5936,0.1889,1.0061,1.0536,0.2995,0.5936,0.1889];

itemax = 20; // iteraccidn maxima

//coeficiente de absorcién

ca=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.1 0.10.10.10.10.10.10.10.10.1];
//coeficiente de scattering

cs=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.10.10.10.10.10.10.10.10.10.1];
B = catcs; // coeficiente de extincidn total

//Inicializando los datos

Qt = zeros(no,1); // Ganancia por dispersiodon

lw = zeros(no,1);le = zeros(no,1); //las fronteras oeste y este

1 = zeros(no,1); //flujo en el centro de cada elemento de linea

for int = 1:itemax

Del = zeros(no,1); //Detector para el flujo transmitido
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De2 = zeros(no,1); //Detector para el flujo dispersado

Q = zeros(no,1);
for iu = 1:1o
lw(1l) = NH;
le(no) = 0;
if um(iu)>0 then
for i = 1:no

1(1) = (vx*Qt(1)+(2*1w(i))*um(iu))/ (2*um(iu)+vx*B(i));

if 1(i)<0 then 1(i) = 0; end;
le(i) = 2*1(i)-1w(i);
if i<no then 1lw(i+1) = le(i);end;
Q)= w(Ew *1(1)+Q(1);

end;

Del = le;

elseif um(iu)<0 then
for i = no:-1:1

1(1)= (vx*Qt(i)-(2*le(i))*um(iu))/(-2*um(iu)+vx*B(i));

if 1(i)<0 then 1(i) = 0;end;
lw(i) = 2*1(i)-1le(i);

if i>1 then le(i-1) = 1lw(i);end;
Q(i) = w(Euw)*1(i)+Q(i);

end;
De2 = lw;
end;
end; //fin de las direcciones

for i = 1:no
Qt(i) = (cs(i)*Q(i)*0.25)/%pi;
end;
end; // fin de las iteraciones
xgrid
x=[ 0123456789 10];

y=[ NH Del1(2) Del(4) Del(6) Del(8) Del(10) Del(12) Del(14) Del(16) Del(18) Del(20)];

plot2d(x,y)
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