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RESUMEN

El articulo revisa los conceptos de la
geometria computacional aplicados al
meétodo simplex utilizando MATLAB®. Dado
un modelo de programacion lineal o PL, una
solucion factible es un vector que especifica
un valor para cada variable en el problema, el
cual sustituyéndolo satisface todas las
restricciones; incluidas las de signo. El trabajo
revisa los conceptos de la geometria
computacional, el método simplex y presenta
la manera de aplicar la forma gréfica a un
problema PL. Se incluyen archivos M-File (de
MATLAB, versién 7.0). Finalmente se
discuten dos casos de aplicacion de un
problemaPL.
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THE GEOMETRY OF THE SIMPLEX
METHOD AND HIS APPLICATIONS
USING MATLAB®

ABSTRACT

The article review concepts of computacional
geometry apply to simplex methods using
MATLAB®. Do it programming linear PL, a
feasible solution is a vector who specify all
restrictions, includes that sign. The work
check concepts of computational geometry,
the simplex method, and show the maner to
apply graph form one problem PL. To include
meta files ( of MATLAB, version 7.0) . Finally
to argue two case of application of a problem
Bl
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LA PROGRAMACION LINEAL Y EL METODO SIMPLEX

Durante e inmediatamente después de la segunda guerra mundial,
trabajos en planeacion de acciones militares a gran escala (planning
large-scale military) como la ruta de barcos entre los puertos, se
precedieron de modo independiente, hasta que en 1947 se unificaron
con la construccion del método computacional: el algoritmo simplex,
para formular tales problemas de modo explicito y determinar sus
soluciones. Esta clase de problemas se conoce como Programacion
Linealo PL[1].

La programacion lineal tiene el proposito de construir modelos para una
clase de problemas de decision, que es muy solicitada en la industria, el
gobierno, la economia y la ingenieria, siendo su estructura la mas
simple[2]. La programacion lineal (Término sugerido por T.C.
Koopmans) esta relacionada con la descripcion de las interrelaciones
de los componentes de un sistema. Representando esta estructura en
términos matematicos, resulta un sistema de inecuaciones vy
ecuaciones lineales, llamado modelo de programacion lineal.

Lateoria de la programacion lineal es concerniente con procedimientos
cientificos para arribar al mejor disefio desde el requerimiento
especifico y el estado de un objetivo.

Para George B. Dantzig, la programacion lineal es un sistema con un
conjunto de funciones elementales: las actividades. Una actividad es
una caja negra (black box) en donde el flujo ingresa (hombres,
materiales, equipos) y después sale como un producto.

Un problema de PL se representa como una formulacion cuya
estructura se presenta en lafigura 1.

Los PL's que envuelven dos variables, pueden ser resueltos dibujando
un diagrama en el plano cartesiano. Dado un PL, una solucion factible
es un vector que especifica un valor para cada variable en el problema,
el cual sustituyéndolo satisface todas las restricciones incluidas las de
signo.

Una alternativa es la representacion de un PL en la forma canonica
(para lamaximizacion), y es como sigue:

Max z=cx
sujetoa
Ax b
x 0
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Figura 1. Un problema de PL [1]
Max z = cxi+ caxa+...+ .
sujeto a

anX+ anx: + ...+ dux, < b

anxi+dnx: + ...+ a.x, < b

AmXi+ @ X2 + ...+ AwiXn < b,
x20 Y

Figura 2. Un 3-Simplex

Un sistema lineal se dice que es un sistema
homogéneo, si todas las constantes del lado derecho
(RHS) son ceros. Entonces un sistema como Ax =0,
es sistema lineal de ecuaciones homogéneo.

Si, x'y.\'lson soluciones factibles de este sistema
Ax' =0, Ax* =0 setieneque A(ct,x' +a,x’}=0
paratodo o ,0t, .Entonces cua Iquier combinacion
de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones
homogéneas es también una solucion de este
sistema.

Considere un sistema lineal de ecuaciones no
homogéneo, con variables no negativas Ax = b,x >0,
Si y', x* son soluciones factibles de este sistema,
se tiene Ax' = Ax? =b.x' . x* =0 , entonces
Alo,x +o,x) =bax' +oa,x’ =0 , y provee que
o, +u, =la,.«, 20 . Entonces una combinacion
convexa de soluciones factibles de este sistema es
también factible.

A simplex o n- simplex es el convex hull de un
conjunto de (n +1) puntos. Un simplex es un n-
dimensional analogo a un triangulo.

En la teoria de optimizacion el algoritmo simplex,
creado por el matematico norteamericano George B.
Dantzig 1947, es una técnica popular para dar
solucién a un problema de PL

El concepto de un simplex, es un politopo de 7+ 1
vértices en E" (ver figura 2); asi por ejemplo: un
tetraedro en un espacio de tres dimensiones; también
son:

o El1-simplex es unsegmento de linea.
e El2-simplex es untriangulo.
e El3-simplex esuntetraedro.

En geometria un politopo significa, la generalizacion a
cualquier dimension de un poligono bidimensional, y
un poliedro tridimensional. El término fue creado por
Alicia Boole Stott, hija del logico matematico G.
Boole[3].

CONVEXHULL

En matematicas, el convex hull o cerco envolvente
para un conjunto de puntos X es un espacio vectorial
real V, con el minimo conjunto convexo que contiene
axX.

El convex hull de X puede ser descrito como el
conjunto de combinaciones convexas de puntos
desde X. Elcercoconvexo de Xes:

comvey

H s ) r:).:Z(x‘,.\" fr, ey e X, ?.U.i(x‘ =1 k=12,.}

Figura 3. Ejemplos de convex hull

Figura 4. EI convex hull para un conjunto de puntos X

A s

,

.f/
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Figura 5. El convex hull obtenido con Matlab.

>>x=[21.8750 8.3333 36.3636 0 0];
>>y=[53.1250 66.6667 0 714286 0];
>> k=convhull(x,y);

=> fill(xk), y(k), ')

Figura 6. El convex hull obtenido con Matlab.

.l T =)

con X un subconjunto del espacio vectorial n-
dimensional (Verfigura3.)

El convex hull de un conjunto de puntos, es la
interseccion de todos los conjuntos convexos. En
particular, un conjunto es convexo, si todas las
combinaciones convexas de pares de puntos .

El convex hull para un conjunto de puntos X, es el
minimo conjunto convexo, que contiene los puntos de
X(verfigura4).

Debido a sus muiltiples aplicaciones, la computacion
del convex hull apoyada por la geometria
computacional, ha sido estudiado intensivamente; y
los campos como el reconocimiento de patrones,
cutting stock y allocation, son solo algunas de sus
aplicaciones [4].

Los algoritmos de Graham y Jarvis, son dos
algoritmos muy utilizados para determinar el convex
hull[5].

MATLAB®, incluye en su biblioteca de funciones, la
funcion convhull, esto es “The Quickhull Algorithm
for Convex Hull”, que combina el Quickhull Algorithm
y el Beneath-Beyond Algorithm; muy similar al
algoritmo aleatorio y de incrementos para la
triangulacion de Delaunay[5]. Una busqueda
aleatoria por arbol, en contraste con las busquedas
de los arboles balanceados, es que la conducta
depende de los valores producidos por generadores
de numeros aleatorios, antes que por el orden de
entradal[6].

La funcion convhull, posee las siguientes sintaxis:

k = convhull(x,y)
k = convhull(x,y,options)
[k.a] = convhull(...)

donde k = convhull(x,y) retorna los indices de los
vectores x y y de los puntos en el convex hull.
Ejecutando los comandos de MATLAB, que se

presentan en la figura 5, se consigue invocar y
ejecutar la funcion convhull. Esta funcion necesita de
los puntos x e y, entregando el cerco convexo como
resultado.

SOLUCIONES BASICAS FACTIBLES

De la forma canonica de la PL, se transforma a la
forma estandar, que incluye restricciones de igualdad
y variables no negativas:

Max z=cx
sujetoa:
Ax=b
x 0

Esto se consigue modificando las restricciones:
aixwasx ot a X =h

e introduciendo una nueva variable(de holgura o
slack)
QX% +a,% + . d,x, +35, =D

wtn

Para el caso de desigualdades de mayor o igual que,
se escribe como:

X +asX%, +...+a,x, —S,=b

mnn

Dado el siguiente PL:
max z = 143x, +60x,
S
120x, + 210x, < 15000
110x, +30x, <4000
X = P
20
La conversion a la forma estandar para las

restricciones de menor que o igual, se consigue
adicionado variables de holgura (Verlafigura 7).
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Figura 7. La matriz en la forma estandar

120 210 1 0 0
110 30 0 1 0
1 1 0 0 1

En PL, los puntos extremos, son también llamados
soluciones basicas factibles.

Teorema de la solucién basica factible

Sea K el conjunto de soluciones factibles al PL, si
x € K esun punto extremo de K , entonces este es
una solucion basica factible o BFS(Basic Feasible
Solution).

El sistema de ecuaciones del PL, consta de m
igualdades y nrestricciones. Se asume que el rankde
A es m; cada base consiste de m vectores columnas
de A. El nimero total de distintas bases para el PL en
la forma estandar es menor que o igual Ila
combinacion binomial de nen m:

n n!
m (n-—-m)'m!

Cada BFS esta asociada con una o mas bases para el
PL. El numero total de distintas BFS no puede
exceder de esta combinacion, la cual es finita. Ver las
figuras 8 y 9 donde se implementa la funciéon en
MATLAB corner.my su asociado deleteCol.m.

El conjunto de puntos extremos o BFS se muestran
enlafigura10.

Teorema de la Resolucion
Cada solucion factible del PL, puede ser expresada
como lasuma de:

(1) Unacombinacion convexa delos BFSdel PLy
(2) Unasolucion homogénea correspondiente al PL.

Es decir un sistema de ecuaciones, con variables no
negativas del PL, y una solucion homogénea
correspondiente al PL, corresponde a un vector y que
satisface:

Ay =0

y=0

Un sistema homogéneo correspondiente al PL, es
llamado una solucion homogénea extrema, si este es
unBFS de:

Ay =0

Ty, =1
7=l
y;20,Y)

Lema

Cualquier 0 es la solucion homogénea unica, o cada
solucién homogénea correspondiente al PL, puede
ser expresado como una combinacion lineal de
soluciones homogéneas extremas.

El script graphPL.m y la ejecucion del método grafico
para un PL ejemplo se muestran enlas figuras 11y 12.
Mas detalles sobre script, ver [9].

Figura 8. Archivo corner.m

function puntos=corner(A,b)
% puntos extremos para un PL
% E. Raffo Lecca
%
[m,n]=size(A);
puntos=[ J;
if n>=m
combin = nchoosek(n,m) ;% coeficientes binomiales
v=nchoosek(1:n,m);
%Matrix v, contains todas las  combinaciones
% n rows and m columns
for k=1:combin
y=zeros(n,1);
x=inv(A(:,v(k,:)))b;
ifall(x>= 0 & (x ~=inf & x ~= -inf ) )

yk) =x
puntos = [puntos y];
end
end
else
error('Numero de ecuaciones es > numero de variables ');
end
puntos

% delete puntos repetidos
puntos=deleteCol(puntos);

Figura 9. Archivo deleteCol.m

function puntos=deleteCol(puntos)
% delete columnas repetidas
% E. Raffo Lecca
%
[nn,L] = size(puntos);
v=[];
fori=1:L-1
for j=i+1:L
x= puntos(:,i) ;
y= puntos(:,j );
ifall( x==y)
v=[v.jl
end
end
end
puntos(:,v) = [];

Figura 10. Puntos extremos o BFS

21.8750 8.3333 36.3636 0

53.1250 66.6667 | 0 714286
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Figura 11. Script para graphPL.m

function graphPL(A b.c.direccion)

% solucion grafica para un PL

% E. Raffo Lecca

% 2

% Linear Programming, two variables
% Datos

% A =matriz tecnologica

% b =vector de la mano derecha

% ¢ =vector de costos

% direccion =cadena de la direccion de las variables
% Resultados

%

% max z = 143x1 + 60x2

% 120x1 + 210x2 <= 15000
% 110x1 + 30x2 <= 4000
% T4 el AR o)

%

[m n]=size(A);

ifn~=2

string='El problema es solo para dos variables’;
msgbox(string, Error Window graphPL','help');
return
end
% crear la submatriz de holguras e invocar a corner
A=[A, eye(m)];
for k=1:m
if direccion(k) ==">'
Ak,n+k)= -1;
end
if b(k) <0
Alk,:)= -AK,:):
bik) = -bk);
end
end
n=n+m;
vertices=corner(A,b);
if length(vertices) ==
error('No existe region factible');
end
vertices=vertices(1:2,:);
vertices=deleteCol(vertices);
d=corner([A;ones(1,n)],[zeros(m, 1):1]);
if length(d) > 0
error('No existe region factible acotada’);
end
x1=vertices(1,:);
x2=vertices(2,:);
k=convhull(x1,x2);
hold on;
fill(x1(k).x2(k),'r');
xlabel('x_1','FontSize',15);
ylabel('x_2',FontSize',15);
z=c"vertices;
z0=max(z);
%xmax=max(vertices(1,:)); xmin=min{vertices(1,:));
j=find(z == z0);
x0=vertices(1,
R e
2,
pl
anga
title(['Region de solucion factible, con z = ',num2str(z0)}, FontSize',15)
text(x0,y0,[' (', num2str(x0), ', \num2str(y0), )],'FontSize',15)
plot(x0,y0,'0"....
‘MarkerEdgeColor','k',...
‘MarkerFaceColor''g',...
‘MarkerSize',10)

; yO=vertices(2,j);

9*x0,1.1=x01; ¥

o VAR o L S

grid on

, (21875, 53.125)

1

Figura 13. Invocacion al programa graphPL.m
A=[10;01;53];

B = [8;10;45];
graphPL(A,b,[ -40 -36],'<<>")

Figura 14. Ejecucion de graphPL.m

vertices =

3.0000 8.0000 8.0000
10.0000 1.6667 10.0000

Figura 15. Método gréfico para el caso 1
egién de soluidn factible, con 2 =-380
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APLICACIONES

CASO 1: Tomado del clasico libro Ravindran[11], éste
es el problema de la inspeccion(pagina 18, An
Inspection Problem).

Una comparia tiene dos tipos de inspectores,
asignados a control de calidad. Actualmente se tiene
una carga de por lo menos 1800 piezas por
inspeccionar en una jornada de 8 horas. Los datos
adicionales se muestran en la cuadro 1. Se desea
minimizar los costos totales, en la asignacion optima
de los inspectores. Considerar que el costo por error
enunainspeccion es de $2.0.

Tipos de Tasa Precision  Salario  disponibilidad
inspectores  {Unidades/hr.) (%) (Shr.)
1 25 98 4 8
2 15 95 3 10

El costo por desarrollar la inspeccion por hora, es la
suma del salario mas los costos por error en la
inspeccion; esto es:

Tipo 1: $4 +2(25)(0.02) =$5/ hr.
Tipo 2: S3+ 2(15)(0.05) = $4.5/ hr.

La funcion objetivo, corresponde al total de una
jornada de 8 horas:

Z =8(5x, +4:5x,) =85/ hr.

La condicion de unidades a inspeccionar en una
jornadade 8 horas es:

8(25)x, +8(15)x, 21800 o 5x, +3x, 245

EIPL, para el problema es como sigue:

min Z = 40x, + 306x,
El programa presemta el convex hull, compuesto de

tres puntos, tal como aparece en la Figura 13.

La solucion queda presentada en la figura 14; donde
el optimo es:

x =8,x, =5/8,Z=380
CASO 2: El presente caso: Ensambladora de
vehiculos, es una adaptacion del libro de Bradley[12].

La empresa ensambladora de vehiculos Morillas, se
encuentra ubicada en la ciudad de Trujillo.
Actualmente, se encuentra planeando su produccion
para los siguientes meses. Sus productos son: Un
camion y una camioneta.

El proceso de produccién, consiste en el ensamble
del tren de aterrizaje con la carroceria; y el acabado
final.

Mensualmente se pueden ensamblar 3000 unidades
del tren de aterrizaje entre camiones y camionetas.
La capacidad de ensamblaje de carrocerias es de
2000 camiones o 4000 camionetas, la carroceria de
un camion se ensambla en el doble tiempo que una
camioneta. El acabado final tiene capacidad para
2000 camiones y 2500 camionetas.

Formule un programa lineal para la produccion y
resuelva, contando con los datos del cuadro 1.

Sean:
X,= Produccion de camiones
X,= Produccion de camionetas

sujeto a Resmgéér%d: %%ggn%%!e%]e%r%%(’-

Restriccion de ensareﬁjléjke ><§é Ig gé)r%)ceria

% %

% SR l
Equivalente de: 2000 4000
% prod. Camion + % prod. Camioneta  100%
<

Figura 16. Método gréfico para el caso 2
Regién de solucién factible, 12 250900

10002000 )

BO0 1000 1200 1400 1600 1800 2000

X5 8

x, <10

Sx 3%, =45

St =)

Es decir:
Cuadro 1. Estado de pérdidas y ganancias
CAMION CAMIONETA

VALOR DE VENTA 8000 6000
Costo de Material 3000 2500
Costo de Mano de Obra (20% CM) | 600 | 3600 | 500 | 3000
Utilidad Bruta 4400 3000
Gasto Administrativo 300 250
Depreciacion 100 200
Gasto Generales (50 %
Depreciacion) 50 100
Gasto Variables (2 Gasto Administ.)] 600 | 1050 | 500 | 1050
Beneficios antes Impuest 3350 1950
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2t unidades prod. Camién + t unidad prod.
Camioneta
20X, +tX, < 4000 o

2X,+ X, <4000

Restriccion acabado final
X, <2000
X, <2500

En la figura 16, se presenta la solucién usando la
forma grafica, haciendo uso del programa escrito en
MATLAB: graphPL.m.

De la salida se concluye, que la ganancia maxima es
de $7250.000, con la siguiente asignacion:

Camiones 1000
Camionetas 2000
CONCLUSIONES

El conjunto finito de candidatos a soluciones en un
PL, es el conjunto de vértices de un politopo, definido
por las restricciones lineales. La forma de solucion
grafica en un PL, permite en otras cosas visualizar el
conjunto convexo y el punto extremo con la funcién
objetivo mas alta. Para la situacion especifica de dos
variables de decision, esta forma es la mas solicitada.

Existen eficientes programas de computadoras
cuando el numero de variables es de mas de dos
variables de decision.

La Programacion Lineal, es una aplicacion de los
conjuntos convexos. El método grafico en PL, es facil
de implementar haciendo uso del convex hull.

El algoritmo de simplex, esta basado en la idea del
mejoramiento de los costos, por el movimiento de un
vértice a otro en el politopo. El software Matlab por
poseer funciones incorporadas y un ambiente grafico
permite la aplicacion de la geometria del método
simplex para solucionar problemas de PL tal como se
ha visto en los dos casos aqui presentados.
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