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RESUMEN

Los estudios, proyectos y trabajos de investigacion requieren de modelos matematicos que optimi-
cen la trayectoria de la curva que se obtenga de una muestra histérica o de un conjunto de datos
obtenidos en el terreno o en el laboratorio a fin de que se adecten sus variables a las mismas.

ABSTRACT

The studies, projects and research works require of mathematical models that optimize the trajec-
tory of the curve that is obtained of a historical sample or of a group of data obtained in the land or

in laboratory.

INTRODUCCION

Cuando se quiere realizar estudios de demanda,
generalmente en la practica se encuentra que
existen relaciones entre dos o més variables. Se
desea frecuentemente expresar esta relacion
mediante una ecuacién matematica que ligue las
variables; para ello nos sirve de ayuda la colec-
cién de datos que muestran los correspondientes
valores de las variables consideradas.

Por ejemplo, supéngase X e Y denotar altura y
peso, respectivamente de hombres jévenes.
Entonces una muestra de N individuos daria las
alturas X1, X2, ...... Xn y los pesos correspon-
dientes Y4, Yo, ....... Yn.

Y

Fig. (a)

El proceso siguiente es representar los puntos
(X1,Y1), (X2, Y2)....., (Xn,Yn) €n un sistema de coor-
denadas rectangulares. El conjunto de puntos
resultantes se llama diagrama de dispersion.
Con el mencionado diagrama es posible repre-
sentar una curva que se aproxime a los datos y
se denomina curva de aproximacion.

En la figura (a) se puede ver que los datos se
aproximan a una linea recta, por lo tanto se dice
que entre las variables existe una relacion li-
neal. En la figura (b) se nota que existe cierta
relacion entre las variables, pero ésta no es li-
neal.

Fig. (b)
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ALTERNATIVAS DE MODELOS MATEMATICOS DE APROXIMACION TIPO CURVA QUE
NAR TENDENCIAS HISTORICAS

MAS SE EMPLEAN PARA DETERMI
1) y=a+bx
2) y=a+l91c+cx2
3) y=a(l+i)" =ab”
@ y=ax’
G y=—
a+bc™

1. Modelo de ecuaciones de curvas de aproxi-
macion

A continuacién se anotan varios tipos comunes

de curvas de aproximacion y sus ecuaciones.

Las letras distintas a X e Y representan las

constantes. Las variables X e Y se conocen a

menudo como las variables independientes y

O y=ag,tax

@ y=a,+tax+ax

3 y=ag,tax+ a2x2 +a3x3
@ y=a,+tax+ax’ +ax +
O y=a +a1x+a2x2 e

2. Otros tipos de modelos practicos
Para decidir qué curva debera usarse, es de
gran utilidad obtener los diagramas de disper-

(funcién lineal)
(funcion parabdlica)
(funcion exponencial)
(funcién potencial)

(funcion logistica)

dependientes, respectivamente, aunque pue-
den intercambiarse.

Estas ecuaciones se llaman polinomiales de
primero, segundo, tercero y cuarto y n grados

respectivamente, las cuales se llaman funcio-
nes lineales, cuadratica, cibica y cudrtica.

Linea recta
Parabola o curva cuadratica
Curva clbica

a4x4 Curva cudrtica

Curva de grado n

sién de las variables transformadas, para notar
cual es la forma de la curva.

1) =——0r 0 —=a;tax

a, +a,
(2) Y=ab* o logY =loga+(logh)x=a,
(3) Y=ax" o logY =loga+blogx
4) Y=abx+g
G) Y=ax"+g
6) Y=pg" o log¥=logh+b'logg=a
(7) Y=pg™+n

1 1 o

B8) Y=——— 0 —=ub'+g

ab™ + g ¥
9) Y =a,+a,(ogx)+a,(log x)?

Hipérbola

+a,x (curva exponencial)

curva geométrica

curva exponencial modificada
curva geométrica modificada

b*+g curva de Gompertz

curva de Gompertz modificada

curva logistica




ANALISIS DE LAS ECUACIONES

1. Linea Recta.

Es la méas sencilla de las curvas de aproxima-
cion, la ecuacién puede escribirse:

Y=a,+ax

Dados dos puntos cualquiera (X1,Y1) y (X2,Y2) de
la linea, las constantes ao y a1 pueden ser de-
terminadas. La ecuacion de la linea resultante
puede escribirse:

Yo=¥,
= [ﬁ}x X)) o Y=Y =mX-X)
Donde:

— pendiente de la linea y represen-
m=—2— ta el cambio de Y dividido por el
X,-X, correspondiente cambio de X.

2. Método de minimos cuadrados

Para no emitir una afirmacién individual en la
construccion de rectas, pardbolas u otras cur-
vas de aproximacion, en el ajuste a colecciones
de datos es conveniente obtener una definicién
de la “mejor recta de ajuste, “6” la mejor para-
bola de ajuste”, etc.

Por ejemplo para llegar a una definicién conside-
ramos en la figura (c), los puntos representativos
de los datos dados (X1,Y1), (X2,Y2),...(%n,Yn). Para
un valor dado de X, por ejemplo X4, habréd una
diferencia entre el valor Y1 y el valor de la curva
C, como se ve en la figura (c), se denota esta
diferencia por D, que se denomina, desviacion y
puede ser positivo negativo 6 cero. Igual para los
valores X2.....Xn se obtienen desviaciones:

D12 +022 + ...+D,%

Si esto es pequefo el ajuste es bueno, si es
grande el ajuste es malo.

(Xn, Yn)
of

X1 X2 Xn
Figura (c)

Se concluye, de todas las curvas de aproxima-
cién a una serie de datos puntuales, la curva
que tiene la propiedad de que:

Dl2 4 D22 Fo D,%

es minimo, se conoce como la mejor curva de
ajuste.

3. Recta por minimos cuadrados

La recta de aproximacién por minimos cuadra-
dos del conjunto de puntos (X1,Y1), (X2,Y2), ... (Xn,
Yn), tiene la ecuacion:

Y=a,+ax

donde las constantes ao y a1 se determina me-
diante el sistema de ecuaciones.

XY =ayN +a,2x @
XY =a,2X +a2X % (2)
Resolviendo las ecuaciones mostradas:

Despejando ao de la ecuacioén (1) y reemplazan-
doaen(2)

Y —aZx

ay, =

Reemplazando ap en (2)

XY = (L ";'ZX )2:+ a,zx’ b/

efectuando operaciones:
s g ML D D ST )
N N
Factorizando
NEXY-(X)EY) _ [@ —@sz@] ®)
N ' N

Luego despejando ai:

_NIXY-(EX)EY) _ NXY-@)Ey) ©
-G0OEX) NI -(X)

_ NZXY - (ZX)(ZY) @
o NERRSEX)




Reemplazando az en la ecuacion (1)

NEXY — (ZX)(ZY)] @)

ZY = a,N +3X 5 .
NEX* —(ZX)
Multiplicando los paréntesis y despejando a

NEX?)(EY) = (EN)EX)? - NEX)EXY) + EX)EX)EY) _
NvEX? - (2x)?]

0

NEX*)EY) - (EY)EX)" - NEX)EXY) + (EX)* (ZY) _

NINEX? - (3x)? | :
lex )y - x|
[vex® - (2x)?] ;
Por lo tanto

> HEY) - (EX)(EXY)
’ NEX —(EX)?

RELACIONES NO LINEALES

Las relaciones no lineales pueden reducirse a
veces a relaciones lineales mediante una ade- Y X 539,¢ 2‘
cuada transferencia de las variables.

SNV X >X |
1. Modelo de Parabolas de minimos cuadrados.

P:X DD EON G A,
La parabola de aproximacién de minimos cua- Yo' Gl nhor
drados a la serie de puntos (X1,Y1) (X2,Y2)... (Xn, N X X } AP
Ys) tiene la ecuacion: Sen X X
|
Y=a,+a,X+a,X" 5 B0 » £ &
donde las constantes se determinan resolvien-
do las ecuaciones: 5
N b3 X
ZY=a0N+aIEX +azZX2 (1) X ¥xy x°
SXY = a,ZX +a,3X > +a,5X @ ., _[EX? XY O3IXY a
e = ol
A A
S 2 3 4 (3) P P
XY =a,2X° +a, XX +a,2X
Expresando las ecuaciones forma matricial N X 3Y
3K B TN
il 8 LY bl Sl g
s E2x2 o5t la |= |Exp a2=__ﬁ&_;=éz,
A

5 G G el PV B & ¢ v ’




Resolviendo las matrices separadamente, por el método de los cofactores.

N X =x? ;
b e ool 0 ™ IO| X
; sx? 33 3x* ‘2X3 xx* IX* 3x4| X xx°

- o) |exlex (o) (e Yo o e o) (o =
=N fox )M () (e oo+ (e o) -(ex°) =

- o) oo

Calculando Da:
sy X X% :
5 Urerend X 3x° XY xx° JZXY =X
A=EXY  ZXY IR =3F = 5 +3X5
=Xt Xt b3 8 =Xy - zx°

A 2XP Ix?
= (e Yo )- (3 |-l )~ oy 2l fexe) - (e fex )=
=(rx fox (e (e e foer(e) e foofme ) -Hoe ) )

Calculando D2

2

N 3y

X _
, R0 gl & X R JEX XY
A, =X 3IXY 32X° = 5 N & Y
G s e XY 35X IX* X ZX* XX

=M~ x| v - o)+ 2 (ex (e ) - (2x* axy) =

NEXPNEX )~ NEX? (XY ) (S )X {mx )+ (e foxe )+ (o exexey) - (o (exy)
Calculando D3
e e (S |
: ¥X? IXY X IXY X EXY
A, =X X’ XY |=N o +3Y
=X ZXZ)'l X? EXZ)" ‘zx2 Z‘XZJ

i ol G
=Mz Yoy~ -exeer) (e + sy ) - ()| =
=NEX ) - Mex e - P o o)+ (e oo - (e oo

2. Modelos multiecuacionales que el empleo de modelos multiecuacionales es

La cuantificacién de las relaciones que existen  una necesidad inevitable que surge a medida

entre variables, cuando se trata de estudiar un  que la teoria econémica quiere abarcar un ma-

fenémeno econdémico, requiere a veces de la  yor campo de estudio, es decir que se haga mas

introduccién de mas de una variable endégena.  general. La estimacién de modelos uniecuacio-

La formulacién total del modelo, necesita tantas ~ nales completos ya estaba resuelta por la Esta-
~ ecuaciones como variables endégenas. Por lo  distica.




“Se consideran

modelos de
regresion en los
cuales la variable
dependiente o de
respuesta
pueden ser en si
misma de
naturaleza
dicétoma, 160"

En este caso se suponen G variables enddge-
nas (y) y K predeterminadas (Z). Suponemos,
ademas, que no existen en el modelo relaciones
contables (en caso de existir pueden eliminarse
previamente) lo que equivale decir que en todas
las ecuaciones hay que incluir una perturbacion
aleatoria g por las razones econométricas.

Por tanto el modelo puede escribirse, en su for-
ma mas general de la forma siguiente:

By +eit BisVea t Vi ot YaZy =8,
Be Y+t Bea¥Vor t VsiZu bt Yopon =€gs

(1)
parat=1,2,....T

en donde se supone una muestra de T observa-
ciones que pueden ser temporales o atemporales.

En notacién matricial detallada se tiene:
ﬁn----ﬁc y" PATEEVATE Z, &,
S| el
}/Gl"" Gk Zkr SGI

Bos--Bes | Yor

para t=1,2,... T

Haciendo:
ﬁll BIG }/11""’ylk
ﬁ — & r — : :
Ba B Yer-Yaox
yll le 811
.y = i Z{ = : 2 81 = - (3)
yGl Zk: £G:

El sistema (1) se puede escribir en notacién ma-
tricial condensado:

By, +Tz, =¢,
parat=1.2,.T

Para que el sistema sea completo debe verifi-
carse:

|B| =0
(2)

MODELOS DE REGRESION CON LA VARIABLE DEPENDIENTE DICOTOMA.
LOS MODELOS MLP, LOGIT, PROBIT Y TOBIT

En este caso se supone implicitamente que la
variable dependiente Y era cuantitativa, mien-
tras que la variables explicativas pueden ser
cuantitativas y cualitativas o una mezcla de las
dos. Se consideran modelos de regresion en los
cuales la variable dependiente o de respuesta
pueden ser en si misma de naturaleza dicéto-
ma, tomando valor de 1. 6 O.

1. Variable dependiente dic6toma

Supongamos que se desea estudiar la participa-
cién de la fuerza laboral de hombres adultos en
funcién de la tasa de desempleo, de la tasa de
salarios promedio, del ingreso familiar, de la
educacion, etc. Una persona o bien esté en la
fuerza laboral o no lo esta. Por tanto la variable
dependiente que es la participacion de la fuerza
laboral, solamente pueden tener dos valores: 1
si la persona esta en la fuerza laboral y O si él o
ella no lo esta.

La caracteristica en esta situacion es que la va-
riable dependiente es del tipo que produce una
respuesta de si 0 no; es decir es dicétoma por
naturaleza. i

Existen cuatro enfoques mas comunes utiliza-
dos para la estimacion de estos modelos.

El modelo lineal de probabilidad (MLP)
El modelo logit

El modelo probit

El modelo tobit (regresion censurada)

PONRE

2. Modelo lineal de probabilidad (MLP)
Veamos el siguiente modelo simple:

Y = ﬁ] +ﬁ2X.' + U,
donde X = ingreso familiar

Y = 1 si la familia posee una casa
= 0 si la familia no posee una casa

(&)

El modelo (1) expresa la variable dicGtoma Yi
como una funcién lineal de las variables explica-
tivas Xi; se denominan modelos lineales de pro-
babilidad (MLP), puesto que E(Xi/Yi), la esperan-
za condicional de y; dado x;, puede ser interpre-
tado como la probabilidad condicional de que el
evento sucede dado x;, es decir,

P(Y.=1/X,)




En el caso anterior de la probabilidad de que
una familia posea una casa y tenga un ingreso
de una cierta cantidad Xi. La justificacién del
nombre MLP para modelos como (1) puede ser
la siguiente:

Suponiendo que:
E(1,)=0

como es lo usual (para obtener estimadores in-
sesgados), se obtiene:

E(Y‘./X,-)=ﬁl+ﬁ2Xi 2)
Pi = probabilidad de que Y......... probabilidad de

que (es decir de que el evento no ocurra), la
variable y tiene la siguiente distribucién:

Y, Probabilidad
b. I-P

Total -P;—’

Por definicion de esperanza matematica, se ob-
tiene:

familia posea vivienda. El indice li se expresa 1962.
E(Y)=04-P)+1(P)=P @)  como:
Ii=p,+B,X, e Contribucién a
Comparando (2) y (3) se puede igualar ' L la Teoria de la
Politica Econé-
E(Y 1 X,)=pi+ B X: =P, (4)  Donde Xi es el ingreso de la iésima familia. Hiica d6 Geor
e X . ge R. Fewel R.
Es decir la esperanza condicional del modelo  Dado el supuesto de normalidad, la probabili- Fondo de Cul-
(1) puede interpretarse como la probabilidad dad de li sea menos o igual que li puede ser tura Econémi-
condicional Yi. calculada a partir de: ca 1987.
A et g, Pemioadn 5
y P :P,(Y=1)=P,(Iisli)=F(Ii)=-—,-5i_» [e7d  Modelos Eco
N nométricos de
0<E®Y,/X,)<1 Aznar  Grasa
Es decir la esperanza condicional o probabilidad ra Al B1+By X ; e-’% dt (10) g'e__E&':'(;arTg
condicional debe encontrarse entre Oy 1. N 1978.
3. Modelo Logit Donde t es una variable normal estandarizada,
es decir ® Econometria
Representacion de la propiedad de vivienda an- N(O1 de Domador
tes mencionado. 1~N(O.D) Gujarati - Ed.
Mc Graw Hill
P =By =11%0) 4. Modelo Tobit 1998.

1

~( Xi)
1+e PIPa%

P=E(Y=1/Xi)=

i

Pi probabilidad de poseer una casa dada por (5)
entonces (1-P) la probabilidad de no poseer
una casa.

BRI
1+e_zi ©)
zZi :
Lzl‘*_::ezl )
=8 e

Tomando logaritmos

: P,
Li =1n(1_R ]=Z,- =B +BX,  ®

4. Modelo Probit

Para mostrar el modelo Probit suponemos que
el ejemplo de propiedad de vivienda, la decision
iesima familia de poseer una casa o de no po-
seerla depende de un indice de conveniencia
no observable li que esta determinado por una
o varias variables explicativas, por ejemplo el
ingreso Xi, de tal manera que entre mayor sea
el indice li, mayor seré la probabilidad de gue la

En términos matematicos se puede expresar el
modelo Tobit como

Y, = B+ By Xy + 1y = SEELESE (14)
=0, en los demés casos

Donde RHS = lado derecho
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