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Resumen: En este trabajo consideramos el modelo dinámico unidimensional
Mindlin-Timoshenko para vigas. Estudiaremos la existencia de soluciones para
un problema de contacto asociado con el sistema Mindlin- Timoshenko. También
analizaremos como su energía decae exponencialmente a cero cuando el tiempo va al
infinito. El sistema planteado es como sigue:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ − uxx + u+ vx + αv′ = f en Q. Ecuación de Mindlin-Timoshenko
v′′ − (u+ vx)x = g en Q
u(0, ·) = v(0, ·) = 0 sobre (0, T )
ux(ℓ, ·) + γu′(ℓ, ·) = 0 sobre (0, T )

}
Condición de frontera

u(ℓ, ·) + vx(ℓ, ·) ≥ 0, v(ℓ, ·) ≥ φ(ℓ) sobre (0, T )
[u(ℓ, ·) + vx(ℓ, ·)][v(ℓ, ·)− φ(ℓ)] = 0 sobre (0, T )

}
Condición de contacto

u(·, 0) = u0;u
′(·, 0) = u1

v(·, 0) = v0; v
′(·, 0) = v1

}
Condiciones iniciales

(1)

Donde α y γ son reales positivos y Q = (0, l) × (0, T ) con T > 0 real.

Palabras clave: Mindlin-Timoshenko. Decaimiento exponencial. Comportamiento
asintótico.

PROBLEM OF CONTACT FOR A SYSTEM OF THE TYPE
MINDLIN-TIMOSHENKO WITH INTERNAL DISSIPATION

Abstract: In this work we consider the one-dimensional dynamic model Mindlin-
Timoshenko Beam. We will study the existence of soluciones for a contact problem
associated with the Mindlin-Timoshenko system.
Also analyze how energy decays exponentially to zero as time goes to infinity.
The proposed system is as follows:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ − uxx + u+ vx + αv′ = f en Q. Equation of Mindlin-Timoshenko
v′′ − (u+ vx)x = g en Q
u(0, ·) = v(0, ·) = 0 sobre (0, T )
ux(ℓ, ·) + γu′(ℓ, ·) = 0 sobre (0, T )

}
Condition of boundary

u(ℓ, ·) + vx(ℓ, ·) ≥ 0, v(ℓ, ·) ≥ φ(ℓ) sobre (0, T )
[u(ℓ, ·) + vx(ℓ, ·)][v(ℓ, ·)− φ(ℓ)] = 0 sobre (0, T )

}
Condition of contact

u(·, 0) = u0;u
′(·, 0) = u1

v(·, 0) = v0; v
′(·, 0) = v1

}
Initial conditions

Where α > 0, γ > 0 are positive real and Q = (0, l) × (0, T ) with T > 0 real.

Keywords: Mindlin-Timoshenko. Exponencial decay. Asymptotic behavior.
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1. Introducción

Un modelo matemático físicamente bastante completo y ampliamente utilizado para describir
la vibración transversal de vigas es el sistema de tipo Mindlin-Timoshenko.
La variable u = u(x, t) representa el ángulo de rotación y v = v(x, t) el desplazamiento vertical
al tiempo t de la sección transversal ubicada a x unidades de un extremo.
La expresión σ = u(l, ·) + vx(l, ·) es el tensor de tensiones en la frontera y Φ(l) es la posición del
obstaculo. de esta manera, d = v(l, ·)−Φ(l) es la distancia del cuerpo al obstáculo. Así, cuando
la distancia d es positiva no hay contacto (σ = 0).
Cuando no hay distancia (d = 0), el tensor de tensión es positivo. Sin embargo, tenemos σd = 0,
para todo tiempo t.

El problema de equilibrio general de un cuerpo elástico lineal en contacto con un obstáculo
rígido fue formulado y desarrollado ampliamente por Signorini [9,10] y en mérito a ello el problema
tomo el nombre de Signorini.

En el libro de Duvaut-Lions [4], se trata de las desigualdades variacionales en mecánica y física.
Este libro muestra muchos problemas de contacto envolviendo desigualdades variacionales. En [3],
Davaut extendió el resultado del problema de Signorini a materiales visco-elasticos lineales. Kim
[7], estudió el problema de contacto con obstáculo rígido en la ecuación de la onda; Elliot-Copeti
[1] y Elliot-Qi [11] analizarón el problema de contacto unidimensional en termoelásticidad.

En relación con el comportamiento asintótico de las soluciones, podemos citar a Muñoz
Rivera-Olivera [8], quienes probaron que las soluciones del problema de Signorini en
termoelasticidad decae exponencialmente; Nakao-Muñoz Rivera [12], muestran el decaimiento
polinomial de soluciones para el problema de contacto asociado con el sistema termoviscoelástico
y finalmente en Nuñpz Rivera-Portillo [6,13], prueban el decaimiento exponencial de soluciones
del problema de contacto para materiales viscoelásticos.

En el presente trabajo demostraremos primeramente la existencia y unicidad de soluciones
al problema de Mindlin-Timoshenko asociado a un problema de contacto mediante el método
de Faedo-Galerkin usando el problema penalizado asociado al sistema. En una segunda fase
demostraremos que la energía asociada al sistema planteado decae exponencialmente usando el
método de la energía.

2. Problema Penalizado

Para obtener la solución del sistema (1) primeramente consideramos para cada
0 < ε < 1, el sistema penalizado siguiente:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ε − uεxx + uv′

ε

+ vεx + αv′ε = f en Q
v′′ε − (uε + vεx)x = g en Q
uε(0, ·) = vε(0, ·) = 0 sobre (0, T )
uεx(ℓ, ·) + γu′ε(ℓ, ·) = 0 sobre (0, T )
uε(ℓ, ·) + vεx(ℓ, ·)−

1
ε
[vε(ℓ, ·)− φ(ℓ)]− + εv′ε(ℓ, ·) = 0

uε(·, 0) = u0, u
′

ε(·, 0) = u1 en (0, ℓ)
vε(·, 0) = v0, v

′

ε(·, 0) = v1 en (0, ℓ)

(2)

donde ξ− = −mı́n{0, ξ}. Antes de analizar el sistema (2) fijaremos las siguientes notaciones.
Sea el espacio de Hilbert V = {z ∈ H1(0, ℓ); z(0) = 0 sobre (0, T )} Equipado con el producto

interno y norma dada, respectivamente por

((u, v)) = (ux, vx)L2(0,ℓ) = (ux, vx)2 y ‖u‖ = |ux|L2(0,ℓ) = |ux|2

Consideremos el conjunto convexo K = {w ∈ V ;w(ℓ) ≥ φ(ℓ) sobre (0, T )}. En este trabajo
supondremos

v0(ℓ) = φ(ℓ) (3)

Esta condición significa que la posición inicial de la viga está en contacto con el obstáculo rígido.
La existencia y unicidad de la solución para el problema (2) están garantizados por el siguiente
resultado:
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Teorema 2.1 Sea (u0, u1, v0, v1) ∈ [V ∩ H2(0, ℓ)] × V con v0 satisfaciendo (3) y (f, g, φ) ∈
[H1(0, T, L2(0, ℓ))]2 × C∞([0, ℓ]). Entonces, para cada ε > 0, existe un único par de funciones
(uε, vε) satisfaciendo:

(uε, vε) ∈ [L∞(0, T ;V ∩H2(0, ℓ))]2 (4)

(u′ε, v
′

ε) ∈ [L∞(0, T ;V )]2 (5)

(u′′ε , v
′′

ε ) ∈ [L∞(0, T ;L2(0, ℓ))]2 (6)

(u′′ε , z) + (v′′ε , w) + ((uε, z)) + (uv′ , vεx, z + wx) + γu′ε(ℓ, t)z(ℓ) + α(v′ε, z) +

1

ε
[vε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−w(ℓ) + εv′ε(ℓ, t)w(ℓ) = (f, z) + (g, w); ∀(z, w) ∈ V 2 (7)

y las condiciones iniciales ∣∣∣∣
uε(·, 0) = u0, u

′
ε(·, 0) = u1

vε(·, 0) = v0, v
′
ε(·, 0) = v1

(8)

Demostración. Empleando el método estándar de Faedo-Galerkin, obtenemos el resultado del
teorema 1.

3. Problema de contacto

En esta sección desarrollaremos la obtención de la solución para el sistema (1). Primeramente
daremos una definición de solución para el problema de contacto del sistema Mindlin-Timoshenko.

Definición 3.1 Dado (u0, u1, v0, v1) ∈ V × (0, ℓ) × K × L2(0, ℓ) y f, g ∈ L2(Q), diremos que
(u, v) es una solución del sistema de contacto (1) si,

(u, u′) ∈ L∞(0, T ;V )× L∞(0, T ;L2(0, ℓ)) (9)

(v, v′) ∈ L∞(0, T ;V )× L∞(0, T ;L2(0, ℓ)), v(t) ∈ K (10)

satisfaciendo las condiciones iniciales

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1, v(·, 0) = v0, v

′(·, 0) = v1 en (0, ℓ) (11)

La ecuación

〈u′(·, T ), ψ(·, T )− u(·, T )〉 − (u1, ψ(·, 0)− u0)2 −

∫ T

0

(u′, ψ′ − u′)2dt+

α

∫ T

0

(v′, ψ − u)2dt+

∫ T

0

(ux, ψx − ux)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, ψ − u)2dt =

∫ T

0

(f, ψ − u)2dt (12)

Para todo ψ ∈ H1(0, T ;V ), y la desigualdad

〈v′(·, T ), ξ(·, T )− v(·, T )〉 − (v1, ξ(·, 0)− v0)2−
∫ T

0

(v′, ξ′ − v′)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, ξx − vx)2dt ≥

∫ T

0

(g, ξ − v)2dt. (13)

Para todo ξ ∈ H1(0, T ;V ) con ξ(t) ∈ K, casi siempre en (0, T ), donde 〈·, ·〉 representa la dualidad
entre H−r(0, ℓ) y Hr(0, ℓ) para algún r > 0.

Observación: La definición dada representa la solución débil del problema (1). Asumamos
que la solución (u, v) de (1), recordando la definición precedente, posee la regularidad u, v ∈
L2(0, T ;V ∩H2(0, ℓ)) podemos justificar esta definición probando que (u, v) satisface la ecuación
de Mindlin-Timoshenko y las condiciones de frontera del sistema (1).

En efecto, tomemos ξ = u± ϕ, con ϕ ∈ C∞
0 (Q), en (13) e integrando por partes obtenemos

la ecuación ∫ T

0

(u′′, ϕ)2dt−

∫ T

0

((u + vx)x, ϕ)2dt =

∫ T

0

(g, ϕ)2dt (14)
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que se tiene, por resultado de densidad, para todo ϕ ∈ L2(Q). Obtener la condición de frontera,
Consideramos ξ = v + ζ(x)ρ(t) en (13) y, usando integración por partes, obtenemos

∫ T

0

(v′′, ζ(x)ρ(t))2dt−

∫ T

0

((u + vx)x, ζ(x)ρ(t))2dt+

∫ T

0

(u(ℓ, t) + vx(ℓ, t))ζ(ℓ)ρ(t)dt ≥

∫ T

0

(g, ζ(ℓ)ρ(t))2dt (15)

Por otro lado, tomando ϕ = ζ(x)ρ(t) en (14) y combinando el resultado con (15), obtenemos

∫ T

0

(u(ℓ, t) + vx(ℓ, t))ζ(ℓ)ρ(t)dt ≥ 0 (16)

Para toda función no negativa ζ ∈ C1([0, 1]) y ρ ∈ C1
0 (0, T ). Así concluimos que

u(ℓ, t) + vx(ℓ, t) ≥ 0, c.s. en (0, T ) (17)

Ahora, escogemos 0 ≤ ζ(x) ≤ 1, −1 ≤ ρ(t) ≤ 1 para todo (x, t) ∈ Q y tomando ξ =
v + ζ(x)ρ(t)(v − ψ) en (13) podemos obtener usando integración por partes,

∫ T

0
[u(ℓ, t) + vx(ℓ, t)][v(ℓ, t) − φ(ℓ)]ζ(ℓ)ρ(t)dt = 0

esto implica, por el lema de Dubois-Raymond

[u(ℓ, t) + vx(ℓ, t)][v(ℓ, t)− φ(ℓ)] = 0, c.s. en [0, T ]

La condición de frontera sobre u se sigue análogamente, es decir,

ux(ℓ, t) + γu′(ℓ, t) = 0.

Pasaremos a resolver el problema de contacto para el sistema Mindlin-Timoshenko como
límite cuando ε → 0 del problema penalizado. Antes de establecer el teorema de existencia de
solución débil para (1), necesitamos propiedades previas para obtener lo deseado.

Proposición 3.2 Sea uε, vε ∈ H1(Q) satisfaciendo las siguientes propiedades

u′′ε , v
′′′

ε ∈ L2(Q), uε ⇀ u débil en H1(Q), vε ⇀ v débil en H1(Q)∫ t

0
|u′′ε − uεxx|22dt ≤ C, ∀ε > 0 y

∫ t

0
|v′′ε − (uε + vεx)|22dt ≤ C; ∀ε > 0.

Entonces para δ < 1
2

∫ t

0

∫

(0,δ)∪(1−δ,)

(
|u′ε|

2 − |uεx|
2
)
dxdt ≤ Cδ

∫ t

0

∫

(0,δ)∪(1−δ,)

(
|v′ε|

2 − |uεx + vεx|
2
)
dxdt ≤ Cδ

ĺım
ε→0

∫ t

0

(
|v′ε|

2
2 − |uεx|

2
2

)
dt =

∫ t

0

(
|u′|22 − |ux|

2
2

)
dt

ĺım
ε→0

∫ t

0

(
|v′ε|

2
2 − |uε + vεx|

2
2

)
dt =

∫ t

0

(
|v′|22 − |u + vx|

2
2

)
dt

Demostración. Considerando z = u′ε(t) y w = v′ε(t) en (7) procediendo como en el Teorema
2.1, obtenemos estimativas apropiadas que luego de aplicar el Corolario 4.3 de Dacorogna [2],
establecemos el resultado de la existencia de soluciones para el problema de contacto asociado
con el sistema de Mindlin-Timoshenko.

Teorema 3.3 Sean (u0, u1, v0, v1) ∈ V × L2(0, ) × K × L2(0, l) y f, g ∈ L2(Q), entonces existe
al menos una solución débil del problema (1), de acuerdo a la definición 3.1.
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Demostración. Consideremos los datos (u0ε, u1ε, v0ε, v1ε, fε, gε, φ) procediendo como para la
obtención del teorema 2.1 se tiene

(u0ε, u1ε, v0ε, v1ε) → (u0, u1, v0, v1) fuerte en V × L2(0, ℓ)×K× L2(0, ℓ) (18)

y
(fε, gε) → (f, g) fuerte en (L2(Q))2 (19)

Tomando z = ψ− uε, w = ξ − vε con ψ, ξ ∈ H1(0, T ;V ) y ξ(t) ∈ K c.s. en (0, T ) en el problema
penalizado (7) e integrando de 0 hasta T , obtenemos,

〈u′ε(·, T ), ψ(·, T )− uε(·, T )〉 − (u1ε, ψ(·, 0)− u0ε)2 −

∫ T

0

(u′ε, ψ
′ − u′ε)2dt+

〈v′ε(·, T ), ξ(·, T )− vε(·, t)〉 − (v1ε, ξ(·, 0)− v0ε)2 −

∫ T

0

(v′ε, ξ
′ − v′ε)2dt+

∫ T

0

(uεx, ψx − uεx)2dt+

∫ T

0

(uε + vεx, ψ − uε)2dt+

∫ T

0

(u′ε + vεx, ξx − vεx)2dt+

γ

∫ T

0

u′ε(ℓ, t)(ψ(ℓ, t)− uε(ℓ, t))dt+ α

∫ T

0

(v′ε, ψ − uε)2dt

1

ε

∫ T

0

[v′ε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−1(ξ(ℓ, t)− vε(ℓ, t))dt+ ξ

∫ T

0

v′ε(ℓ, t)(ξ(ℓ, t)− vε(ℓ, t))dt

=

∫ T

0

(fε, ξ − uε)2dt+

∫ T

0

(gε, ξ − vε)2dt (20)

donde 〈·, ·〉 representa la dualidad entre H−r(0, ℓ) y Hr(0, ℓ) para algún r > 0. Pasando el límite
en (20), cuando ε → 0, obtenemos (12) y (13). Para esto, analizamos la convergencia de cada
término de (20), cuando ε → 0. En efecto, tomando z = u′ε(t) y w = v′ε(t) en (7) y usando el
mismo argumento aplicado en el teorema 1 obtenemos la estimativa siguiente

|u′ε|
2
2 + |v′ε|

2
2 + ‖uε‖

2
2 + |uε + vεx|

2
2 +

1

ε

∣∣[vε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−
∣∣2 + γ

∫ t

0

|u′ε(ℓ, t)|
2ds+ ε

∫ t

0

|v′ε(ℓ, s)|
2ds ≤ C

Con C una constante positiva. De este resultado garantizamos la existencia de una subsucesión
de (uε, vε), denotado de la misma forma, tal que

(uε, vε) ⇀ (u, v) débil ∗ en [L∞(0, T ;V )]2 (21)

(u′ε, v
′

ε) ⇀ (u′, v′) débil ∗ en [L∞(0, T ;L2(0, ℓ))]2 (22)

(u′′ε , v
′′

ε ) ⇀ (u′′, v′′) débil ∗ en [L∞(0, T ;V ′)]2 (23)

De la convergencia (21)-(23) y Lema 1.4 en [10], obtenemos
{

(uε, vε) → (u, v) fuertemente en [C([0, T ];Hα(0, ℓ))]2

(u′ε, v
′

ε) → (u′, v′) fuertemente en [C([0, T ];H−r(0, ℓ))]2
(24)

donde α < 1
2 y r > 0. Por lo tanto, es suficiente escoger α = r < 1

2 y r > 0 y de (24) obtener,
(uε(·, T ), vε(·, T )) → (u(·, T ), v(·, T )) fuertemente en [Hr(0, ℓ)]2, y
(u′ε(·, T ), v

′

ε(·, T )) → (u′(·, T ), v′(·, T )) fuertemente en [H−r(0, ℓ)]2.
Así concluimos que 〈u′ε(·, T ), ψ(·, T )− uε(·, T )〉H−r×Hr → 〈u′(·, T ), ψ(·, T )− u(·, T )〉H−r×Hr y

〈v′ε(·, T ), ζ(·, T )− uε(·, T )〉H−r×Hr → 〈v′(·, T ), ζ(·, T )− v(·, T )〉H−r×Hr

También se tiene que uε converge débilmente en H1(Q), lo que implica que uε → u fuerte en
C([0, T ];Hβ(0, ℓ)), β < 1. Escogemos β > 1

2 , obtenemos

uε(ℓ, 0) → u(ℓ, 0) en C([0, T ])

puesto que en ese caso: Hβ(0, ℓ) ⊂ C([0, ℓ]). Podemos obtener resultados similares para vε.
Consideremos ahora la siguiente igualdad (uno de los términos de (20))

−

∫ T

0

∫ ℓ

0

v′ε(ξ
′ − v′ε)dxdt+

∫ T

0

∫ ℓ

0

(uε + vεx)(ψ + ξx − uε − vεx)dxdt

∫ T

0

(
|v′ε|

2
2 − |uε + vεx|

2
2

)
dt+

∫ T

0

∫ ℓ

0

[−v′εξ
′ + (uε + vεx)(ψ + ξx)]dxdt
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y este término por la proposición 1, converge a

∫ T

0

(
|v′|22 − |u+ vx|

2
2

)
dt+

∫ T

0

∫ ℓ

0

[−v′εξ
′ + (u + vx)(ψ + ξx)]dxdt

y a su vez esto es igual a

−

∫ T

0

∫ ℓ

0

v′(ξ′ − v′)dxdt+

∫ T

0

∫ ℓ

0

(u + vx)(ψ + ξx − u− vx)dxdt.

Veamos ahora la siguiente igualdad (otro término de (20))

1

ε

∫ T

0

[vε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−(ξ(ℓ)− vε(ℓ, t))dt =
1

ε

∫ T

0

([vε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−)2dt+

1

ε

∫ T

0

(uε(ℓ, t)− φ(ℓ))−(ξ(ℓ)− φ(ℓ))dt ≥ 0

porque ξ(ℓ) ≥ φ(ℓ); ξ ∈ K. Ahora todos los resultados obtenidos anteriormente, pasando al límite
cuando ε→ 0, llevando a la expresión (20), obtenemos

〈u′(·, T ), ψ(·, T )− u(·, T )〉 − (u1, ψ(·, 0)− u0)
2 −

∫ T

0

(u′, ψ′ − u′)2dt+

〈v′(·, T ), ξ(·, T )− v(·, T )〉 − (v1, ξ(·, 0)− v0)2 −

∫ T

0

(v′, ξ′ − v′)2dt+

∫ T

0

(ux, ψx − ux)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, ψ − u)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, ξx − vx)2dt+

γ

∫ T

0

[u′(ℓ, t)(ψ(ℓ, t)− u(ℓ, t))]dt+ α

∫ T

0

(v′, ψ − u)2dt ≥

∫ T

0

(f, ψ − u)2dt+

∫ T

0

(g, ξ − v)2dt (25)

Para todo ψ ∈ H1(Q) y ξ ∈ H1(Q), ξ ∈ K. Escogeremos ahora ξ = v en (25), obtendremos

〈u′(·, t), ψ(·, t)− u(·, t)〉 − (u1, ψ(·, 0)− u0)2 −

∫ T

0

(u′, ψ′ − u′)2dt+

∫ T

0

(ux, ψx − ux)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, ψ − u)2dt+ γ

∫ T

0

[u′(ℓ, t)(ψ(ℓ, t)− u(ℓ, t))]dt+

α

∫ T

0

(v′, ψ − u)2dt ≥

∫ T

0

(f, ψ − u)2dt. (26)

Sustituyendo ψ por −w + 2u en 26, obtenemos:

〈u′(·, t), w(·, t) − u(·, t)〉 − (u1, w(·, 0)− u0)2 −

∫ T

0

(u′, w′ − u′)2dt+

∫ T

0

(ux, wx − ux)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, w − u)2dt+ γ

∫ T

0

[u′(ℓ, t)(w(ℓ, t)− u(ℓ, t))]dt+

α

∫ T

0

(v′, w − u)2dt ≤

∫ T

0

(f, w − u)2dt. (27)

Combinando (26) y (27) para ψ = w obtenemos:

〈u′(·, t), ψ(·, t)− u(·, t)〉 − (u1, ψ(·, 0)− u0)2 −

∫ T

0

(u′, ψ′ − u′)2dt+

∫ T

0

(ux, ψx − ux)2dt+

∫ T

0

(u+ vx, ψ − u)2dt+ γ

∫ T

0

[u′(ℓ, t)(ψ(ℓ, t)− u(ℓ, t))]dt+

α

∫ T

0

(v′, ψ − u)2dt =

∫ T

0

(f, ψ − u)2dt.
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con lo cual se comprueba la igualdad dada en (12). Finalmente escogemos ψ = u en (25),
obtenemos la desigualdad dada en (13), esto es,

〈v′(·, t), ξ(·, t) − v(·, t)〉 − (v1, ξ(·, 0)− v0)2 −

∫ T

0

(v′, ξ′ − v′)dt+

∫ T

0

(u+ vx, ξx − vx)2dt ≥

∫ T

0

(g, ξ − v)2dt

y esto completa la prueba.

4. Comportamiento Asintótico

Estudiaremos el decaimiento exponencial para la energía E(t) asociado con la solución del
problema. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ − uxx + (u+ vx) = 0 en Q = (0, ℓ)× (0, T )
v′′ − (u + vx)x + αv′ = 0 en Q = (0, ℓ)× (0, T )
u(0, ·) = v(0, ·) = 0 sobre (0, T )
ux(ℓ, ·) + γu′(ℓ, ·) = 0 sobre (0, T )
u(ℓ, ·) + vx(ℓ, ·) ≥ 0, v(ℓ, ·) ≥ φ(ℓ) sobre (0, T )
[u(ℓ, ·) + vx(ℓ, ·)][v(ℓ, ·)− φ(ℓ)] = 0 sobre (0, T )
u(·, 0) = u0;u

′(·, 0) = u1; v(·, 0) = v0; v
p(·, 0) = v1 en (0, ℓ)

(28)

donde α > 0 es un número real. Esta energía es dada por

E(t) =
1

2

[
|u′(t)|22 + |v′(t)|22 + ‖u(t)‖2 + |u(t) + vx(t)|

2
2

]
(29)

Análogamente como en la solución anterior, para datos

(u0, u1, v0, v1, φ) ∈ V × L2(0, ℓ)×K× L2(0, ℓ)× C∞([0, ℓ])

podemos garantizar la existencia de una solución para el problema (28) en la clase

(u, u′) ∈ L∞(0,∞;V )× L∞(0,∞;L2(0, ℓ)) (30)

(v, v′) ∈ L∞(0,∞;V )× L∞(0,∞;L2(0, ℓ)), v(t) ∈ K (31)

Para tratar el decaimiento de la energía (29) del problema (28), primeramente consideramos el
problema penalizado

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ε − uεxx + (uε + vεx) = 0 en Q
v′′ε − (uε + vεx)x + αv′ε = 0 en Q
uε(0, ·) = vε(0, ·) = 0 sobre (0, T )
uεx(ℓ, ·) + γu′ε(ℓ, ·) = 0 sobre (0, T )
uε(ℓ, ·) + vεx(ℓ, ·)−

1
ε
[vε(ℓ, ·)− φ(ℓ)]−1εv′ε(ℓ, ·) = 0 sobre (0, T )

uε(·, 0) = u0;u
′

ε(·, 0) = u1; vε(·, 0) = v0; v
′

ε(·, 0) = v1 en (0, ℓ)

(32)

podemos usar los mismos argumentos como en el problema penalizado (2) para garantizar la
existencia y unicidad de la solución para el problema (32) en la clase

(uε, u
′

ε, vε, v
′

ε) ∈ L∞[0,∞;V ]4 (33)

Por dato en la condición del Teorema 1 (con f = g = 0). La energía de ese sistema es dada
por

Eε(t) =
1

2

{
|u′ε(t)|

2
2 + |v′ε(t)|

2
2 + ‖uε(t)‖

2 + |uε + vεx|
2
2 +

1

ε
|[vε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−|2

}
. (34)

Tenemos planteado el resultado central por el Teorema siguiente.

Teorema 4.1 Sea (u0, u1, v0, v1, φ) ∈ V ×L2(0, ℓ)×K×L2(0, ℓ)×C∞([0, ℓ]) con v0 satisfaciendo
(3) y φ(ℓ) ≥ 0; entonces existe una constante w > 0, tal que la energía (29) satisface

E(t) ≤ 4E(0)e−wt, ∀t ≥ 0 (35)
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Demostración. Tomando el producto interno en L2(0, ℓ) de (32)1, con u′ε(t) y (32)2 con v′ε(t)
tenemos

(u′′ε , u
′

ε) + (uεx, u
′

εx) + (uε + vεx, u
′

εx) + (v′′ε , v
′

ε) + (uε + vεx, v
′

εx) + (αv′ε, v
′

ε)+

uε(ℓ)v
′

ε(ℓ) + vεx(ℓ)v
′

ε(ℓ) +
1

ε

d

dt
[vε(ℓ, t)− φ(ℓ)]−1 + εv′ε(ℓ)v

′

ε(ℓ)−

(uεx × u′ε|
ℓ
0)− (uε + uεx)v

′

ε|
ℓ
0 = 0

de donde usando datos dados en (32) y definición de energía dada en (34), obtenemos la
estimativa:

E′

ε(t) ≤ −γ‖u′ε(ℓ, t)‖ − α|v′ε|
2
2 − ε|v′ε(ℓ, t)|

2. (36)

esto es, Eε(t) es una función no creciente. Para un η > 0 cualquiera, definamos la energía
perturbada

Eεη(t) = Eε(t) + ηψ(t) (37)

con ψ(t) = θ(u′ε(t), uε(t))2 + θ(v′ε(t), vε(t))2 + (u′ε(t), xuεx(t))2 donde θ > 0 que será determinado.
Observemos que

|ψ(t)| ≤

(
1 + θ

2

)
|u′ε(t)|

2
2 + θ|v′ε(t)|

2
2 +

(
1

2
+ θ

)
‖uε(t)‖

2 +
θ

2
|uε(t) + vεx(t)|

2
2 (38)

esto es,
|ψ(t)| ≤ 2(1 + 3θ)Eε(t) (39)

De (35) y (38), obtenemos la equivalencia de las energías de Eε(t) y Eεη:

|Eεη(t)− Eε(t)| = η|ψ(t)| ≤ 2(1 + 3θ)Eε(t)

o
[1− 2(1 + 3θ)η]Eε(t) ≤ Eεη(t) ≤ [1 + 2(1 + 3θ)η]Eε(t).

Tomando 0 < η ≤ 1
4(1+3θ) y de (39) obtenemos el simplificado

Eε(t)

2
≤ Eεη(t) ≤ 2Eε(t) (40)

Considerando la derivada de la función ψ(t) y de (32)1 y (32)2 (con f = g = 0), obtenemos,

ψ′(t) = θ|u′ε(t)|
2
2 + θ|v′ε(t)|

2
2 − θ‖uε(t)‖

2 − θ|uε(t) + vε(t)|
2
2−

θ

ε
[v(ℓ)− θ(ℓ)]−v(ℓ)− γθu′ε(ℓ, t)uε(ℓ, t)− εθv′ε(ℓ, t)vε(ℓ, t)− αθ(v′ε(t), vε(t))2+

(uεxx(t), xuεx(t))2(uε(t) + vεx(t), xuε(t))2 + (u′ε(t), xu
′

εx(t))2 (41)

Analizaremos los términos que aparecen en el lado derecho de (41):

(uεxx(t), xuεx(t))2 =
1

2

∫ ℓ

0

x
∂

∂x
|uεx(t)|

2dx (42)

= −
1

2

∫ ℓ

0

|uεx(x, t)|
2dx+

1

2
|uεx(ℓ, t)|

2

(u′ε(t), xu
′

εx(t))2 =
1

2

∫ ℓ

0

x
∂

∂x
|u′ε(x, t)|

2dx (43)

= −
1

2

∫ ℓ

0

|u′ε(x, t)|
2dx+

1

2
|u′ε(ℓ, t)|

2

−
θ

ε
[v(ℓ)− φ(ℓ)]−v(ℓ) = −

θ

ε
|[v(ℓ)− φ(ℓ)]−|2 −

θ

ε
[v(ℓ)− φ(ℓ)]−φ(ℓ) (44)

≤ −
θ

ε
|[v(ℓ)− φ(ℓ)]−|2
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Puesto que φ(ℓ) ≥ 0.

−γθu′ε(ℓ, t)uε(ℓ, t) ≤ C1|u
′

ε(ℓ, t)|
2 + ξ‖uε(t)‖

2 (45)

donde C1 =
γ2θ2C2

0

ξ
, C0 > 0 es la constante tal que |uε(ℓ, t)| ≤ C0‖uε(t)‖ y ξ > 0 es un número

real a elegir.

−εθv′ε(ℓ, t)ε(ℓ, t) ≤ C2ε
2|v′ε(ℓ, t)|

2 + ξ|uε(t) + vεx(t)|
2
2 + ξ‖uε(t)‖

2 (46)

donde C2 =
2θ2C2

0

ξ
.

−αθ(v′ε(t), ε(t)) ≤ C3|v
′

ε(t)|
2
2 + ξ|uε(t) + vεx(t)|

2
2 + ξ‖uε(t)‖

2 (47)

donde C3 =
2α2θ2

ξ

−(uε(t) + vεx, xuεx(t)) ≤
3

8
|uε(t) + vεx(t)|

2
2 +

2

3
‖uε(t)‖

2 (48)

Sustituyendo (42)-(48) en (41) y observando (32)4 obtenemos

ψ′(t) ≤ −

(
1

2
− θ

)
|u′ε(t)|

2
2 + (θ + C3)|v

′

ε(t)|
2
2 −

(
θ −

1

6

)
‖uε(t)‖

2−

(
θ −

3

8

)
|uε(t) + vεx(t)|

2
2 −

θ

ε
|[v(ℓ)− φ(ℓ)]−|2 +

1

2
(1 + 2C1 + γ2)|u′ε(ℓ, ·)|

2+

C2ε
2|v′ε(ℓ, t)|

2 + 3ξ‖uε(t)‖
2 + 2ξ|uε(t) + vεx(t)|

2
2

Por tanto, para 3
8 < θ < 1

2 , obtenemos una forma simplificada para ψ(t),

ψ′(t) ≤ −ρEε(t) +

(
1

2
+ θ + C3

)
|v′ε(t)|

2
2+

1

2
(1 + 2C1 + γ2)|u′ε(ℓ, ·)|

2 + C2ε
2|v′ε(ℓ, t)|

2 + 6ξEε(t) (49)

donde ρ = mı́n{1
2 − θ, θ− 3

8} > 0. Derivando la expresión (35) y observando (36) y (49) se tiene

E′

εη(t) ≤ −η(ρ− 6ξ)Eε(t)−

[
α− η

(
1

2
+ θ + C3

)]2
|v′ε(t)|

2
2−

[
γ −

η

2
(1 + 2C1 + γ2)

]
|u′ε(ℓ, ·)|

2 − (ε− ηC2ε
2)|v′ε(ℓ, t)|

2 (50)

Tomando 0 < η ≤ mı́n

{
2α

1 + θ + C3
,

2γ

1 + 2C1 + γ2
,

1

C2ε
,

1

4(1 + 3θ)

}
,

0 < ξ < ρ
6 , y recordando (40), obtenemos E′

εη(t)+wEεη(t) ≤ 0 con w =
[
ρ
2 − 2ξ

]
η. Integrando

y aplicando desigualdad de Gronwall

∫ t

0
E′

εη(s)ds+ w

∫ t

0
Eεη(s)ds ≤ 0, entonces Eεη(t) ≤ Eεη(0) −

∫ t

0
Eεη(s)ds

Eεη(t) ≤ Eεη(0)e
−wt, ∀t ≥ 0 (51)

Combinando (40) y (51) concluimos

Eε(t) ≤ 4Eε(0)e
−wt, ∀t ≥ 0. (52)

Por tanto, pasando ĺım
ε→0

ı́nf en (52), podemos concluir E(t) ≤ 4E(0)e−wt,∀t ≥ 0.
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5. Discusión y conclusiones

El sistema planteado en (1) es una modificación al planteado por F.D. Araruna [5],
agregándose un término apropiado de amortiguamiento interno α′v en la primera ecuación, que
gobierna el desplazamiento vertical. El problema de la existencia puede ser tratado con γ = 0,
pero consideramos γ > 0 con la finalidad de estudiar el comportamiento asintótico de la energía
asociada con las soluciones del sistema (1). Podemos concluir que el sistema podría también
trabajarse con un término local de amortiguamiento externo o también podría incrementarse una
memoria en algunas de las ecuaciones del sistema (1), que nos permitiría informarnos procesos
físicos precedentes, como caracterizan a los sistemas viscoelásticos.
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