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PROBLEMA DE CONTACTO PARA UN SISTEMA DEL TIPO
MINDLIN-TIMOSHENKO CON DISIPACION INTERNA

Alfonso Perez ', Victor Tarazona >, Marco Rubio 3,
Amelia Villanueva *, Zoraida Huaman °

Victoriano Yauri Luque®, Andrés Guardia Cayo’.

Resumen: En este trabajo consideramos el modelo dindmico unidimensional
Mindlin-Timoshenko para vigas. Estudiaremos la existencia de soluciones para
un problema de contacto asociado con el sistema Mindlin- Timoshenko. También
analizaremos como su energia decae exponencialmente a cero cuando el tiempo va al
infinito. El sistema planteado es como sigue:

u’ —Upe +u+ v, + v’ = fen @. Ecuacion de Mindlin-Timoshenko

v —(u4vg) =genQ
u(0,-) = v(0,-) = 0 sobre (0,T)
ug (£, ) + yu'(¢,-) = 0 sobre (0,7
u(l,-) + v, (€,+) > 0,v(¢,-) > ¢(¢) sobre (0,T)
[“(67 ) + 'UJC(& )][U(& )= (b(f)] = 0 sobre (OvT)
u(+,0) = up;u'(-,0) = uy
v(,0) = vo;v'(+,0) = 1y

Condicién de frontera

(1)

} Condicién de contacto

Condiciones iniciales

Donde a y 7y son reales positivos y @ = (0,1) x (0,7") con T > 0 real.

Palabras clave: Mindlin-Timoshenko. Decaimiento exponencial. Comportamiento
asintotico.

PROBLEM OF CONTACT FOR A SYSTEM OF THE TYPE
MINDLIN-TIMOSHENKO WITH INTERNAL DISSIPATION

Abstract: In this work we consider the one-dimensional dynamic model Mindlin-
Timoshenko Beam. We will study the existence of soluciones for a contact problem
associated with the Mindlin-Timoshenko system.

Also analyze how energy decays exponentially to zero as time goes to infinity.

The proposed system is as follows:

U —Upe +u+ v, + v = fen@. Equation of Mindlin-Timoshenko

v —(u4vg), =genQ
u(0, ) = v(0,-) = 0 sobre (0,7
ug (€, ) +yu'(¢,-) = 0 sobre (0,T)
U(ﬁ, ) + vi(ga ) > O,U(g, ) 2 ¢(£) sobre (Oa T)
[ul, ) + va (6, ][o(E, ) — 6(0)] = 0 sobre (0,T)
u(+,0) = ug;u'(,0) = uy
v(+,0) = vg; v'(+,0) = vy

Condition of boundary
} Condition of contact

Initial conditions

Where o > 0,y > 0 are positive real and @ = (0,1) x (0,T") with 7" > 0 real.

Keywords: Mindlin-Timoshenko. Exponencial decay. Asymptotic behavior.
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8 Problema de contacto para un sstema del tipo ...

1. Introduccion

Un modelo matemaético fisicamente bastante completo y ampliamente utilizado para describir
la vibracién transversal de vigas es el sistema de tipo Mindlin-Timoshenko.

La variable u = u(z,t) representa el angulo de rotacién y v = v(z,t) el desplazamiento vertical
al tiempo t de la seccién transversal ubicada a z unidades de un extremo.

La expresion o = u(l,-) + v (I, -) es el tensor de tensiones en la frontera y ®(I) es la posicion del
obstaculo. de esta manera, d = v(l,-) — ®(l) es la distancia del cuerpo al obstéculo. Asi, cuando
la distancia d es positiva no hay contacto (o = 0).

Cuando no hay distancia (d = 0), el tensor de tension es positivo. Sin embargo, tenemos od = 0,
para todo tiempo ¢.

El problema de equilibrio general de un cuerpo elastico lineal en contacto con un obstéiculo
rigido fue formulado y desarrollado ampliamente por Signorini [9,10] y en mérito a ello el problema
tomo el nombre de Signorini.

En el libro de Duvaut-Lions [4], se trata de las desigualdades variacionales en mecénica y fisica.
Este libro muestra muchos problemas de contacto envolviendo desigualdades variacionales. En 3],
Davaut extendio el resultado del problema de Signorini a materiales visco-elasticos lineales. Kim
[7], estudio el problema de contacto con obstaculo rigido en la ecuacion de la onda; Elliot-Copeti
[1] y Elliot-Qi [11] analizaron el problema de contacto unidimensional en termoelésticidad.

En relaciéon con el comportamiento asintotico de las soluciones, podemos citar a Munoz
Rivera-Olivera [8], quienes probaron que las soluciones del problema de Signorini en
termoelasticidad decae exponencialmente; Nakao-Munoz Rivera [12], muestran el decaimiento
polinomial de soluciones para el problema de contacto asociado con el sistema termoviscoeléastico
y finalmente en Nufipz Rivera-Portillo [6,13], prueban el decaimiento exponencial de soluciones
del problema de contacto para materiales viscoelésticos.

En el presente trabajo demostraremos primeramente la existencia y unicidad de soluciones
al problema de Mindlin-Timoshenko asociado a un problema de contacto mediante el método
de Faedo-Galerkin usando el problema penalizado asociado al sistema. En una segunda fase
demostraremos que la energia asociada al sistema planteado decae exponencialmente usando el
método de la energia.

2. Problema Penalizado

Para obtener la solucién del sistema (1) primeramente consideramos para cada
0 < e < 1, el sistema penalizado siguiente:

Ul — Uegg + Uy, + Vep + vl = fen Q

V! — (e + Veg)s = gen Q

u:(0,-) = v.(0,-) = 0 sobre (0,7T)

Uex (€, ) + yul(€,-) = 0 sobre (0,7T) (2)
ue (£, ) + ver (¢, ) — %[UE(& ) — (O] +evi(l,) =0

ue(+,0) = ug,ul(-,0) = uy en (0, )

ve(+,0) = vg, v.(-,0) = vy en (0, £)

donde £~ = —min{0,&}. Antes de analizar el sistema (2) fijaremos las siguientes notaciones.
Sea el espacio de Hilbert V = {z € H(0,¢);2(0) = 0 sobre (0,7)} Equipado con el producto
interno y norma dada, respectivamente por

((u,v)) = (vavx)m(o,e) = (Uz,vz)2 y lull = |ux|L2(o,e) = |ugl2

Consideremos el conjunto convexo K = {w € V;w(l) > ¢(¢) sobre (0,7)}. En este trabajo
supondremos

vo () = o(0) 3)
Esta condicion significa que la posicion inicial de la viga esta en contacto con el obstéaculo rigido.
La existencia y unicidad de la solucion para el problema (2) estdn garantizados por el siguiente
resultado:



Teorema 2.1 Sea (ug,u1,vo,v1) € [V N H2(0,£)] x V con vy satisfaciendo (3) y (f,g,9) €
[H(0,T, L*(0,0))]*> x C>([0,£]). Entonces, para cada € > 0, existe un tinico par de funciones
(ue,ve) satisfaciendo:

(ue,ve) € [L°°(0,T; V N H?(0,£)))? (4)
(ul,vl) € [L(0,T; V)] (5)
(u?, ) € [L™=(0,T; L*(0,4))]? (6)
(uly2) + (v, w) + ((ue, 2)) + (or, Vewy 2+ wg) +yuL (6, 8)2(0) + a(vl, 2) +

= [0e(6,8) = ()] w(l) + evl (6, hw(l) = (f, 2) + (9, w); V(z,w) € v? (7)

y las condiciones iniciales
ue('v 0) = uOvule('vo) =u
ve(+,0) = v, vL(+,0) = vy

(8)

Demostracion. Empleando el método estandar de Faedo-Galerkin, obtenemos el resultado del
teorema 1. [ |

3. Problema de contacto

En esta seccion desarrollaremos la obtencion de la solucion para el sistema (1). Primeramente
daremos una definicién de solucion para el problema de contacto del sistema Mindlin-Timoshenko.

Definicién 3.1 Dado (ug,u1,vo,v1) € V x (0,£) x K x L2(0,£) y f,g € L*(Q), diremos que
(u,v) es una solucion del sistema de contacto (1) si,
(wu') € L%(0,T;V) x L*(0,T; L*(0,0)) )
(v,0") € L®(0,T;V) x L>=(0,T; L*(0,£)), v(t) € K (10)

satisfaciendo las condiciones iniciales
u('a 0) = Uo, u/('v 0) = ulvv('a 0) = Yo, ’Ul(~, 0) =1 en (0,6) (11)

La ecuacién

T
W (T T) — (s T)) — (ur, (-, 0) — p)s — / (', — ' )adit

T T T
/, - dt xy Yo — Ug dt x5 - dtz 5 — dt 12
o[ o — it [ (e —uadit [ rvv =t = [ (v (12)
Para todo ¢ € H'(0,7T;V), y la desigualdad
<UI('7T)7§('7T) - U(aT» - (U17§('70) - UO)2_
T T T
[ @i =t [ et - vaadtz [ (0.6~ vt (13
0 0 0

Para todo & € H(0,T;V) con £(t) € K, casi siempre en (0,7, donde (-, -) representa la dualidad
entre H~"(0,¢) y H"(0,¢) para algin r > 0.
Observacion: La definicion dada representa la solucion débil del problema (1). Asumamos
que la solucion (u,v) de (1), recordando la definicién precedente, posee la regularidad w,v €
L2(0,T; VN H?(0,¢)) podemos justificar esta definicién probando que (u,v) satisface la ecuacion
de Mindlin-Timoshenko y las condiciones de frontera del sistema (1).

En efecto, tomemos £ = u + ¢, con ¢ € Cj°(Q), en (13) e integrando por partes obtenemos
la ecuaciéon

T T T
/O (W, )it / (4 + 03 @)oddt = / (9, 0)adt (14)
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que se tiene, por resultado de densidad, para todo ¢ € L?(Q). Obtener la condicién de frontera,
Consideramos £ = v + ((x)p(t) en (13) y, usando integracion por partes, obtenemos

/ (" C(@)plt))2dlt — / (1 + 02)as C(@)p(t))2dlt

0 0

/ (ul(l, 1) + v (6, 0)C(O)p()dt > / (9 C(O)p(t))2t (15)
0 0

Por otro lado, tomando ¢ = ((z)p(t) en (14) y combinando el resultado con (15), obtenemos

/O (u(l, 1) + 0 (6, 0)C(O)p(E)E > 0 (16)

Para toda funcién no negativa ¢ € C1([0,1]) y p € C}(0,T). Asf concluimos que
u(l,t) +vy(£,t) >0, cs.en (0,7T) (17)

Ahora, escogemos 0 < ((z) < 1, =1 < p(t) < 1 para todo (z,t) € Q y tomando §{ =
v+ ¢(x)p(t)(v — 1) en (13) podemos obtener usando integracion por partes,

/0 (6, ) + 0 (€, )][0(6, 1) — SOIC(O)p(t)dE = 0

esto implica, por el lema de Dubois-Raymond
[w(l,t) + v (€, 0)][v(l,t) — ¢(£)] = 0, c.s. en [0,T]
La condicién de frontera sobre u se sigue andlogamente, es decir,
ug(6,t) +yu'(£,t) = 0.

Pasaremos a resolver el problema de contacto para el sistema Mindlin-Timoshenko como
limite cuando € — 0 del problema penalizado. Antes de establecer el teorema de existencia de
solucion débil para (1), necesitamos propiedades previas para obtener lo deseado.

Proposiciéon 3.2 Sea u.,v- € HY(Q) satisfaciendo las siguientes propiedades

u? v e L3(Q), wue— u débil en H'(Q), wv. — v débil en H(Q)
f5|u’8’ — Uegz|3dt < C,¥Ve >0 y fg|v;’ — (e + veg)|3dt < C;Ve > 0.

Entonces para § < %

t
/ / (10L]? = Jues|?) dudt < C'§
0 J.8u-s)

t
/ / (|U</€|2 - |U’€;C + Ue;c|2) dIdt S C(s
0 (()t,a)u(kzs,)

t
ti [ (02— e de = [ (' = o)
t 0 0

t

lim (|'U;|% - |“€+U€x|§) dt:/ (|’Ul|§ - |“+U1|§) dt
e—=0 Jq 0

Demostracion. Considerando z = u.(t) y w = v.(t) en (7) procediendo como en el Teorema

2.1, obtenemos estimativas apropiadas que luego de aplicar el Corolario 4.3 de Dacorogna [2],

establecemos el resultado de la existencia de soluciones para el problema de contacto asociado

con el sistema de Mindlin-Timoshenko. [

Teorema 3.3 Sean (ug,uy,v,v1) € V x L?(0,) x K x L%(0,1) y f,g € L*(Q), entonces existe
al menos una solucion débil del problema (1), de acuerdo a la definicion 3.1.
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Demostracion. Consideremos los datos (uge, U1e, Voe, V1e, fe, e, ¢) procediendo como para la
obtencién del teorema 2.1 se tiene

(Uoe, Ute, Voe, V1) — (Uo, u1,v0,v1) fuerte en V' x L*(0,£) x K x L?(0,¢) (18)

y

(fe19:) = (f, g) fuerte en (L*(Q))? (19)
Tomando z = ) —u., w =& —v. con ¥, £ € HY(0,T;V) y £(t) € K c.s. en (0,T) en el problema
penalizado (7) e integrando de 0 hasta 7', obtenemos,

T
W T T) — e (- T)) — (trer (-, 0) — tioe)z / (¢ — il )adt
<U;("T)a€('aT) - UE('7t)> - (U167§('70) - U05)2 - /0 (U:;7§I - 'U:;)2dt+

T T T
/ (ueza % - uez)2dt + / (Ue + Veg, l/} - ue)th + / (ulg + Veg, gz - vsx)2dt+
0 0 0

T

7/0 ul (6, 8) (P (€, t) — us(L,t))dt + a/ (V1,0 — ue)odt

o g
! / 460~ SO0 — (.)€ [ oL (E0(Ew D) — vl )

€

T T
=/ (fa,f—ua)zdt+/ (9e, & —ve)2dt  (20)
0 0

donde (-, -) representa la dualidad entre H~"(0,¢) y H"(0, /) para algin r > 0. Pasando el limite

n (20), cuando € — 0, obtenemos (12) y (13). Para esto, analizamos la convergencia de cada
término de (20), cuando € — 0. En efecto, tomando z = u.(t) y w = v.(t) en (7) y usando el
mismo argumento aplicado en el teorema 1 obtenemos la estimativa siguiente

1 t t
0 102+ el e+ el 2 [foc(6,) = SO 1 [ () Pds = [ ui(es)Pas < €
0 0

Con C una constante positiva. De este resultado garantizamos la existencia de una subsucesion
de (ue,v:), denotado de la misma forma, tal que

(ue,ve) — (u,v) débil x en [L°°(0,T;V)]? (21)
(ul,vl) — (u/,v") débil x en [L>(0,T; L*(0,0)))? (22)
(u?,v”) — (u”,v") débil x en [L>(0,T;V")]? (23)

De la convergencia (21)-(23) y Lema 1.4 en [10], obtenemos

{ (ug,ve) — (u, v) fuertemente en [C([0,T]; H*(0, £))]? (24)
(ul,vl) = (u',v’) fuertemente en [C([0, T7; H"“(O,E))]2

g e

donde o < 35 y r > 0. Por lo tanto, es suficiente escoger a = r < 5 y r > 0y de (24) obtener,
(ue (-, T), ve( ,T)) = (u(-,T),v(-,T)) fuertemente en [H"(0,0)?, 'y
(ul (1), 0L T)) = (o (. T), (-, T)) fuertemente en [H~7 (0, 02,
Asi concluimos que (ul(-,T),¢%(-,T) —ue(-T)) g-rwpr = W T),0CT) —ulT)) o gr Y
T)

(-,
W 1), ¢ T) = e T)) e = (VG T),CCT) =0 T v

También se tiene que u. converge débilmente en H'(Q), lo que implica que u. — u fuerte en
C([0,T); H5(0,¢)), 8 < 1. Escogemos 3 > 1, obtenemos

ue(¢,0) = u(¢,0) en C([0,T7))

puesto que en ese caso: H?(0,£) C C([0,]). Podemos obtener resultados similares para wv..
Consideremos ahora la siguiente igualdad (uno de los términos de (20))

_/OT/;U;(’E/_Ué)dIdtJr/OT/Oe(ua+Uex)(w+£x—ue—vm)dmt

T T ¥/
/ (012 — e + veal2) di + / / (0L € + (te + vea) (6 + E)|drdt
0 0 0
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y este término por la proposicién 1, converge a

T T L
[ Bt eBydes [ [ o+ o)+ golduas
0 0 0

y a su vez esto es igual a

/OT/OE’U’(E’v’)d:cdtJr/OT/Ol(quvz)(l/erfxU”Ua;)dlﬂdt-

Veamos ahora la siguiente igualdad (otro término de (20))

T T
! / [0 (6,) — S0 (€(0) — vo(£,1))dt = / (-6, 1) — (0] )2t +
0 0

3 3

! / (us(6,1) — $(0))™ (£(0) — B(0))dt > 0

g

porque £(£) > ¢(£); £ € K. Ahora todos los resultados obtenidos anteriormente, pasando al limite
cuando € — 0, llevando a la expresion (20), obtenemos

<ul('a T)a w(? T) - u('a T)) - (ula w(v 0) - u0)2 - /O (ula W - ul)th+

T
(W (T).EC.T) — (- T)) — (12, €(,0) — vo)2 — / (€ — o )odt+
T T T
/ (%ﬂbx _Um)2dt+/ (U+Um;¢_u)2dt+/ (U+Ua;a€x _Uﬁt)th+
0 0 0

T

T T T
’Y/O [u'(€,8) (¥ (L, 1) —u(l,t))]dt + 04/0 (W, ¥ —u)adt > /O (f, 1 —u)2dt +/0 (9:€ —v)2dt (25)

Para todo ¢ € H(Q) y € € HY(Q), ¢ € K. Escogeremos ahora & = v en (25), obtendremos

T
<u/('at)aw('at) - U(~,t)> - (ula 1/1(7 0) - UO)Q - /O (ulawl - u/)th+

/ (u;m% _U;C)th+/ (U‘i‘vwi _u)2dt+’7/ [ul(f,t)(’(ﬁ(&t) —u(&t))]dt—i—
0 0 0
T T
o vt [ (0 -t 20

Sustituyendo 9 por —w + 2u en 26, obtenemos:

T
(W (1) (e 8) — (s 8)) — (g, (-, 0) — ug)s — / (' — ' )pdt+

/O (i 10 — )t + /O (e + Vg w — W)adt + 7/0 (0, 4) (w(, 1) — u(e, £))]dt+

T T
a/o (W', w —u)adt < /0 (fyw —w)adt.  (27)

Combinando (26) y (27) para ¢ = w obtenemos:

T

(W' (-, 1), (-, t) —u(-,t)) — (u1,9(-,0) — ug)2 — /0 (', —u)adt+

/ (s Yo — U )2dt + / (u+ vey ) — u)adt + 7/ [’ (€, 1) (L, t) — (L, 1))]di+
0 0 0

T T
a/o (U',w—u)gdtz/o (f, 10 — u)adt.
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con lo cual se comprueba la igualdad dada en (12). Finalmente escogemos i = u en (25),
obtenemos la desigualdad dada en (13), esto es,

<Ul('7t)a£('at) - U('at» - (vlaf('ao) - UO)Q - / (v/agl - ”U/)dt+

0
T T
/ (U+Ua;;€:c _'U;c)2dt > / (gvg_U)th
0 0

y esto completa la prueba. [

4. Comportamiento Asintotico

Estudiaremos el decaimiento exponencial para la energia E(t) asociado con la solucion del
problema.
w —Ugp + (u+v;) =0en Q =(0,0) x (0,7)
V' —(u+vg)s+av' =0en @ = (0,£) x (0,T)
u(0,-) = v(0,-) = 0 sobre (0,7")
ug (£, ) +~yu'(¢,-) = 0 sobre (0,7 (28)
u(l, ) +vg(€,-) > 0,v(l,-) > ¢(£) sobre (0,T)
[u(€, ) + vz (¢, )][v(£;-) = ¢(€)] = 0 sobre (0, T)
u(-,0) = up; ' (+,0) = ui;v(-,0) = vo;vP(-,0) = v1 en (0, )

donde o > 0 es un ntmero real. Esta energia es dada por
E(t) = % [/ (®)13 + [0 (&3 + [[u(®)]|> + [ult) + va (2)]3] (29)
Anélogamente como en la solucién anterior, para datos
(o, u1,v0,v1,¢) € V x L*(0,€) x K x L*(0,£) x C*°([0, 4])
podemos garantizar la existencia de una solucion para el problema (28) en la clase
(u,u') € L>(0,00; V) x L0, 00; L*(0, £)) (30)
(v,0") € L>®(0,00;V) x L=(0,00; L*(0,¢)),v(t) € K (31)

Para tratar el decaimiento de la energia (29) del problema (28), primeramente consideramos el
problema penalizado

ulgl — Uggx + (ua + 'Uam) =0en@

V! — (Ue + Vg )y + vl =0en Q

ue(0,-) = v(0,-) = 0 sobre (0,T)

Uez (L, +) + yul(l,-) = 0 sobre (0,T)

U‘E(gv ) + vEl’(gv ) - %[UE(& ) - ¢(£)]715vé(£a ) = 0 sobre (Oa T)
ue(+,0) = uo;ul(-,0) = ug;ve(+,0) = vo; vL(-,0) = vy en (0, )

(32)

podemos usar los mismos argumentos como en el problema penalizado (2) para garantizar la
existencia y unicidad de la solucion para el problema (32) en la clase

(e, ul,ve,vl) € L°°[0, 00; V]* (33)

Por dato en la condicion del Teorema 1 (con f = g = 0). La energia de ese sistema es dada
por

Bu(0) = 5 { OB + 1B + e + fuc + owalf + 26 (01 P} (30)

Tenemos planteado el resultado central por el Teorema siguiente.

Teorema 4.1 Sea (ug,u1,v0,v1,¢) € V x L2(0,0) x Kx L2(0,£) x C>([0,£]) con vy satisfaciendo
(3) y ¢(£) > 0; entonces existe una constante w > 0, tal que la energia (29) satisface

E(t) <4E(0)e ™", Vt >0 (35)
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Demostracién. Tomando el producto interno en L2(0,¢) de (32)1, con ul(t) y (32)2 con v.(t)
tenemos

(ulela u{s) + (uexa u{m) + (UE + Ve, u{m) + (U<I517U(I;‘) + (UE + Ve, 'U(Isa) + (O‘U;a 'U;)'i_

Ue(OUL0) F vea EWLE) + - S 0el,1) — S(O] " + o (O (0)-

(Uex X “/e|€) — (Ue + Uea VL g =0

de donde usando datos dados en (32) y definicion de energia dada en (34), obtenemos la
estimativa:
EL(t) < —yllu (6, )] — afvl]3 — e[l (1), (36)

esto es, E.(t) es una funciéon no creciente. Para un 7 > 0 cualquiera, definamos la energia
perturbada
Eoy(t) = Ec(t) +mb(t) (37)

con (t) = O(ul(t), us(t))2 + O(vL(t),ve(t))2 + (ul(t), xucs(t))2 donde 8 > 0 que serd determinado.
Observemos que

146\, , 1 0
(01 < (S50 ) R + 01 R + (5 +0) Il + uc(t) + s (03 (39)
esto es,
[W()] < 2(1+ 30)EL(1) (39)
De (35) y (38), obtenemos la equivalencia de las energfas de E.(t) y Eey:

[Een(t) — E=(8)] = nle(t)] < 2(1 4 30) E(?)

(1= 2(1 4 300 B (1) < Bey(t) < [1+ 201 + 30)n] E- ().

Tomando 0 < 1) < g v de (39) obtenemos el simplificado

(1+39

E.(t
2

Considerando la derivada de la funcion () y de (32); y (32)2 (con f = g = 0), obtenemos,

< By (t) < 2E. (40)

)5 + 1oL (1)[5 — Olluc(t)]1* = Olu(t) + v ()5
[v(€) — 0(0)]"v(l) — vOuL (€, t)uc(€,t) — eOvL (L, t)ve (£, t) — ab(vL(t), ve(t))2+
(Ueaa (t), Tuer (t))2(Ue (t) + Vex (1), Tue(t))2 + (ule (t), Zulezc (t)2 (41)

U'(t) = Olu;

ml(b/—\

Analizaremos los términos que aparecen en el lado derecho de (41):

(Uewa (t), PUca(t))s = / oo uer (1) da (42)
_ _5/ e (2, ) 2z + = |um(€ )2
4
(@) = 5 [ op ol (13)

1 ¢ / 2 1 / 2
= 75 0 |U8(ﬂ?,t)| d:c+§|u€(£,t)|

(0) — 6] L1ote) — 60~ 6(0) (14)

IN
|
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Puesto que ¢(¢) >0
—YOuL (€, tyuc(€,t) < Crlul(f, )] + €|luc ()] (45)

292 2
donde ¢y = 2 : 9. Cp > 0 es la constante tal que |us(¢,t)| < Collus(t)|| vy € > 0 es un niimero

real a elegir.

—e0uL (£, t)e(C,t) < Ca® [l (6, 1) + Eluc(t) 4 vea (t)[5 + &lluc ()| (46)
donde ¢, = 22C8
—af(v.(t),e(t)) < Cslul(t)|3 + Eluc(t) + vea (t)]3 + E[u(t)]? (47)
donde ¢y — 220
3
) v (1) < S t) 4 0 O+ 2 1) (1)

Sustituyendo (42)-(48) en (41) y observando (32)4 obtenemos

W0 < (5-0) WOB+ O+l - (- 5 ) Iuc-
(6= 2) tuat) + 0ca 0 = 210o0) = 6] + 14 201 + (e, )P+
Coz o (6] + Eue0)° + 2ehue(t) + e (1)

Por tanto, para % <0< %, obtenemos una forma simplificada para ) (t),
1
Y'(t) < —pE(t) + <5 +0+ 03) [l (t) 3+
1
S0 4200+ L6 + Co ol (6,0 + 6EE.(1) - (49)
donde p = min{1 — 6,0 — 2} > 0. Derivando la expresion (35) y observando (36) y (49) se tiene

B, < o000~ [a—n (5 0+ wor

[7 - g(l +20) + 72)} ul(6,)]* = (e = nCae®)|uL(€,1)*  (50)

2 2 1 1
Tomando 0 < n < ml’n{ a 7 }

1+0+C3 1420, +12 Coe” 4(1 + 30)

0 < & < &,y recordando (40), obtenemos E., (t)+wE.,(t) < 0 con w = [§ — 2¢] 7. Integrando
y aplicando desigualdad de Gronwall

¢
/ s)ds + w/ s)ds < 0, entonces E,p(t) < E.,(0) — / E
0

E.(t) < Eey(0)e™ ™"Vt > 0 (51)

Combinando (40) y (51) concluimos
E.(t) <4E.(0)e” ™"Vt > 0. (52)

Por tanto, pasando h’n% inf en (52), podemos concluir E(t) < 4E(0)e~ Vvt > 0. |
e—
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5. Discusién y conclusiones

El sistema planteado en (1) es una modificacion al planteado por F.D. Araruna |[5],
agregandose un término apropiado de amortiguamiento interno o’v en la primera ecuacion, que
gobierna el desplazamiento vertical. El problema de la existencia puede ser tratado con v = 0,
pero consideramos y > 0 con la finalidad de estudiar el comportamiento asintético de la energia
asociada con las soluciones del sistema (1). Podemos concluir que el sistema podria también
trabajarse con un término local de amortiguamiento externo o también podria incrementarse una
memoria en algunas de las ecuaciones del sistema (1), que nos permitiria informarnos procesos
fisicos precedentes, como caracterizan a los sistemas viscoelasticos.
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