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EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS MIXTO SOBRE
PARTICIONES IRREGULARES PARA ANALIZAR LA
CONTROLABILIDAD EN LA FRONTERA, EN RELACION CON LA
ESTABILIZACION EN LA ECUACION DE LA ONDA

Claudio Fernando Balcazar Huapaya ', Maruja Yolanda Gavilin Gonzales?,

Maria del Carmen Cdceres Huamdn®

Resumen: Se investiga las propiedades de controlabilidad y estabilizacion para
la semidiscretizacion en una dimensiéon de la ecuacién de onda, donde en esta
semidiscretizacion, las mallas no son uniformes. Se estudia la controlabilidad en
la frontera. Se usa un esquema de elementos finitos mixtos, y se construye una
sucesion de controles discretos v, para la ecuacion de onda semidiscreta. Analizamos
la convergencia de esta sucesiéon y se prueba que asumiendo M- regularidad de las
mallas la sucesién v, converge a un control continuo.

Palabras clave: Controlabilidad en la frontera, estabilizacién, elementos finitos.
continuo.

FINITE ELEMENT METHOD FOR PARTITIONING IRREGULAR
MIXED TO DISCUSS BORDER CONTROL IN, WITH RESPECT TO
THE STABILIZATION IN WAVE EQUATION

Abstract: One investigates the controllability properties stabilization for the
semidiscretizacion in one dimension of wave equation; where in this semidiscretizacion
the meshes are not uniforms. The controllability in the boundary studies. A scheme of
mixed finite elements is used; and it is constructed a succession of discreet controls V,
for the semidiscreet equation of wave. We analyzed the convergence of this succession
and test that assuming M-regularity of the meshes, the succession v,, it converges to
a continuous control.

Keywords: Controllability in the boundary, stabilization, finite elements.

1. Introduccién

El problema estudiado es una ecuacion diferencial parcial tipo hiperbélico, especificamente,
la ecuacion de la onda unidimensional con término de amortiguamiento, condiciones iniciales y
de frontera de la forma siguiente:

Ut — Ugz +a(z)u =0, en (0,1) x (0,00)

u(0,t) =wu(1,t) =0, en (0,00) (1)
u (z,0) = u® ()

ug (2,0) = u! ()
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donde u® € H} (0,1),u! € L?(0,1) y a(z) es una funcién de amortiguamiento el cual es acotado
no negativo y existe M > 0 tal que a (x) > M sobre un subintervalo J C (0,1).
Consideremos la ecuacion de onda con disipacion sobre el intervalo (0, 1)

Ut — Uge + a (z) up = 0,

donde a () es una funciéon de amortiguamiento el cual es asumido acotado no negativo y acotado
inferiormente por nimero positivo sobre un subintervalo J C (0,1).
Consideremos la energia

1 [t
E(t) = 5/0 (uf +u2) dz (2)
tenemos
E 1
dd—t(t) = —2/0 a(z) utdx

de donde la energfa es decreciente y este decaimiento es exponencial.
Consideremos la ecuacién de onda conservativa

2t — Zgw = 0 en (0,1) x (0,00)
{ z2(0,t) =z(1,t) =0 (3)

con datos iniciales (29, 2')€ H{ (0,1) x L?(0,1).

La controlabilidad en la frontera de la ecuacién de onda continua en tiempo 7', es un problema
que consiste en dar cualquier dato inicial (u® u') € L?(0,1) x H~(0,1) y luego encontrar, si
es posible, una funcion v (t) tal que que la solucion de

U — Uy = 0 en (0,1) x (0,7

u (0,t) = v (t)

u(l,t) =0 (4)
u (x,0) = u’ (z) € L?(0,1)

ut (2,0) = ul () € H1(0,1)

satisface u (x,T) = 0, ut (z,T) =0 en [0,1].
El sistema (4) es controlable en tiempo T si y so6lo si cada solucion z de (3) con datos iniciales
(2°,2') € H} (0,1) x L?(0,1) satisface

T
E(0) < c/ 22dt
0

para alguna constante ¢ > 0.
Definimos una malla (o particion) S como un conjunto de n + 2 puntos del intervalo [0, 1]

0<zr <1 < <2 <Tpg1 =1

se dice que S es M-regular si
max {z;_1 — z;}

<M
min{z;_1 —x;}

Denotamos hj = x;11 — x;. Se deduce el esquema correspondiente al problema (1):

V (¢, ¢) € L*(0,1) x H} (0,1)
1

dt Jo

1 1 1
%/0 z(m,t)gbdx:/o ux(:c,t)gbxd:c—Q/O a(x)z (z,t) pdx

1
u(m,t)¢dx:/ z (z,t) pdx
0
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con las bases

T —Tj—1 .
Tj S1 T € (‘ijl,zl?j)
. _ ) zjy1—x .
¢ () = % si x € [r),x41]
J
0 en otro caso
S s orel )
- S1 T Tj—1,Tj41
vy (@) =1 2
0 en otro caso
y se deduce el sistema:
h',l h; Uj4+1 — Uy Uj—Uj—1
JT(ug+u9’)+ 4] (u +uj+1) / y % ]h- ]1 (5)
J j—
2h;1a;-1 2h;a; .
- (W )+ = (W ) s =1

Este sistema necesita solamente de condiciones clasicas de frontera:
Uug = Upt+1 =0

En el esquema de elementos finitos mixto sobre una malla S no uniforme para la ecuacion
de onda (1) se tiene que la energia Eg (t) de este esquema es disipativo y tiene decaimiento
exponencial uniforme con respecto a la malla.

Consideremos una sucesion de mallas (S™),n € N. Asumimos que cada S tiene exactamente
n 4+ 2 puntos

0=l < o

n) _ ) )

Denotamos h§» =TTy definimos

<---<x£L")<x£ﬁ21:1.

R — min h( ) H®™ = msx pt™

1<j<n 7 1<j<n J

Asumiremos para toda las subdivisiones las siguientes propiedades de los coeficientes de
amortiguamiento:

OSCLJ‘Sk,Vj
aj >a>0,siz; €, JC(0,1)

Dado M > 0, definimos AM como el conjunto de todas las sucesiones de mallas M-regulares

H®
M _ (n)
A {(S )neN/VnEN h()<M}

Se define la energia discreta por

E™ (¢ Zh <UJ+1 - ) Zh ( i ( U} (75))

Esta cantidad es decreciente de acuerdo a la relacién:

dE 22% j( i )2+u;- (t)>2

2
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2. Metodologia

Uno de los teoremas centrales es el siguiente:
Teorema 2.1 Dado M > 0, existe dos constantes positivas A y p tal que para toda sucesiéon
de mallas (S™),, € AM | para todo n y para todo dato inicial (u®(™, v%(™) la solucién u™ de la
ecuacion (5) satisface:

E"(t) < Aexp(—put) E(0),

Se considerara la desigualdad de observabilidad asociado al problema discretizado (5)

/Zh]J j+1+v>dt (6)

Para la prueba del teorema (2.1) se divide en 2 etapas:

1. Se establece la equivalencia entre el decaimiento exponencial uniforme y la desigualdad de

observabilidad (6)

2. Realizamos un anélisis espectral de la ecuaciéon conservativa con cualquier hipdtesis sobre
la malla. Con esto se prueba la existencia de saltos positivos entre los autovalores de cada
malla. Por el lema de Ingham’s es suficiente probar que (6) se cumple para todos los
autovectores.

3. Estabilizacion y Observabilidad

Prueba de la desigualdad de observabilidad (6)
Se usa el lema de Ingham’s sobre series de Fourier no armonicas. Este lema es:

Lema 3.1 Sea (\;,)nez una sucesion de nameros reales y 7 > 0 es tal que:

A — A1 >y >0, Vn eZ.

Para cualquier T' > 27” existe una constante positiva ¢ = ¢(T,v) > 0 tal que para cualquier

sucesion (an)nez
cZ|ai|§/ Za et |2 dt.

nes nez
Criterio: Dada una sucesion de subdivisiones (S(™),, la desigualdad de observabilidad (2.1) se

cumple uniformemente si y so6lo si

Ek(n)
o ke{sll,l-l-)- Y <0 (7)
Iy

k,(n)

donde E* (™) es 1a energia del k ésimo vector (uF, iNFu¥) correspondiente a la malla S y I;
la norma discreta L?(.J) sobre S de iAFuF

k k
k, wy + uii g\ 2
IJn: 2 )\]’)\k ’2( J 2] )

xleJ

con este criterio se prueba que (7) implica (6). Ver|3|
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4. Problema de controlabilidad exacta en la frontera

Dado cualquier dato inicial (v’ v') € L*(0,1) x H~1(0,1) encontrar una funcién v €
L?(0,T) tal que la soluciéon u del siguiente problema

U — Ugy = 0 en (0,1) x (0,00)
u(l,t) =0,u(0,t) = v (t) (8)
u(z,0) = ul (z),u (z,0) = ut (v)

satisface u (T") = 0, u¢ (T') = 0. Usando el método de unicidad de Hilbert (HUM) (ver [4]); se ha
probado en [3] que esto es posible en cualquier T > 2. Se puede obtener el control minimo en la
norma, L? minimizando la funcional

J : Hy(0,1) x L*(0,1) - R

1 /T 1
J (wo,wl) = 5/0 [w, (0,1)]? dt —|—/O u® (x) us (2,0) do — <u0,w (0,0)>H1’H& 9)

donde w es la solucién de la ecuaciéon homogénea adjunta:

Wy — Wee =0 en (0,1) x (0,7)
w(z,T)=w(l,t) =0 (10)
w(x,T) =w’ (2), w (2, T) = (v)

Este funcional es coerciva cuando T > 2 y este implica la existencia de un minimizador (ﬁ)\ T 1) ,
tunico debido a la convexidad de J.

Se prueba por argumento de dualidad que v (t) = @, (0,¢) es el control minimal (norma L?)
donde @ es la solucién de (10) con dato inicial (0°,@*

5. Semidiscretizacion

Deducimos el esquema asociado al problema de controlabilidad de (8). Este esquema es similar
al presentado en la seccion 1.
Consideremos las variables ¢; y 1;

T —Tj-1 .
T]l si x € (zj_1,xj)
¢ (x) = T —
BT G v e )
J
. 3 i@ € (zj1,701)
j pr—
0 en otro caso
y ademas
r1T — T .
oo (2) T si ze(0,x1)
0\L) =
0 en otro caso
y tenemos:

w="uv(t)go+ > _u;(t) &;
j=1

zZ = ijwj
j=1
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y la ecuacion (8) conduce al siguiente esquema

hj—1 hy Ujpl —Uj Uj = U1
() + S (] +ugy) = T v 1,2,3,....n
up (£) = v (t); Upsr (1) =0 (11)

u; (0) = u%; ) (0) = ul,

i=1,2,3,....n

71770

donde (uQ u1-> representa una discretizacion del dato inicial (u”,u') dado en (8).
El problema es entonces encontrar una funcion v (¢) tal que la solucion de (11) satisface

uj (T) =0, u;(T)=0, j=1,23,...,n. (12)

A continuaciéon elegimos controles de (11) convergente al control HUM de la ecuacion (8).
Primero construimos una sucesion v,, de controles de (11) en el tiempo 7.
Dado T > 2, elegimos E > 0 tal que T — 4¢ > 2 y una funcién p de clase C! tal que

1 si te2eT— 2]
p(t) =
0 si tel0,eU[T —e,T]

y 0 < p(t) <1, Vt. Consideramos las siguientes funcionales J".

T T
T (0, wh) = é/o p(t)‘w’1|2(t)dt+2—;%/0 w? (1) dt (13)
— % (u%wl (0) — u?w’l (0))
- izhj ((w; (0) + wj11 (0)) (uj +ujys))
j=1

= (w0} (0) + wjy (0)) (5 + i)

donde w (t) = (wy (t),...,w, (1)) es la soluciéon del sistema conservativo adjunto:

hj,1 hj Wj41 — Wy Wj; — Wji—1
(g ut) B () = Bt

wo () = wppy () =0 (14)

w; (T) = wl; wj(T) =w}, j=1,2,3,...,n

La version discreta del método HUM es enunciado en la siguiente proposicion:

Proposicion 5.1 La funcional J" definido en (13) es estrictamente convexo, coercivo y tiene

L. s ~n,0 n,l
un dnico minimizador (w; , W

J j > . Ademas, para todo n, si v, es la solucion de

hO n 1 _ ( A/)l+i@1

h3 (15)

donde @ es la solucion de (14) con datos iniciales (@™, @™!), entonces vy, es un control de (11)
en tiempo T'.
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De esta proposicion se deduce que para la sucesion v, tenemos que la solucion u de (11) con la
condicion de frontera ug (t) = vy, (t) satisface:

=50 (u (T~ (T)wh) = 1>k (0 + i) (0 (T) + 454 (1))
j=1

— (wj + wji1) (w; (T) + uj1 (T)) =0
0 1

para todo (wj,wj> con la notaciéon ng = w;,,; = 0. De aqui que se cumple

uj (T) =0, u;(T)=0, j=1,2,3,...,n

6. Convergencia de los controles v,

Consideremos las versiones discretas de las normas en L2, H~! y H& para la sucesion de

mallas (S™),, € AM.
( R + 2
lally = > he (245
k=0 9
lall?y = hu | bt Yyt (16)
k=0

j=k+1
n
ol = 3 e (278
1 k N
\ k=0

y la hipoétesis:
2 2
g + llet]|Z, < e (17)

Proposiciéon 6.1 Asumiendo (17) y que T > 2, entonces las funcionales (J™) correspondientes
a una sucesién de mallas (S™) € AM son uniformemente coercivas con respecto a n.
Observacion: Se prueba esta proposicién, usando la hipdtesis que las mallas son M-regulares y
del Lema 3.1 que para cualquier autovector (uk, i)\kuk) tenemos

)

—)\2 Ay R
(b (g wi) + by (g ) = R S
h; hj-1

uf
2

donde 7\ es el autovalor de

4
Uy = Upt1 =0

Proposicion 6.2: La sucesion de controles (v,,) dado en la proposicion 2 satisface la siguiente

estimacion: T )
h 2
[ (B OF +ton 0 ) < e (4], + ]

4 » .. . /\TL7O A'n,71 .
ademas, la energia de los pares minimizantes (W ;T w; ) es uniformemente acotado con respecto

T
[ (B2 1@y oF + 1aor)a <

a n y satisface

Prueba: ver [3]
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Definicién 6.1 Dada una sucesion de mallas (S™), diremos que la sucesion de datos discretos
(a™,b"),, definidos sobre las mallas S™ es fuertemente convergente a (a,b) en L? (0,1) x H' (0,1)
si:

pa™ — a en L?(0,1)

" — <:c—>/;b(s)ds) en L?(0,1)

La proposiciones (6.1) y (6.2) conducen al siguiente resultado.

Proposicién 6.3 Sea (u’,u') € L?(0,1) x H~*(0,1). Dado M > 0 consideramos una sucesién
de mallas (S™) € AM y una sucesion de datos iniciales (u®™, u'") el cual converge fuertemente
a (u’,u') en L?(0,1) x H1(0,1) en el sentido de la definicién (6.1). Entonces la sucesion de
controles (v,,), dado por la proposicién (5.1) es fuertemente convergente en L? (0,1) a el control
HUM v para el problema (8) con dato inicial (u?, u').

La proposicion (6.3) se prueba aplicando la proposicion (6.2), excepto la extraccion de
subsucesiones. Tenemos que existe un control v tal que:

v, — v en L2 (0,T) débilmente

hov!, = 0 en L?(0,T) débilmente

En [3] se prueba que v tiene la forma a,w (0,t) donde @ es una solucién del sistema conservativo
adjunto con dato inicial (0%, @') de (10).

7. Conclusiones

1. En la proposicion (6.3) la funcién v € L2(0,1) es un control admisible. Lo cual implica que
v es dado por el método HUM en el caso continuo (1), minimizando la funcional J dado

por (9).

2. Se ha dado un esquema semi-discreto deducido de un método de elementos finitos mixtos
para la ecuaciéon 1d de la ecuacién de onda, el cual tiene un buen comportamiento con
respecto a la estabilizaciéon y propiedad de controlabilidad sobre una gran clase de mallas
uniformes que son las M-regular.
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