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Resumen: En este trabajo presentamos el estudio de la estabilidad generalizada de
Hyers-Ulam, de la ecuaciéon funcional cuadratica-aditiva en un espacio de Banach
No-Arquimediano, utilizando el método directo y del punto fijo.
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STABILITY OF ADDITIVE - QUADRATIC MAPPINGS IN BANACH
SPACE NON-ARCHIMEDEAN

Abstract: In this paper we study the generalized Hyers-Ulam stability of the
quadratic-additive functional equation in a Non-Archimedean Banach space, using
the direct method and the fixed point.

Keywords: Non-Archimedean Banach space, additive application, quadratic
application , fixed point method.

1. Introduccién

En el estudio de la teoria de ecuaciones funcionales se plantea la siguiente interrogante:
. Qué condiciones debe de cumplir una funciéon que satisface (aproximadamente) una ecuacion
funcional, para que sea una solucién exacta de dicha ecuacién funcional?, el primer estudio que se
realizo para dar respuesta a esta pregunta lo hizo Ulam con el problema de la estabilidad relativa
de grupo de homomorfismos, en el afio 1940; luego en el siguiente ano, Hyers generalizo el estudio
para aplicaciones aditivas. Este nuevo concepto se conoce como la estabilidad generalizada de
Hyers-Ulam; en 1983 Skof demostro el problema de la estabilidad generalizada de Hyers-Ulam
para las ecuaciones funcionales cuadraticas de las aplicaciones f : X — Y | donde X es un
espacio normado e Y es un espacio de Banach, luego en 2002 Czerwik demuestra la estabilidad
generalizada Hyers-Ulam de ecuaciones funcionales cuadraticas, en este articulo se realiza una
revision de los temas mas importantes de esta teoria.
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2.  Definiciones y Resultados Preliminares
Definicion 2.1 Sea K un cuerpo , una valuacion en un cuerpo K es una aplicacion:
| K— R
tal que para cada x,y € K satisface las siguientes condiciones :
i) x| >0
i) |z| =0 si, y solo six =0
iii) |x +y| < |z| + |y| (Desigualdad Triangular)
el par (K, |.|) es llamado cuerpo valuado.
Definicion 2.2 Sea (K, |.|) un cuerpo valuado.
i) Se llama valuacion Arquimediana, si |n-1g| > 1 para algin n € N
i1) Se llama valuacion No-Arquimediana, si |n - 1g| <1 para todo n € N

donde 1k es el elemento identidad del cuerpo K.

Definicion 2.3 Un cuerpo es llamado No Arquimediano, si la valuacion del cuerpo es No-
Aquimediana.

Proposicion 2.4 Sea K un cuerpo valuado, las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) K es un cuerpo No Arquimediano

ii) Para todo a,b € K se tiene que |a + b| < maz{|a|, |b|} (Desigualdad Triangular Fuerte)
Prueba. (Ver [2]).

Proposicion 2.5 Sea K un cuerpo No Argimediano. Sia,b € Ky |a| < |b| , entonces |b—a| = |b]

Prueba. (Ver [9]).

Definiciéon 2.6 Sea X un espacio vectorial sobre (K,|.|) un cuerpo No Arquimediano. Una
norma No-arquimediana en X es una aplicacion

.| : X — R
tal que para cada x,y € X y dado ,\ € K satisfacen las siguientes condiciones:
i) |||l =0
ii) ||z|| =0 si, y solo six =0
i) [|Ax]] = [A[||]]
) ||z +y|| < max{||z||,||y||} (Desigualdad Triangular Fuerte)

Definicion 2.7 Sea (X,||.||) un espacio No-Arquimediano. Sea r € K,a € X definimos los
stguientes conjuntos:

i) Br(a) ={x € X;||x —a|| < a} es la bola abierta de centro a y radio r

i) Bylal = {z € X;||lz —al| < a} es la bola cerrada de centro a y radio r
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Proposicion 2.8 Sea (X, ||.||) un espacio No-Arquimediano
i) Byla] es un conjunto abierto y cerrado
i) Bela] N Beld'] # ¢ entonces Bcla] = B[d']
iii) B,B/ bolas cerradas , con BN B = ¢ entonces B C B oB cB

Prueba. (Ver [2]).

Observacién 2.9

i) La Proposicion 2.8. también es vélida para bolas abiertas. Por lo cual es un espacio
totalmente disconexo.

ii) De la Proposicion 2.8.(ii) se tiene que las bolas no dependen del centro.

iii) De la Proposicion 2.8.(iii) si dos bolas tienen al menos un punto en comdn entonces una
bola esta incluida en la otra.

iv) Sea X un espacio No-Arquimediano , {z,,} una sucesion en X entonces
| — zm|| < maz{||zj41 — z;|;m < j <n—1} donde (n > m)

Definiciéon 2.10 Sea {z,} una sucesion en un espacio No.Arquimediano:

i) Una sucesion {x,} es de Cauchy si, y solo si {xn41 — xn} converge a cero en un espacio
No-Arquimediano

i1) Un espacio No-Arquimediano es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente.

Teorema 2.11 Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea J : X — X wuna aplicacion
estrictamente contractil con constante de Lipschitz o < 1 . Entonces para cada x € X

d(J"z, J" ) = 0o
para todos los enteros n no negativos, existe un entero positivo ng tal que
1) d(J"z, J"z) < 0o, Vn > ng
2) la sucesion J"x converge a un punto fijo y* de J

3) y* es el unico punto fijo de J en el conjunto Y = {y € X;d(J™x,y) < oo}

1
4) d(y,y*) < ﬁd(y,Jy) para todo y € Y

Prueba. (Ver [6]).

En 1996 , G. Isac y M. Rassias fueron los primeros en ofrecer aplicaciones de la teoria de la
estabilidad de las ecuaciones funcionales para la prueba de nuevos teoremas de punto fijo con
aplicaciones. Mediante el uso del método del punto fijo, los problemas de estabilidad de varias
ecuaciones funcionales se han investigado extensamente por varios autores. En este trabajo se
utiliza el método del punto fijo y método directo, se demuestra la estabilidad Hyers-Ulam de la
siguiente ecuacién funcional cuadratica -aditiva

)+ ) (2

=7f(z) +7f(y) +7f(2)
donde z,y,z € X , siendo X un espacio normado No-Arquimediano. Es fécil ver que una
aplicacion f con f(0) = 0 es una soluciéon de la ecuacion (1) si y solo si f es de la forma

f(z) = A(z) + Q(x) para todo z € X.

T+Y+=2 —r+y+=z

rf( )
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3. Estabilidad del Funcional de la Ecuaciéon (1):
Método del Punto Fijo

Teorema 3.1 Sea X un espacio normado No-Arquimediano e Y un espacio completo No-
Arquimediano. Sea o : X? — [0,00) una funcién tal que eviste un o < 1 con

©(2z,2y,2z) < |2|ap(z,y, 2) (1)
para todo x,y,z € X . Sea f: X — Y una aplicacion que satisface
rT+y+=z rT—y+z r+y—z
PP (R (PR
—T+Y+=z
RIS ap(e) - af) - 1) | < ol 2) )
Y

para todo x,y,z € X . Entonces existe un unica aplicacion aditiva A : X — 'Y tal que
maz{¢(2z,0,0), o(z,2,0)}
29|(1 — )

Demostracion. Para y = z = 0 en (3) y reemplazar x por 2z , obtenemos

|| f(z) — A(x)|]y < para todo x € X (3)

' D 3| < et 00 (@)
para todo x € X. Para y = x y en (3) , tenemos
) = @)| < o) o)
Y

para todo x € X . Por (5) , obtenemos

f(2x) 1y 2x
‘ 7~ Hally = g3 £~ i)
—maxy || 2y _ z r 2 €T
<!7\ { F=) 2(2)Y, =) Vf()y}
1

Definimos el conjunto S = {h : X — Y} donde X un espacio normado No-Arquimediano e Y
es un espacio completo No-Arquimediano. Introducimos una métrica en S de la forma :

d(g,h) = inf{p € (0,+00); [lg(x) — h(@)lly < p.maz{p(2z,0,0), p(z,2,0)}, Vo € X}

donde , inf ¢ = +oo . Es evidente que (5, d) es completo. Ahora definimos la aplicacién lineal
J: S — S tal que Jg(z) = 1g(2z) para todo € X . Sea g,h € S tales que d(g,h) = ¢ .
Entonces

llg(z) — h(z)|ly < emazx{p(2z,0,0),¢(x,x,0)} para todo z € X.

Por lo tanto,

_ l9(22) — h(2)]ly
2

59(21) — Sh(2r)

179(@) = Th@)lly = |3

Y
< |71771@35{@(430,0,0),4p(23€,23v,0)} < a.e.maz{p(2z,0,0), o(x,z,0)}
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Para todo z € X. De este modo, si d(g,h) = ¢ entonces d(Jg, Jh) < ae . Esto es, d(Jg, Jh) <
ad(g, h) para todo g,h € S .

Ademés por (6) se deduce que d(Jg, Jh) < \2_13/\ Luego por el Teorema 2.11. existe una aplicacion
A: X — Y que satisface lo siguiente:

(i) A es un punto fijo de J , es decir,
2A(xz) = A(2x) para todo z € X. (7)

A es un unico punto fijo de J en el conjunto M = {g € S;d(h,g) < oo} , esto implica
que A es un tunica aplicacion que satisface (7) tal que para algun p € (0,+00) satisface
I|f(z) — A(x)|ly < p.max{e(2x,0,0),p(z,z,0)} para todo z € X.

(ii) d(J"f,A) — 0 cuando n — oo . Entonces

ftm 12°7)

n—o00 on

= A(x) para todo z € X

(ili) d(f, A) < =d(f, Jf) , esto es d(f, A) < m , lo cual nos dice que la ecuacion (3) es
invariante.

Luego se deduce de (1) y (2) que

‘ rA(M) + TA(LW) + rA(M) + rA(M)—
s s s s
VA(z) —vA(y) — vA(2)
Y
on on . on .
o A S e e
n—)oo|2|n S S
M-z +y+=z n n n
pp VA pona) — 1)~ 1(2°2)
Y
3 1 n n n z 1 n_ . n
< nh_r)noowap@ x,2"y,2"z) < nh_r)noo W!Q! a"o(x,y,z) para todo z,y,z € X
Asi
rT+y+=z rT—y+=z TH+Yy—=z —T+y+=z
PA(T ) AT ) AT A )~y A(n) —yA(y) —A(2) = 0
para todo x,y,z € X . Por tanto, A : X — Y satisface (1) y esto completa la prueba. [

Corolario 3.2 Sea 0 un numero real positivo y q un nimero real con ¢ >1 . Sea f: X — Y
una aplicacion que satisface

() () e f (SR

—T+y+z
s

rf( ) = f (@) =7 f ) =vf(2)|| <Ol +[lyll? + 1l=[]) (8)

Y

para todo x,y,z € X . Entonces existe una unica aplicacion aditiva A : X — 'Y tal que

17(@) - A@)lly < 2201zl

< ——————— para todo x € X
1291(12] = 129)
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Prueba. La prueba se sigue del Teorema 3.1, tomando ¢(x,y, z) = 0(]|z||? + ||y||? + ||2]|?) para
r,y,2z € X; entonces podemos elegir o = |2/~ y obtenemos el resultado.

Teorema 3.3 Sea X wun espacio normado No-Arquimediano e Y wun espacio completo No-
Arquimediano. Sea o : X3 — [0, 4+00) un funcional tal que existe o < 1 con
Ty z

@(57 2 5) < %@(ﬂc,y, z) para todo x,y,z € X. (9)

Sea f: X — Y una aplicacion que satisface (2). Entonces existe una tunica aplicacion aditiva
A: X —Y tal que

a.max{p(2z,0,0),p(x,z,0)}
29|(1 — )

Demostraciéon. Sea (S,d) un espacio métrico definido en la prueba del Teorema 3.1.
Consideremos la aplicacion J : S — S tal que

1 (z) = A(@)[ly <

para todo x € X

Jg(x) = 2g(g) para todo x € X.

Reemplazando z por § en (6) y utilizar (9) tenemos que

1
f@) =26 ()| < =mar{p(,0,0),0(5.3.0) < Tomaa{p(2e,0,0),p(x,x, 00} (10)
27, ~ b 272 1271
Asid(f,Jf) < |2;“| el resto de la prueba es similar al Teorema 3.1. |
Yy

Corolario 3.4 Sea 0 un numero real positivo y q es un numero real con 0 < ¢ < 1 . Sea
f X — Y una aplicacion que satisface (8). entonces existe una tnica aplicacion aditiva
A: X —Y tal que

i < 2200l
1) =A@y <

Prueba. La prueba se sigue del Teorema 3.3. tomando ¢(z,y, z) = 0(||z||? + ||y||? + ||2||?) para
todo z,y,z € X . Entonces podemos elegir o = |2|179 y obtenemos el resultado deseado.

para todo x € X

Teorema 3.5 Sea X un espacio normado No-Arquimediano e Y un espacio completo No-
Arquimediano. Sea o : X® — [0, 4+00) un funcional tal que existe un o < 1 con

©(2x,2y,2z2) < |4 ap(z,y, z) para todo x,y,z € X. (11)

Sea f : X — Y wuna aplicacion con f(0) = 0 y satisface (2) . Entonces existe una inica

aplicacion cuadrdtica Q : X — Y tal que

maz{p(2z,0,0), [2)p(z, z,0)}
[49|(1 — )

Demostraciéon. Considremos el conjunto S* = {g : X — Y;¢(0) = 0} y la métrica d* en S*
definido por

1f(z) = Qz)|ly < para todo x € X. (12)

d*(gv h) - an{:u' € (07 +OO); Hg(x) - h(.%')”y < ,u.max{ap(Qx,0,0), ‘2‘(,0(.%’,.%’,0)},V.%’ € X}

como inf() = oo . Es facil mostrar que (S*,d*) es completo . Considerar la aplicacion lineal

J:(S*,d*) — (S*,d*) tal que

1
Jg(x) = 19(256) , para todo z € X
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reemplazando y = x y z = 0 en (2) , tenemos que

< ¢(x,z,0) para todo z € X (13)
Y

2 f(22) - 29/ (2)

sustituyendo y = z = 0 y volvemos a reemplazar x por 2z en (2), obtenemos

< ¢(22,0,0) (14)
%

arf(22) ~ i (2)

por (13) y (14), Obtenemos

120 _ppll = a2 = 2vf(e) — a2 = 2£(2a)
4 y |47| s s v
1 2x 2x
< ——max < 2| 2rf(—) = 27f(z) drf(—) —vf(2z)
4| S v o Y
|41 |max{go(2x 0,0),|2|¢(z,x,0)} (15)
el resto de la pueba es similar a la prueba del Teorema 3.1. [

Corolario 3.6 Sea 6 un numero real positivo y q es un numero real con g > 2 . Sea f: X — Y
una aplicacion con f(0) = 0 y satisface (8). Entonces existe una unica aplicacion cuadrdtica
Q: X —Y tal que

[4]2[2[6]|[|*
[471(14] = [2]9)
Prueba . La prueba se utiliza el Teorema 3.5. tomando o(x,y, z) = 0(]|z||?+ ||y||?+||2]|?) para
todo x € X . Entonces podemos tomar a = |2|972 y obtenemos el resultado deseado .

1f(z) = Q(@)[ly <

para todo x € X

Teorema 3.7 Sea X wun espacio normado No-Arquimediano e Y wun espacio completo No-
Arquimediano. Sea ¢ : X3 — [0, —|—oo) un funcional tal que existe un o < 1 con

) <

T Y z

37575 o(z,y,2) para todo z,y,z € X. (16)

o( |4|

Sea f : X — Y una aplicacion con f(0) = 0 y satisface (2) . Entonces existe una tnica
aplicacion cuadrdtica Q : X — Y tal que

a.maz{p(22,0,0), 12z, 2,0)}

[|f(x) — Qz)|ly < (1 — o) para todo x € X (17)
Prueba . Se deduce de la ecuacion (15) que
1
fla) = 45G)|| < pmar{e(e,0.0) 2p( . 5.00) < 1 mae{(20,0,0), 2lpla..0)
Y

La prueba es similar a la prueba del Teorema 3.1. y 3.5.

Corolario 3.8 Sea 0 un numero real positivo y q es un numero real con 0 < q¢ < 2 . Sea
f: X — Y una aplicacion con f(0) = 0 y satisface (8). Entonces existe una unica aplicacion
cuadrdtica QQ : X — Y tal que

41221619

1 (z) = Qx)]ly < 427 — [4])

para todo x € X
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Prueba . La prueba se utiliza el Teorema 3.7. tomando ¢(z,y, 2) = 0(||z||7+ ||y||? + ||z||?) para
todo x € X . Entonces podemos tomar a = |2|?79 y obtenemos el resultado deseado .

Sea f: X — Y una aplicacion que satisface f(0) =0y (1) . Sea fe(x) := %ﬂ_m) y
folx) == W . Entonces la aplicacion f, , f. satisface (1) tal que f(x) = fe(x) + fo(z).
por otra parte

max{Df(x, Y, Z), Df(—(I,', Y, —Z)} < maw{gp(m, Y, Z), QO(—.%', -Y, —Z)}
12| - 12|

1Df, (2,9, 2)]| <

max{Df(x,y, Z), Df(—.%', —-Y, —Z)} < max{ap(x,y, Z), (p(—fL', —-Y, —Z)}

1Dy (2, 2)|| < <
I 2] 2]

Para todo x,y,z € X donde D¢(x,y, 2) es el operador de diferencia del funcional de la ecuacion
(1). Asi obtenemos el siguiente Teorema

Teorema 3.9 Sea X un espacio normado No-Arquimediano e Y wun espacio completo No-
Arquimediano. Sea o : X3 — [0, 4+00) un funcional tal que existe un o < 1 con

©(22,2y,22) < |[4|ap(z,y, 2)

para todo x,y,z € X . Sea f: X — Y wuna aplicacion con f(0) = 0 y satisface (3) . Entonces
existe una unica aplicacion aditiva A : X — Y y una dnica aplicacion cuadrdtica Q@ : X — Y

tal que
1f(x) — Q(z)—A(x)|ly < maw{ }
Y Y

maz{max{p(2z,0,0), p(—2x,0,0)}, maz{p(x,z,0), o(—z,—x,0)}} ’

<max{

[47[(1 — «)
maz{max{p(2z,0,0), p(—2x,0,0)}, |2|max{p(x,z,0), o(—z, —x,0)}} )
87[(1 — )

para todo x € X

Teorema 3.10 Sea X wun espacio normado No-Arquimediano e Y un espacio completo No-
Arquimediano. Sea o : X3 — [0, 4+00) un funcional tal que existe un o < 1 con

) < ap(z,y, 2)

2] (18)

N | W

2,2
802a2,

para todo x,y,z € X . Sea f: X — Y wuna aplicacion con f(0) = 0 y satisface (3) . Entonces
existe una unica aplicacion aditiva A : X — Y y una dnica aplicacion cuadrdtica Q@ : X — Y
tal que

If (@) = Q(z)—A(2)]]y
mazx{maz{p(2z,0,0),o(—2z,0,0)}, max{p(z,z,0), o(—x,—x,0)}}

= amart 10 - a) |
max{max{p(2z,0,0), o(—2z,0,0)}, |2|maz{p(x,z,0), p(—z, —z,0)}} )
8YI(1 = a)

para todo x € X
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4. Estabilidad del Funcional de la Ecuacion (1):
Método Directo

Teorema 4.1 Sea G un espacio vectorial y que X es un espacio de Banach No-Arquimediano.
Supongamos que ¢ : G3 — [0, 4+00) una funcion tal que

{ np L Y2
nhl)noo|2| ¢(2n’2n’2n

) =0 para todo z,y,z € G (19)

Ademds , para algin x € G, el limite

X X

Qz) = ngnoo max{|2|* méx{p(=,0,0

x
2_l€’
y existe f: G —> X es una aplicacion que satisface

PP o () (2

)

—T+Y+=z
S

—vf(@) =vf(y) —vf(2)|| < o(2,y,2) (21)

X
Entonces el limite .
A(z):= lim 2"f(—)

n—» 00 an

existe para cada © € G y definimos una aplicacion aditiva A : G — X tal que
1
1f(z) — A(2)]| < mﬁ(x) (22)

En particular , st
lim lim max{|2| max{go(Q—k,O,O),go(W, W,O)};j <k<n+j}=0

Jj—ro0 N—>00
Entonces A es la unica aplicacion aditiva que satisface (22)
Demostracion. Por (11) , sabemos que

< s mix{e(e,0,0)0(3, 5.0) (23)

Hf(w) —2/@)|| <p -

X

para todo x € G . reemplazamos x por § en (23) ,obtenemos

2"f(5) = 2 ()

2/ x x x
< Wmax{w(%aovo)vw(ﬁvﬁ7o)} (24)

X

por lo tanto se deduce (21) y (24) que la sucesion {2" f(57)}n>1 es una sucesion de cauchy. desde
que X es completo , resulta que {2" f(5%)}n>1 es convergente.

A(z) = lim 2nf(2in)

n——aoo
por induccién en n , primero se mostrara que

T 1 3 3 T T T
12 5) ~ £l < 7l 21 mix{il . 0.0) (g g KO < k< (29

para todon > 1y x € G . al tomar n — oo en (25) y (20). se obtiene (22) . por (19) y
(21),obtenemos
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‘ TA(L?Z""Z) +TA(LW) +TA(W) +1~A(M) — Y A(z) — yA(y) — yA(2)
X
o n r+y+=z r—y+z r+y—=z
_nh—r>noo |2| Tf( Mg ) + Tf( 2ng ) + Tf( 2Mg )+
—rTtytzo T Y z
rf—ny ) W (G) = (55) = () .
: no(E Y Ay
< dim 2" o 5r) =0

para todo x,y,z € X . por lo tanto , la aplicacion A : G — X satisface (1). Para demostrar la
propiedad de unicidad de A , Sea L otra aplicacién que satisface (22). entonces tenemos

[A() = Lia)l|x = lim_[2"][|A() - L(53)
X
sngnoouwmax{ Alg) = 1G] |[7Ge) = Lig) }
X X

T T x

< I , , k , x i< .

< M lm méx{|2". méx{p(3;),0,0), o(gey, geyp O)id <k <n+j}
=0

para todo x € GG . por lo tanto , A = L . esto completa la prueba. [

Corolario 4.2 Sea & : [0,4+00) — [0,4+00) es una funcion que satisface

(2171 < €(217he) (217 < 217

para todo t > 0. Asumimos que k >0y f: G — X una aplicacion con f(0) =0 tal que

e R R A (e AR
VF @) =7f ) = @] < wlellall +€llyll + €ll=1) (26)
X

para todo x,y,z € G. Entonces existe una unica aplicacion aditiva A : G — X tal que

1 (z) = A(z)]|x < é—,méx{fidlwll, %ﬁ(llwll}

Prueba . Definimos ¢ : G3 — [0,4+00) por ¢(z,y,2) = &(C||z|| + ¢||ly|| + ¢||z]]) , entonces
obtenemos vy

tim (L, L2 < (22 rp(e,y, 2) = 0
para todo z,y,z € G . La tltima igualdad del hecho de que |2|¢[2|~! < 1 . Por otra parte, se
deduce que
Q(II,') = lim max{]?] max{ap(Q—k,O,O),ap(W, W,O)},O S k< n}

n—aoo
2

7’ x :E e
< mix{p(r,0.0), (5, 5,0)} = méx{rcl e, e}
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existe para cada x € G . Ademas, tenemos

jhnéonhmoomax{m max{go(%,O,O),ap(W, W’O)};] <k<n+j}
. X x x
- I m4 = =
_]hnéo|2| maX{SO(QjaO’O)’SO(2j+1a 2j+1’0)}

Luego , aplicando el Teorema 4.1.Queda demostrado

Teorema 4.3 Sea G un espacio vectorial y X un espacio de Banach No-Arquimediano.
Supongamos ¢ : G3 — [0,+00) es una funcion tal que
2", 2™y, 2"

para todo x,y,z € G . Ademds, para cualquier x € G | el limite

méax{p(2¥*12,0,0), (2" z, 2%z, 0)}

_ ) 0 <
Q(x) nhmoO max{ o ;0<k<n} (28)
, g . o - f(2"x)

y existe f: G — X una funcion que satisface (21). Entonces el limite A(x) = lim

n—oo 2N

existe para todo x € G y
1
|| f(z) — A(x)]|x < WQ(&U) para todo x € G (29)

En particular, st

3 2k+1 2k 2k
lim lim méx{max{go( x,0,0), p(2"2,2%2,0)}

Jj—>o0 Nn—>00 |2|k

1<k<n+j}=0

Entonces A es la unica aplicacion que satisface (29).

Prueba . Por (7) , obtenemos

2
2

< mix{p(22,0,0), p(z, 2,0)}

AR 129]

para todo z € G (30)

X

Reemplazando x por 2™z en (30) obtenemos

f(2n+1x) f(2nz) - méx{go(?”“x’ 0,0), (2", 2"x,0)}

- 31
' on+1 L . - |2'Y|-|2|n ( )
Asi de (27) y (31) la sucesion {f(Znn)}nzl es convergente.
oy f(2M)
por otro lado de (31) se tiene que
fre) fE)|| || f@ ) f(2h)
2¢ 9q - Z ok Y
X k=p X
L@ ) f(2ha)
< max{|| ok T ok lx;p<k<qg—1}
s k+1 k k
< &l mix{ DA T 0|’20|,1’ pEL 200}, <k < g
Y

para todo x € Gy p,g > 0con g >p>0.sip=0, tomamos ¢ — oo en la ecuacion (28),
nosotros obtenemos (29). el resto de la prueba es similar del Teorema 4.1. y esto completa la
prueba.
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Teorema 4.4 Sea G un espacio vectorial y X un espacio de Banach No-Arquimediano.
Supongamos que ¢ : G3 — [0, 4+00) es una funcion tal que

)=0 (32)

para todo x,y,z € G . Ademds, para cualquier x € G , el limite

lim |45, o

n—s00 on’gn’ on

O(z) = lim max{‘ﬁl‘kmax{(p(Q—k,O,O), ’%P(Wv Wvo)};o <k <n} (33)
y existe f : G — X wuna funcion con f(0) = 0 que satisface (21). Entonces el limite
Q(xr) = lim 4" f(5%) ewiste para todo x € G y define una aplicacion cuadrdtica Q : G — X
n—aoo
tal que
1
If(z) — Qz)||x < ﬂ@(x) (34)
En particular, st
lfim  lfm max{]4/* max{p(—,0,0),[2/¢(s, =, 0)};j <k <+ 5} =0
]HOO n—s o0 Qk’ ) ) 2k+1 ) 2k+1 ) b —

Entonces @ es la inica aplicacion aditiva que satisface (34)

Prueba . Se tiene de (33) que

x 1 3 T T
' f(x)_4f(§) < —max{go(:c,0,0),|2|g0(—,—,0)} (35)
ol 272
X
reemplazando x por 57 en (35), obtenemos
4nf(2—n)—4n+1f(2n+1) < WmaX{SO(Q—n,O,O),|2|¢(Waﬁ,0)} (36)
X

Se sigue de (32) y(36) que la sucecion {4" f(s7)}n>1 es una sucesion de Cauchy. el resto de la
prueba es similar de la demostracion del Teorema 4.1.

Teorema 4.5 Sea G un espacio vectorial y X un espacio de Banach No-Arquimediano.
Supongamos que ¢ : G3 — [0, 4+00) es una funcion tal que

I o2z, 2"y, 2" z)

=0 (37)

para todo x,y,z € G .Ademds , para cualquier x € G , el limite

max{p(2"+12,0,0), p(2*z, 2%2,0)}

O(z) = nﬁnoo max{ /" ;0<k<n} (38)
y existe f : G — X wuna funcion con f(0) = 0 que satisface (21). Entonces el limite
Qz) = nﬁnoo % existe para todo x € G y
1
[1f(z) — Q(z)||x < w@(m) para todo x € G (39)

En particular, st

¢ 2k+1 2k Qk
h/m lfm méX{maX{Sﬁ( CC,O,O)’SO( x, 33,0)
j—>00 n—>00 |4|k

Bi<k<n+j}=0

Entonces Q es la tnica aplicacion aditiva que satisface (39).
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Sea f: X — Y una aplicacion que satisface f(0) =0y (1). Sea fe(z) := w v folx) :==

w . Entonces f y f, son aplicaciones que satisfacen (1) talque f(z) = fe(z)+ fo(x). Por
otra parte ,
HDf (x Y Z)H < mast(x,y, Z),Sp(_x’_y’ —z)
o y Yy < |2|
y e
1Dy, (z,y,2)|| < max p(z, y, 2), o(—, —y, —2)

2]
para todo z,y,z € X , donde Dy (x,y, z) es el operador diferencial de la funciéon de la ecuacion

(1). Asi obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.6 Sea G un espacio vectorial y X un espacio de Banach No-Arquimediano.
Supongamos ¢ : G3 — [0,+00) es una funcion tal que

lfm o2z, 2™y, 2" z)

=0
para todo x,y,z € G . Ademds
Q*(z) = lim méx {max{max{p(2*1z,0,0), o(—28*12,0,0)},

n—>00 0<k<n

méx{p(2"z, 25 z,0), (2", —2"2,0)}}/[2/F+1}

O*(z) = lim méx {max{max{p(2"1z,0,0), p(=2""1z,0,0)}

n—o0 0<k<n

,max{p(2"z, 22, 0), p(—2"2, —2%2,0)}}/(12-14/)}

existe para cada x € G y f : G — X una funcion con f(0) = 0 que satisface (21). Entonces
existe una aplicacion aditiva A : G — X y una aplicacion cuadrdtica @ : G — X tal que

17(@) - Alz) — Q(@)llx < max [T TICD oy 1 PO ICED 143

2 2
1 1
< méx{wQ*(x), w@*(:ﬂ)} para todo x € G. (40)

En particular, st

lim i ] ] ] 2k 12 0,0), (=212, 0.0
| timmdx {max{max{p(2",0,0), ¢ z,0,0)},

méx{p(2Fz,2%2,0), p(—2Fx, —2%2,0)}} /121 = 0

lim Ii ] ] ] 2k 12 0,0), (=281 2. 0.0
Jim timmdx {max{max{p(2" 2, 0,0), ¢ z,0,0)},

méx{p(2°x, 2%, 0), p(—2"z, —22,0)}}/12|-[4/*} = 0

Entonces A, Q son las unicas aplicaciones que satisface (40)

5. Conclusiéon

En este articulo vinculamos dos disciplinas diferentes como es el espacio de Banach
No-Arquimedianos y Ecuaciones Funcionales. Hemos establecido la generalidad Hyers-Ulam
estabilidad de la ecuacion funcional (1) en espacios normados No-Arquimedianos.
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