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SOBRE LA DESIGUALDAD DE POINCARE

Yolanda Santiago Ayala’

Resumen: Enunciamos y damos una prueba de la desigualdad de Poincaré cuando el
dominio estd acotado en una direccién, usando el caso unidimensional donde hacemos
uso del célculo elemental. Damos consecuencias importantes en los espacios de Sobolev,
v hacemos un estudio del dominio donde vale o no la desigualdad de Poincaré, usando el
Lema de Equivalencia.
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ON THE POINCARE’ S INEQUALITY

Abstract: We state and give a proof of the Poincaré’s inequality when the domain is
bounded in one direction, using the one dimensional case where we use elementary calculus.
We give important consequences in the Sobolev spaces, and we make a study of the domain

where Poincaré’s inequality holds or not, using Equivalence’s Lemma.

Key words: Poincaré’s inequality, Equivalence’s lemma, Sobolev Spaces.

1. Introducciéon

En este articulo estudiamos la desigualdad de Poincaré, desigualdad fundamental que relaciona en
norma LP(Q2) las funciones y sus derivadas. Esta desigualdad es usada en muchas aplicaciones en EDP.

Comenzamos de la forma mas simple, para funciones en un intervalo de IR que se anulan en uno de
los extremos, usando célculo elemental. Luego lo hacemos para funciones en un abierto de IR", acotado
en una direcciéon. También, damos su ge-neralizacién y un ejemplo donde no vale la desigualdad de
Poincaré.

Proporcionamos un ejemplo simple de aplicacién en el estudio del comportamiento asintotico de la
ecuacion u; = Au.

Finalmente para estudiar las propiedades de un dominio €2, donde valga o no la desigualdad de
Poincaré, usamos el Lema de Equivalencia.

Nuestro articulo esta organizado como sigue. En la seccién 2, enunciamos el Lema de Equivalencia
que usaremos en la seccion 4. En la seccién 3, enunciamos y probamos la desigualdad de Poincaré tanto
para el caso unidimensional como para el n-dimensional. Damos ejemplos de Q y f tal que no vale la
desigualdad de Poincaré y una breve aplicacién. Vemos también que la desigualdad de Poincaré nos
permite obtener la equivalencia de normas en el espacio donde vale Poincaré.

En la seccién 4, estudiamos al dominio 2 donde vale o no la desigualdad de Poincaré.

Finalmente, en la seccién 5, comentamos que, fuera del espacio euclideo es posible hacer una

generalizacion a nivel de espacios medibles métricos.
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2. Preliminares
Enunciamos el siguiente Lema, que ser4 usado en la prueba del item 6 del Lema 4.1.

Lema 2.1 (Lema de Equivalencia) Sea (E1, |- |1) un espacio de Banach, (Ea, |- |2) y (Es, - 1ls)
espacios normados, A € L(Ey, Es) y B € L(E1, E3) de modo que verifiquen:

1. |lully = [|Aullz + || Bull3

2. B es compacto
entonces

1. dim (Ker(A)) < 0.

2. Rango (A) es cerrado.

3. Eziste una constante C tal que si (F,| - ||r) es un espacio normado y L € L(Ey, F') satisface

Lu = 0 siempre que Au = 0, entonces tenemos

[Lullr < ClL||[|Aull2, Yu € B

4. Si G es un espacio normado y M € L(E1,G) satisface: Mu # 0 siempre que Au =0y u = (L.
Entonces
lullr = [[Aullz + [[Mullg -

Prueba. Ver [6].

3. La Desigualdad de Poincaré
3.1. Caso:ICR
Lema 3.1 Sea u € C(I), donde I = (0,1), u(0) = 0 entonces
lul oy < CpltILo(ry 5 (3.1)
donde Cp es la constante de Poincare, independiente de la funcion u.

Prueba. Sabemos que ;
u(z) —u(0) = / u'(s)ds , = € (0,1).
0

Como u(0) = 0 entonces

Usando la desigualdad de Hoélder, conseguimos

()] < /O " |u(s)ds
l
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Entonces
u(@)P < |l - P71
Luego
/0 u@)Pda < WE, -0
Asi,

Juler < Ju'|ze -1,

donde Cp = es la longitud del intervalo.

Observacién 3.1 Analogamente vale la desigualdad (3.1) si u € C1(I) y u(l) = 0.

3.2. Caso: Q C R"

Teorema 3.1 (Desigualdad de Poincaré) Sea ) un abierto acotado en una direccion. Entonces

vale la siguiente desigualdad

lul o) < Cpl Vo), Yu € WoP(Q),

1

donde |Vu|rrq) = (E?Zl |g—£ ip(ﬂ)) B y Cp es la constante de Poincaré.

Prueba. Supongamos que (2 sea acotado en una direccién paralela a los ejes coordenados. Asi, sea
R:={(z1,...,%n-1,2n) € IR" tal que z, € (a,b)} tal que  C R.

Sea u € Wol’p(Q) = MHLP entonces existen ¢, € C§°(2) para m = 1,..., tal que ¢, — u en
W1P(€). Todo se reduce a probar la desigualdad para ¢ € C§°(£2).

Se sabe que si u € VVOI’p(Q) entonces 7 € WLP(R), donde

_ u(z) si e
BE) {O si el —§

Ademés, D°% = Do para |o| <1y |u

l1pe = lullipr-
Sea ¢ € C§°(§2) entonces $€CP(R) v
= = T 9%
d(z1, ... Tn-1,2) — H(T1,...,Tn-1,0) = %(xl,...,xn_l,s)ds.
=0 ¢ b
Usando la desigualdad de Holder tenemos
~ 99
|p(z1, ..y Zn-1,2)| = l/a Ti(xl,...,xn_l,s)ds
= /a %(xl,...7xn_1,s) ds
ol oy
0
< /a %(%(:cl,...,xn_l,s) -1ds
1
b| a7 p 3 B
< (/ O e Tt 5] d5> D (3.2)
o 0%,
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Elevando a la potencia p e integrando (3.2) sobre (a,b), con respecto a x tenemos

b p b
/ |p(z1,. .., 2n—1,2)|Pdr < ( xl, v 3 By 158 ds) (b— a)pl/ dx
P
= / oz, (T1,...,Zn—1,8)| ds.(b—a)’. (3.3)
Integrando (3.3) con respecto a T = (z1,...,%np—1) tenemos
H(u) P 96 ’ P
dwrdy < [ |20 dy.o-ap, (34
R R |OTn

pero [ 6P dy = [ol6W)Pdy v Ji lamn Y)IPdy = [o |52 (y)IP dy, entonces

P 09 : P
lp(y)Pdy < 5. W) dy.(b—a)’. (3.5)
Q Q0Tn
Esto es,
0¢ -
|9lLr(e) < |5~ (b—a), VYoe(C5(Q),
1=
|9l e) < IVOlr)-Cp s Vo€ C5(Q).
Observacion 3.2 En las hipotesis del Teorema 3.1, si 59“ = 0 entonces u = 0 en LP.

Observacién 3.3 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger) Sea Q un abierto, acotado, conexo y de

clase C!. Entonces existe C > 0 tal que

|lu —a|e < C|Vulre , Yu € Wl’p(Q) , 1 <p< oo,
donde u = m—*l(Q—) Jo u(z)dz
Para su prueba, citamos [4].

Observacion 3.4 En la observacion anterior si u = 0, entonces vale la desigualdad de Poincaré.

Observacién 3.5 Si u € WP(Q) con Q abierto acotado tal que u|x, =0 con Xg C 9Q (i.e. u es de

trazo 0 en una parte de la frontera), entonces vale la desigualdad de Poincaré.

3.3. Ejemplo y Aplicacién

Observaciéon 3.6 Si Q = IR , no vale la desigualdad de Poincaré. En efecto, sea p € C§°(9),
p=1len |z|<1,p=0en |z|>22 y 0<p< 1L

Defina:
o (f)_ 1 si |z|<m
Pl =Pm) T 0 si |z| > 2m
Luego |pml|72 > [m*{z, |z| < m}]? — +oo cuando m — +00. Asi, |pm|p2 — 400 cuando m — +o0.
También, |p),|2; = =z |0'|32 — 0 cuando m — +00, luego |pr,|z2 — 0 cuando m — +oo.

Asi, no se cumple la desigualdad de Poincaré.

Analogamente, esto también sucede si 2 = IR".
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A continuacién presentamos una pequeiia aplicacion, que ilustra el uso de la desigualdad de Poincaré.

Observacion 3.7 (Aplicacion) Sea €2 un abierto acotado. Sea

u = Au
P
(P) ulsgn = 0.
Entonces la energia E(t) = —%— e |u|? dr asociada al problema (P) decae exponencialmente. i.e.

E(t) < E(0)e™™.

“En efecto, multiplicando por u la ecuacion, luego integrando sobre Q y usando la Identidad de Green

tenemos

L2 [ J
—— ul* dx = wudr = Auvudx
20t Ql | 0 Q

= —/Vu-Vudx+/ ua—u
o0 81/

Q
= — [ |Vuldz,
Q

ie., E'(t) = — [o|Vu|* dz.
Pero, por la desigualdad de Poincaré tenemos que — [ [Vu|* da < ——éQ—QE(t) . Luego E'(t) < —=AE(t),
NS

con A\ := 6‘2_2 y que resolviendo, obtenemos: E(t) < E(0)e .
p

3.4. Equivalencias de normas

Observacién 3.8 Si u € W;""(Q) entonces 8%@1_— € Wgn_l’p(ﬂ) :

Observacién 3.9 Sea  un abierto de R™ y acotado en una direccién, en WyP(Q) la norma
| - |1p es equivalente a la norma del gradiente: |V - [z, i.e. existe una constante b > 0 tal que
17

Podemos introducir la siguiente notacion |ulf , == [Vulre .

Observacion 3.10 Sea 2 un abierto de IR™ y acotado en una direccién. Si u € WO2 P(Q2) entonces la

norma |- |2, es equivalente a la norma

| 13p = | Do PO

|la|=2

En efecto, para ello basta observar que suceden:

1. |ulre < |Vulre

2. g—ﬁi‘m o CP(Z?:l ‘% ip)%, Vie=1,..., 70
3. [Vulze < C(X oz IDul2,)?

4. |ulzr < Cluls,.

Anélogamente sucede para el caso m > 2.
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Observacién 3.11 Sea © un abierto de IR" y acotado en una direccién. Si u € Wy"?(Q2) entonces la

norma | - |;,p €s equivalente a la norma

4.

= (S IDOE,)7 .

lal=m

Estudio de €2 donde vale Poincaré

Para nuestro estudio de 2 donde valga la desigualdad de Poincaré, introducimos la siguiente

definicion.

Definicién 4.1 Si1 <p<oo y 0 # Q C IR", un conjunto abierto, diremos que la desigualdad de

Poincaré se cumple para un subespacio V de WP(Q) si existe una constante C tal que

|U|LP(Q) < ClVulrq), YueV.

Lema 4.1 Se verifican los siguientes enunciados.

1.

Sim(Q) <oo y flz)=1, f €V C WHP(Q) entonces no se cumple la desigualdad de Poincaré
en V.

Si Q0 contiene bolas grandes arbitrariamente (i.e. 3r, — +o00 y Iz, € Q tal que B(zp,rs) C QN ),

entonces no se cumple la desigualdad de Poincaré en V.

Si Q estd incluido en una franja de ancho d (ie. 3 € R™ con ||| =1 y Q C {z €
R™ tal que a < £z < B} y d =0 — a), entonces

lulzr < Cod|VulLs , Yu € WyP(Q).

donde Cy es una constante universal, independiente del ) considerado.

. Sea p = oo. Vale la desigualdad de Poincaré en WOI’OO(Q) st y solamente si existe C' < oo tal

que d(z,00Q) < C Vze(.

Si m(Q) < oo, entonces vale la desigualdad de Poincaré en W,P() para 1 < p < oo, y se
verifica

1
[ulze < C(P)M(Q)]7|Vulze , Yu € Wy™(Q).
Si la inyeccion de V' en LP(Q) es compacta, entonces son equivalentes los siguientes resultados

a) Vale la desigualdad de Poincaré en V.C WP(Q).
b) (flz)=1) f&V.

Prueba.

1.

Supongamos que valga la desigualdad de Poincaré en el subespacio V', i.e., existe una constante
C tal que
lulrr @) < C|Vulpp@), Yu e V. (4.1)
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Tenemos [, f(z)dz = m(Q) < oo y |flf, = [o|f(@)Pdz = m(Q) < 0o. Como f(z) =1 en
LP(Q), entonces Vf =(0,...,0),y [[Vfllzr = 0. En particular vale (4.1) para f =1:
0 < M@ = |flzr(@) < C|fI1r(0)

=0
entonces m(Q) = 0, esto es [f[rp@q) =0, i.e. f=0 en LP(f), lo cual es absurdo, pues f =1
en LP(Q).

2. Sea ¢ € C§°(IR"™), ¢ #0 con supp(¢) C B1(0) vy 0<¢<1.

Definamos:
-
U () :zqﬁ( . m) .

Entonces un, € C§°(2) tal que supp(um) = By, (Zm).

Tenemos
N P
[m@pds = [ Jo(2Em) e
" Brm(mm) Tm
= [ 1e@Prm"dy
B1(0)
— T’mn|¢’12p(31(0)) .
1-€;
|Umfip(mn) = Tmn’¢|§p(31(0>) )
|Um| e () = Tm P || Lp(By(0)) - (4.2)
Por otro lado,
Uy, 09 (T — Ty 1
ox; D oz; Tm Tm
entonces 5 % 5
Ui . o P
P | =P da;z (4.3)
ie.,
(5 Tn%.—l 0¢ ‘
O0x; P Ox; Lr
También, usando (4.3), tenemos
" | 8u
Nt = =
VumlZ ; e
= pp
Z Oz; |
= IZPHWSHLP,
ie.,
WumILP—Tm IVl (4.4)

Supongamos que valga la desigualdad de Poincaré en VVO1 P(2) , entonces en particular vale para

U & WO1 P(Q), y usando las desigualdades (4.2), (4.4) tenemos

n 21
TildlLe(By(0)) = |umlze < ClVum|re < Crihy  [VOLe,
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es decir

|Vo|Le

T 2 O
|p|Le

? qb # 0’
i.e., (rm) esta acotado, lo cual es absurdo.

3. Sea I := (a,3) y v € C{(I), entonces

oe) = [ s,
@l < [ |5e(s)|d 15
v(r)] < 135 s)| ds. (4.5)
Analogamente, tenemos
B ov
v(B) —v(x) = 8—(8) ds,
~—~ x S
=0
B
o) = - [ Geeds,
B
w(z)| < / %(s) s, (4.6)
Sumando (4.5) con (4.6), tenemos
B
2|v($)|§/a %(s) ds.
Luego,
1 (86w
& o bk
lv(z)] < 3 /. aS(s) ds.
i.e.,
1 [Plov
lo]ee < 5/a 20 (5)| ds. @7)

1
También, probaremos que si v € C§°(I) entonces se verifica que |v|zr < |v|L~d?. En efecto,

/j ()P ds < /j 015 ds = vl /: ds = [of%e(8 — ),

1.e.,

1
l’U|Lp S I’UlLoodP . (48)

Usando la desigualdad de Holder, también tenemos que

B -
/ »al1as< |2 o (4.9)
o |0s S| Loy
Usando la desigualdad (4.7) y (4.9) tenemos
)00 < l/ﬁ N e (4.10)
= = — | = P
*=2/, |0s = 2|0s|pp ' '




15

Usando (4.10) en (4.8), tenemos

olr < 3|22
P =9109s

siempre que v € C3°(I). (4.11)
LP

SeaQC {zeR", a<f z<f} tal que { = ey, entonces si = (v1,...,2,) € Q, denotemos
por ' = (r1,...,2n—1) donde a < z, < 3, obtenemos

8 d\? 8
/ \u(x',xn>|pdmns(5> /

P
dx,, .

ou

97

Integrando, tenemos

B d\? 81 ou ¥
/ /a bl ) P e = <§> / /a s (@) dznda’.

Asi

|u|P < é : qup

E=N2) |8z,
ie.,

lu| 1 < 4| 0u 1|0u
¥ =916z, e A O

lu|re < dé.|Vule para 1 <p < o0.
4. Sea p = oo. Si sucede la desigualdad de Poincaré en W1>°(Q) entonces debido al item 3, © no
contiene bolas grandes, y se cumple el enunciado.
Sea u € C(Q). Sea z € Q, luego si d(z,002) < Ci, entonces existe z € 0N tal que
d(z,0Q) < d(z,2) < c;. Tomamos y € [z,2] (el segmento z,z) de modo que y & supp(u),
ie., u(y) =0, luego u(z) —u(y) =u(z) y

lu(z)] = |u(z) - u(y)|
< [Du@)llr -yl
< [Vu(§)llz - 2|
< |Vu|psecs .

Asi, |u(z)| < |Vulpecr, Vo € Q. ie., Yu € C(Q), Ju|pe < [Vu|reocy .
Iu‘Loo < c1[VulLoo, Vu € W(}OO(Q)

5. Presentamos dos casos
a) Sip= ooy comom() < oo, entonces existe C' > 0 tal que d(z,0) < C, luego por el item

4, vale la desigualdad de Poincaré en WO1 Q).

b) Sil < p < oo. Escogemos g < n tal que 1 < ¢ < p < ¢*, donde ¢* es (por el Teorema de

inmersion de Sobolev caso: % - % > 0) ?117 — % - %, tenemos: W14(Q) — L7 (Q) y

lu| e < OVl Lo (4.12)

Afirmamos que

s |-
S

lulze < |ulpes [m(S)] (4.13)
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En efecto, usando la desigualdad de Holder y que m(Q2) < oo, tenemos

s it

eL P
[ulP] g [m(Q)]" "7 .
LD

VAN

O 8
e Julfs < [lulP]_g (n(@))
Anélogamente, tenemos
IVl < [Vaulze[m()]a 77 . (4.14)

Utilizando (4.13), (4.14) y (4.12) tenemos

|u|L»

A A
Q Q9 Q
4 4 4
s & =
S 8 5
FI N
& =

3=

Observacién 4.1 Si m(f) < oo entonces vale la desigualdad de Poincaré en Hg ().

6. Es consecuencia del item 1. Solo resta probar lo reciproco.
Como V es un subespacio de W1P(Q), entonces la cerradura de V: V también es un subespacio

de W1P(Q), i.e., es un espacio de Banach.

También sabemos que [LP(Q)]™ es un espacio de Banach. Y consideramos Ej :=V , Ep :=
[LP(O)]™, A=V(:): By — Ey tal que Au= (597“1, S 88—;2) , luego A es lineal y

ou 1
I dul = Vel = Zl 2L 1% <lubs,

i.e. A escontinuoy |4 <1.
Consideramos Fs := LP(Q), B := i : V — E3 , i.e, B es compacta por hipétesis, y
lul1p & |Vulsn + u|zr . Entonces por el Lema de Equivalencia, tenemos
a) dim[Ker(V(.))] < .
b) Rango (V(-)) es cerrado.
¢) Tomamos F := [?(Q) y L :==1i:V — F, Lu = u, entonces |ulr < |uf1p ie,
LeL(E,F)y |L|<1.
Por otro lado, si Vu = 0 con u € V entonces u = constante, entonces u = 0, pues en

caso contrario u =1 € V. Entonces existe C constante tal que
|ule < C‘VU|LP, YueV

i.e., vale en V la desigualdad de Poincaré.

Observacién 4.2 Si Q1 C s, se observa rapidamente
1. Siue VV(}’p(QQ entonces u € Wol’p(Qg) donde u=uen Q1 y u=0 en Q- Q.

2. Si vale la desigualdad de Poincaré en VVO1 P(£22) entonces vale también en WO1 P(Q).
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5. Comentarios

Hemos estudiado la desigualdad de Poincaré para espacios euclideanos. En el contexto abstracto
de los espacios métricos, no es posible hablar de derivadas débiles (derivadas parciales (o gradiente) en
el caso C1), por lo tanto se necesita de otro tipo de objetos que hagan el papel de derivadas débiles en

ese nuevo contexto. Para ello citamos: [1], [2] y [3].
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