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EXISTENCIA GLOBAL Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO PARA UN
SISTEMA DE ECUACIONES DE ONDA NO LINEAL CON OPERADOR
p-LAPLACIANO

Tedfanes Quispe Meéndez'

Resumen. Consideramos un problema mixto para un sistema de ecuaciones de onda no
lineal con operador p-Laplaciano y con término disipativo fuerte. Estudiamos la existencia
global de soluciones, utilizando la existencia local, la identidad de la energia y el principio de
continuacién. También estudiamos el comportamiento asintético de soluciones, utilizando
la desigualdad de Nakao.

Palabras Claves. Solucién global, Comportamiento asintético, Desigualdad de Nakao,

Sistema de ecuaciones de onda con operador p-Laplaciano.

GLOBAL EXISTENCE AND ASYMPTOTIC BEHAVIOR FOR A SYSTEM OF
NONLINEAR WAVE EQUATIONS WITH p-LAPLACIAN OPERATOR

Abstract. We consider a mixed problem for a system of nonlinear wave equations with
p-Laplacian operator and with dissipative strong term. We stady the global existence of
solutions, using the local existence, the identity of energy and the continuation principle.
We also stady the asymptotic behavior of solutions, using Nakao’s inequality.

Key Words. Global solution, Asymptotic behavior, Nakao’s inequality, System of wave

equations with p-Laplacian operator.

1. Introduccién

En este articulo consideramos el problema de valores iniciales y de frontera para el siguiente sistema

de ecuaciones de onda no lineal con operador p-Laplaciano:

u' — Apu — Au' = fi (u,v) en Q x]0,00], (1.1)
v" — Apy — AV = fo (u,v) en Q x ]0,00], (1.2)
con condiciones iniciales
u(z,0) = up (2), v (2,0) = uy (z), en Q, (1.3)
v (z,0) = vy (z), v (,0) = v1 (z), en Q, (1.4)
y condiciones de frontera
u(z,t) =0, en 90 x |0, 0], (1i5)
v(z,t) =0, en 992 x |0, 00|, (1.6)
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36 Existencia Global y Comportamiento Asintético

donde €2 es un conjunto abierto y acotado de R" con frontera suficientemente regular 92, A es el

operador Laplaciano, A, es el operador p-Laplaciano definido por
Agw = div (|Vwf 2 Vu),

con p > 2, V es el operador gradiente, div es el operador divergencia, las funciones fi (u,v) y fo (u,v)

son tomadas de la forma:
f(u,v) = [a lu+ o2 (u + v) + bv|PH? |u]‘°u] X

fa () = [afu+ v (u+v) +bJu D Jofe o],

2
con a,b > 0 constantes, w’ = %”—, w’ = %7?”‘

Cuando p = 2, muchos autores estudiaron desde diferentes puntos de vista el sistema (1.1) — (1.2),
debemos mencionar: Segal [16], que presentd el significado fisico de (1.1) — (1.2); Milla Miranda y
Medeiros [9], la existencia y unicidad global; Li y Tsai [5], la existencia, unicidad global, y explosién de
soluciones; Wu y Tsai [18], existencia local y explosion de soluciones; Quispe Méndez [12, 13|, existencia

local y explosiéon de soluciones.

Cuando p > 2 y u = v, las ecuaciones del tipo (1.1) se utilizan para describir el movimiento de un
solido viscoelastico (Por ejemplo, una barra si n = 1 y una lamina si n = 2) compuesto de un material
especial, ver referencias de Yang y Chen [20]. También se puede considerar como una ecuaciéon que
gobierna el movimiento longitudinal de una barra viscoelastica obedeciendo el modelo de Voight no
lineal [20]. Este tipo de modelos, fueron estudiados por muchos autores, podemos mencionar: Ma y
Soriano [8], Gao y Ma [4], Yang y Chen [20], Quispe Méndez [11], Ye [21], Chen, Yao y Shao [3] y entre

otros.
Cuando p > 2, recientemente, Castro [2] probé la existencia de la solucién global para el sistema
v = Apu— AU = o) julfu+ fi (1.7)
v = Ay — AV = [uf P o+ fo, (1.8)

donde p > —1. Lima, Lourédo y Marinho [6] probaron la existencia de una soluciéon local para el

sistema
u’ — Apu— Au' + f (u,v)u=hy , (1.9)
v — Apu — AV + g (u.v)v = hs (1.10)

donde f es continua en la primera variable y Lipschitziana en la segunda variable y g es Lipschitziana
en la primera y continua en la segunda variable. Quispe, Santiago y Pariona [14] probaron la existencia
local y la no existencia global del sistema propuesto (1.1) — (1.2) con fi (u,v) y fa (u,v) que cumplen

ciertas condiciones técnicas.

En este trabajo, probaremos la existencia global y el comportamiento asintético de soluciones del
problema (1.1) — (1.6) en un dominio acotado 2 en R™. En primer lugar, probaremos la existencia de
la solucion global, utilizando la existencia local, identidad de la energia y el principio de continuacion.
En segundo lugar, obtendremos el comportamiento asintético de soluciones, empleando la desigualdad
de Nakao [10]. En la discusion del problema, emplearemos las estrategias y herramientas inspiradas en
los trabajos de Gao y Ma [4] y Yang [19].
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2. Preliminares

En esta seccion presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostra-cién, los cuales

seran usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea £ un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera suficientemente regular Q2. Denotamos el
producto interno y la norma de L?(Q) y L? (), con (.,.) v | . |+ Tespectivamente, para 1 < p < oo.
Ademas ((.,.)) ¥
JoVu(z).Vu(z)dz. En el espacio de Sobolev W, () usamos la norma

. denotaran el producto interno y la norma de H} (), donde ((u,v)) =

lullyp = (Jo IVu(@)P dz)? .

Sea X un espacio de Banach, T y p ntimeros reales tales que 0 < 7' < ooy 1 < p < .
Representamos con LP (0,7 X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0,T[ —
X medibles con |lu(t)|y € L? (0,T), dotado de la norma

T 1
T —— ( ]B lu @)% dt) 1 &5 €6

Hu”Lcc(o.T;X) = sup ess|[u(t)l|x , p=oo.
! 0<i<T
Similarmente, cuando 0 < T' < oo, representamos con C ([0,77]; X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u : [0,7] — X, dotado de la norma

lulleqo,ryxy = sup lu(@)llx -
0<t<T

Denotamos ' ?, w" = -Bw%’— rw (t) (z) = w(z, ).

Hipotesis. Imponemos sobre los parametros p y p las siguientes condiciones:

(H) 2<p<2(2p+3)<-Esi2<p<ny2<p<2(2p+3)sil<n<p.

n—p
Lema 2.1 ([17]) El operador p-Laplaciano se define por

“Ap: Wy () —» Wle(Q)
w = =Ayw

+ = =1, y tiene las siguientes propiedades:

1
q

donde Ayw = div (|Vm]p_2 Vw), p>21

(z) —A, es mondtono, acotado, coercivo y hemicontinuo.
(i) ((_Ap) “‘u)w—l,q(g)xw&'l’(g) = ”u”Il]p

(ii7) ((—Ap)u (t),u (ﬂ)w—l.q(gz)xwg@(g) = %% || (ﬂ”zl),p-

(i) [[(=Ap) u|

w-la(Q) < C |Ju)®} p » bara alguna constante C > 0.

Lema 2.2 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [1]) Sil < ¢ < ?”}p paral <p<niél<g<x

para 1 < n < p, entonces existe una constante positiva By tal que

lul, < B [ull,, Yu € Wy ().
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Definicién 2.3 Un par de funciones (u.v) es llamada una solucién débil del problema (1.1) — (1.6)

sobre [0,T] si satisface:

w,veC ([0, We? (sz)) ,
u',v' € C([0,T]; L2 (Q)) N L* (0,T; Hj (2)) ,
uH! v € L2 (0 Ta I,pr—l,q (Q)) ]

u’ — Ayu— Au' = fi (u,0) en L2(0,T;W19(Q)),
v — Apy — AV = fo(u,v) en L2(0,T;W—14(Q)),

u (0) = ug, w' (0) = u1, v (0) = vo, v’ (0) = vy,

donde p~' + ¢! = 1.

Ahora damos un teorema de existencia local para el problema (1.1) — (1.6), las discusiones de
la demostracién puede encontrarse en [14]. Para la regularidad de las soluciones, utilizar los Lemas
8.1—8.2 en [7] y el Lema 2.11 en [15].

Teorema 2.4 (Existencia Local) Supongamos que (H) se verifica. Si ug,vg € W’OI‘” Q) y ug,v1 €
L2 (Q), entonces existe T > 0 tal que el problema (1.1) — (1.6) tiene una solucion débil (u,v) sobre
[0,T].

Lema 2.5 (Nakao[10]) Sea ¢ : RT — R una funcion no negativa y acotada para lo cual eristen

constantes 3 > 0 y v > 0 tales que

sup (¢(s))"T' <B(o(t)—o(t+1)), ¥t >0.

1<s<t+1

Entonces
(1) Si~y =0, existen constantes positivas C' y 0 tales que

¢ (t) < Cexp(—6t), Vt > 0.

(it) Si~y > 0, existe una constante positiva C tal que

¢(t)SC(1+t)"%,Vt20.

3. Existencia Global

En esta secci6n, discutiremos la existencia de la solucion global del problema (1.1) — (1.6). En orden
de establecer los resultados, primero definamos la energia funcional E (f) y las funcionales auxiliares

I(t), J (t) de las soluciones (u(t),v (t)) del problema (1.1) — (1.6) como sigue:

I)=1I(u(t),v(t)) = [Hu ME, + llv (1‘.)|I‘f,p} —2(p+2) /g; F (u,v) dz, (3.1)
1

IO =7 @® @) == [luOl,+ l©,] - f; F(u,0)de, (3.2)

E(t)=E@u(t),v(t) = % [\u’ @)+ (t)|§] 4 J (), v (), (3.3)
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donde
1

F (u,v) :-2—(p—+§—)-[

alu+v>P+? 4+ 2p |uv|"+2] .

Se comprueba facilmente que

oF oF

a0 = b gy =2 v uh () +ufa(u,v) =2(p+2) F (u,0).

Lema 3.1 Sea (u,v) una solucion del problema (1.1)—(1.6) sobre [0,T]. Entonces E (t) es una funcion

no creciente parat > 0 y

E'(t)=- [« &) + v )] (3.4)

Demostracion. Multiplicando la ecuacién (1.1) por o’ (f) y la ecuacion (1.2) por v’ (¢). integrando

sobre 2, usando integracién por partes y sumando los dos resultados, se obtiene (3.4). |

Lema 3.2 Supongamos que (H) yp < 2(p+ 2) se verifican. Entonces existe n > 0 tal que para cada
(u,v) € WyP (Q) x Wy P (Q) se verifica

2(p+2)

2
+ 2wl <n(llulf, +10IE,) T (3.5)

p+2)

20
sk U|2(Jo+2)

Demostraciéon. Por la desigualdad de Minkowski, se tiene

2 2 2
|+ vlp(p19) < 2 ('ub(pﬂ) 2 |'U|?(P+2)) '

También, por las desigualdades de Holder e Young. se obtiene

2 2
2|uvlppg < 2 |ulyprg) [la(pra) S lUlagpre) + 10150012 -
Utilizando la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene (3.5). =

Lema 3.3 Sea la funcion definida para A > 0:

2
Lo CoB?P™) o)

g() = 52

2p 2(p+2) (3.6)

1
donde Cy = méx {a,b}, B = n2e+2, 5 es la constante optima de (3.5); p y p son constantes que verifica
(H) yp <2(p+2). Entonces

(i) g es estrictamente creciente en [0, Ao[,

(7i) g toma su valor mdzimo Ey en Ao,

(1ii) g es estrictamente decreciente en |\g, o],
(w) g(A) — —oc cuando X — oo,

donde

1
TSI _=2pt) -
Agr= (2003“12(n+2!) Ty By= (313 - 2(p1+'2}) Rrs2)=p [CoPRRH R TR, (3.7)

Demostracién. Es inmediato. ]
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Lema 3.4 Supongamos que (H) yp < 2(p+2) se verifican . Si (u,v) es una solucion del problema
(1.1) — (1.6) sobre [0,T) con datos iniciales ug,vo € Wol’p (Q) y ur,v1 € L? (), y que satisface

E(0) < Bo y (Iluollf, + lwl2,)” < o, (3.8)

entonces .
(lu @], + v @©IF,)” < o, ¥t € [0.7]. (3.9)

Demostracién. Por el Lema 3.1, E (t) es una funcién no creciente y
E(t) <E(0). (3.10)

Por (3.5), resulta

1 T
B(0) 2 [l + oI, ‘W[ fu+ ol3(ot) + 26 Juvlf 3]
1 3 CoB2(et . g Nt
>~ [Illy + I, - S 2 (el + ol2,)
> g(A(t), (3.11)

1
donde A (t) = (||u ®IF, + llv (t)||‘1’,p) ? y g es la funcién definida en (3.6). Por (3.8) y Lema 3.3, existe
A1 < Ao tal que g (M) = E(0). A continuacién probemos que

(lu @B, + v @®IF,)” < M, Ve € 0,7, (3.12)

Por el absurdo. Supongamos que existe top € 0,7 tal que A1 < Az < Ap, donde Ay =

(||u (to)llT, + llv (to)”I{,p) ”. Desde que g es estrictamente creciente en [0, Ag] y por (3.11), resulta
E(0) =g(M) <g(X2) < E(h)
y esto es una contradiccién con (3.10). Por tanto se cumple (3.12) y se tiene (3.9). &

Teorema 3.5 (Existencia Global) Supongamos que (H) y p < 2(p+2) se verifican. Si (u,v) es
una solucién local del sistema (1.1) — (1.6) sobre [0,T] tal que los datos iniciales ug, v € Wol'p Q) y
uy, vy € L2(Q), satisface (3.8), entonces (u,v) es una solucion global del problema (1.1) — (1.6), es

decir T = cc.

Demostracién. Es suficiente mostrar que |u’ (8)|3 + [v/ (t)[3 + |lu (@)}, + v (t (t)|If, es acotado

independiente de t. Por (3.5) y (3.9), resulta

1) = [ln @R, + v @) ~2+2) [ Fuvd

[ T +2 2
= [l @I, + 0 O ] - [alu+vi3e3) + 2 iz 3]

2(p+2

> [lu@IE, + Il @IF 5] - Con (lullf, +I1w1E,) 7
4 2I’P+I21—£
v (@)l (1—Con(llulli'__erHv||i’_.p) " ) 2 0. (3.13)

= [l ®IE, +
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Por (3.10) y (3.13), se tiene

B2 3 [ OF+ 1 OF] + 5 [le@, + 10 OIF,] - [ P
= [ OE+ I O] + 222252 [, +uv(t)n{’,p] ol
> Lw @R+ 10 @] + ZEEE [l @I, + v OIF, ]

Del cual, implica que
[ (®)f3+ [/ O]+ lu @I, + v OIF, < CE (0),

donde C = méx {2, %%}. Por lo anterior y el principio de continuacién, conduce que la solucién

(u,v) del problema (1.1) — (1.6), dado en el Teorema 2.4 es una solucion global, es decir T' = oc. Todo

esto completa la demostracién del Teorema 3.5. |

4. Comportamiento Asintético

En esta seccion, discutiremos el comportamiento asintético de la solucién global del problema

(1.1) — (1.6). Para ello, primero demostraremos dos lemas previos.

Lema 4.1 Supongamos que se verifican las hipdtesis del Teorema 3.5. Entonces existe una constante

k > 0 tal que
ol
2

kE (1) < [|u @2+ [ @) ] +I(t), V0. (4.1)

Demostracion. Fijado § > 0, por (3.7) y (3.8), se obtiene

I(t)=36J(t)+ (1 - g) (Il ()12, + 1o ()12, + (6 = 2(p +2)) /Q F(u,v)de
> 65+ (1) [lu®IE, + I 1,

- (1 4 Tpéﬁ)) [afu+ o243 + 26 fuofef]

> 6 (6)+ (1 - g) [l )1 + o @I

2(p+2)

- (1+ 5o ) Con (1l + I01R,)

i 5 5 . , 2(.0-!—:)—31
=50+ |(1-5) - (14 g ) or (1 + 1o, |

[l @17, + 10 IR,
2500+ [(1-2) -5 (1+ 555 | (1@, + O,

2(p+2)p -
Tomando ¢ < 7 i) ip? implica

I(t)>38J(t).

Escogiendo k = 4§, se obtiene (4.1). =
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Lema 4.2 Supongamos que se verifican las hipétesis del Teorema 3.5. Entonces
1
B2 5 [l O + v OF] + 5 [l O, + v @, v 20. (4.2)
Demostracién. Por (3.9) y Lema 3.3, resulta
g(A(t) 20,vt>0,

donde A (f) = (nu(t)n{p + v (t)||‘1"p);. Por (3.5), se obtiene

1 2 2 1
E(®) 2 5 ([ O+ 1 O] + 55 [Iulf, + 1o, ] + 9 ().
Estos dos resultados, implica (4.2). E

Teorema 4.3 (Comportamiento Asintético) Si las hipdtesis del Teorema 3.5 se wverifican,

entonces la solucion global (u,v) del problema (1.1)—(1.6) tiene el siguiente comportamiento asintético:

E(t) <Cexp(—6t) sip=2 (4.3)

E(#)<C{Et+1) 72 sip>2, (4.4)
donde C y 6 son algunas constantes positivas.
Demostracién. Integrando (3.4) sobre [t,t + 1], resulta
o s oy o
B(t+1)+ / [l )12 + 1! ()] ds = B ). (4.5)
£

Definamos el operador
D*(t)=E@)—-E(t+1).

Por (4.5) y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, resulta

t+1 t+1
D? (t}:/t [l )P+ [l ()] d32€_2/t [ ()3 + |/ ()] ds. (4.6)

Dividiendo el intervalo [t,¢+ 1] en cuatro partes iguales y aplicando el teorema de Valor Medio para

integrales, existen ¢; € [t,t 4+ 1/4] y t2 € [t + 3/4,t + 1] tales que

| T @R+ v @] ds = 3 [l @lf + o @]

/t+1 [|u’ (S)E-F ‘u’(sng] ds —i [|u (ta |2+ v/ (t2)| ]

143/4
Por (4.6), se obtiene

|/ (&:)]2 + o' (t¢)12)% <2CD(t),i=1,2. (4.7)
Ahora, multiplicamos (1.1) por u y (1.2) por v, sumando e integrando sobre Q x [t1, 23], resulta
(v gtz)»’u(tz))Jr(’U (t2) v (t2)) ]— [(w (1) yu(t1)) + (V' (t1) v (t1))]
- [ [ @i+ @) ]ds+ A [||uu’f,p+ ol ] ds
/ (@ (5)u(8)) + (v (5) 0 (s)))] ds

t2
=2 p+2/ fFuu ) dxds.
ty
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Esto es equivalente escribir

lh[gﬁwuni+hﬂﬂﬁ}+fuﬂds [(’n)ut1l+®%hhv@ﬂﬂ
— (W (t) () + (¢ (t2) v (£2))]
(o) [ vt

/2[ d (3),u()) + ((v' (), (5)))] ds

ty

_|_

y por el Lema 4.1, resulta

k[ E(s)ds< [(v(t1),u(t))+ (V' (t1),v (tl))]_
— [ (t2) ,u(t2)) + (V' (t2) v (t2))]
+ (g +1) f [\uf @&+ |’ (t)|§] ds
ta
—[KMme»uwwmmmw. (4.8)

Por la inmersion W(}'p (Q) — H§ () y (4.6), se obtiene
t2
z [((v' (s),u(s))) + ((+'(5),v (s)))] ds
1 i
< / [l )| e () + o' ()] e (s)1] s
t

< s Jul [ W@+ s ol [ @] a
se[t,t+1] sE[t,t

SG{ sup |u(s)l|+ sup ||1’(S)|1]D(t)

s€(t,t+1] s€(t,t+1]

sczl sup |lu(s)lly,+ sup |[lv (3)||1p] (t). (4.9)
st t+1] seftt+1]

Analogamente, por (4.6) y (4.7), se obtiene

[( (t1),u(t)) + (v (tr) v (81)] — [(v (22) ,u(t2)) + (V' (t2) v (2))]
< [ (81)], Je ()l + [V (B1)]y o (B0)lo] + [J’ (82)]5 lu (E2)lo + [V (2)]4 v (£2)]1s]

503[ sup |lu(s)lly,+ Ty ||v(5)||1p] D (t). (4.10)
s€[t,t+1] seltt

Por (4.2), se tiene

(IO, + I OIE,)" < @07 BP (1), (4.11)
Observar que E (t+1) < E(s) < E(t) parat < s < t+1. Por (4.9), (4.10) y (4.11), existen constantes
positivas Cy y Cj tales que (4.8) implica

ta
/ E(s)ds < CaD? (t) + CsD (t) EV? (¢) .
t1

Por el teorema de Valor Medio para integrales, existe tg € [t1,12] tal que

(t — t1) E (to) < C4D? (t) + CsD (t) EM (t).
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Desde que (ta —t1) > % y E (t) es no creciente, resulta
E(t+1) < 2C4D?(t) + 2C5D (t) EY? (¢).
Como E (t+ 1) = E (t) — D? (t), obtenemos
E (t) < (2C3 + 1) D*(t) + 2C5D (t) EVP (t).
Utilizando la desigualdad de Young, existen constantes positivas Cg y C7 tales que
E(t) < CsD2(t) + C: D71 (). (4.12)

Si p = 2, entonces
E(t) < (Cs+ Cq) D% (t)

y siendo FE (t) no creciente, por el Lema 2.5, existen constantes positivas C y # tales que
E(t) < Cexp(—6t), Vvt > 0. (4.13)

Si p > 2, entonces de la relacién (4.12) y desde que D (t) es acotado, se tiene

E(t) < CeD (t) D71 (t) + CrD7°7 (1)
=( CeD1 ( t)+C'7)Dp I (1)
< CsD71 (t).
Por lo cual, resulta
=2 2(p—1

B <C T DG
Aplicando el Lema 2.5, con v = 3’;—2, existe una constante positiva C tal que
E()<C(1+4)"72 vt >0.
Esto completa la demostraciéon del Teorema 4.3. [
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