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NUMERO DE CEROS DE LAS COMPONENTES DE LAS SOLUCIONES DEL
SISTEMA ACOPLADO DE FUCIK

Santiago César Rojas Romero'

Resumen: En este trabajo mostramos algunas propiedades de las soluciones no tri- viales
del sistema acoplado
—u =Xtvt —A"v™  en (0,1),

—v" = tut —p~u~  en (0,1),

Bu=Bv=0 en {0,1},
donde A\t A", u” eR, wt =maz{w,0} , w~ =maz{—w,0} y Bw =0 representa las
condiciones de frontera tipo Dirichlet 0 Neumann.

Concretamente, mostramos que para cualquier soluciéon no trivial (u,v) del problema, se
verifica que ambas u y v solo tienen ceros simples, ambas u y v tienen el mismo signo
en una vecindad de 0 y de 1, y ambas u y v tienen el mismo nimero de ceros.
Palabras Clave: Espectro de Fucik, sistema acoplado, soluciones que cambian de signo.

NUMBEROF ZEROS OF THE COMPONENTS OF SOLUTIONS FOR THE
FUCIK COUPLED SYSTEM

Abstract: In this work we show some properties of the nontrivial solutions for the coupled

system
" =AtvT = A"v™  in (0,1),

—v" =Atut —p~u™  in (0,1),
Bu=Bv=0 on {0,1} ,

where AT, A", u~ € R, wt =maz{w,0} , w~ = maz{—w,0} and Bw = 0 represents
the Dirichlet or Newmann type boundary conditions.

Specifically, we show that for every nontrivial solution (u,v) of the pro-blem, it holds that
both % and v only have simple zeros, both u and v have the same sign on a neighborhood
of 0 and 1, and both u and v have the same number of zeros.

Key words: Fucik spectrum, coupled system, solutions changing sign.
1. Introduccién

El sistema acoplado de Fucik es el problema

—u’ = Atvt —A"v™  en(0,1),

—v" = Atut —p~u~  en (0,1), (1.1)
Bu=Bv=0 en {0,1} ,
donde At A", p~ € R, wt =maz{w,0} , w~ = maz{-w,0} y Bw =0 representa las condiciones

de frontera tipo Dirichlet o Neumann, y el conjunto

S={(\"A,u")eR® / N ,u” >0y (L1) tiene soluciones no triviales } .
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se denomina Espectro de Fucik.
La existencia de soluciones no triviales para el problema (1.1) queda garantizada por el hecho
que & # () , pues ¥ contiene un conjunto numerable de puntos de la forma (Ag, Ak, Ag), donde

0< A <A< A3<...< A <... son los autovalores del operador o) en H(} (0.1) para el caso

Dirichlet y en H'(0,1) para el caso Neumann.

En Rojas [6] mostramos que para cualquier solucién no trivial (u,v) de (1.1) se tiene que ambas
u y v cambian de signo en (0,1) o ninguna de ellas; y en el caso de no cambiar de signo mostramos
que ambas u y v tienen el mismo signo en todo el intervalo (0,1). Mas atin, en ese trabajo dimos
una completa descripcion de la parte del espectro de Fucik corlebpondmnte a este tipo de soluciones,
obteniendo que para el problema tipo Dirichlet 5 est4 formado por la unién de un plano y un cilindro
hiperbolico, mientras que para el problema tipo Neumann ¥ esta formado por los planos cartesianos.

Ahora, en el presente trabajo, hacemos un estudio de las soluciones no triviales (u,v) de (1.1)
considerando el caso en que ambas funciones u y v cambian de signo en (0,1). Nuestro objetivo es
hallar alguna relacion entre el niimero de ceros de ambas funciones.

El trabajo est4 organizado como sigue: en la seccién 2 mostramos un lema que nos brinda los
resultados principales y en la seccién 3 usamos estos resultados para obtener que ambas funciones u y
v solo tienen ceros simples y tienen el mismo signo en una vecindad de 0 y de 1. Més atin, obtenemos
que ambas funciones u y v tienen el mismo nimero de ceros en [0,1].

2. Resultados principales

En esta seccion demostramos en detalle el lema que nos brinda los principales resultados para los
objetivos del presente trabajo.

Lema 2.1 Sean ¢, d € L>®(0,1) con ¢,d >0 en casi todo punto, y (u,v) wuna solucion no trivial

del problema de valor frontera
1

—u”" =c(z)v en(0,1),
—v" =d(z)u en (0,1), (2.1)
Bu=Bv=0 en{0,1}.

Entonces para ningin punto z* € [0,1] se cumplen las siguientes desigualdades:

u(z*) >0, u'(a*) >0, v(z*) <0, v'(z%) <0, (2.2)
u(@) 0, (") <0, v(z) <0, ¥(a%) > 0, (23)
u(z*) €0, u'(z*) €0, v(z*) 20, v'(z*) 20, (2.4)
u(z*) €0, ¥(z*) >0, v(z*) >0, v'(z*) <0. (2.5)

Ademds:
e Para T€[0,1],

(A1) si uw(T) =0 (o v(T)=0) entonces u'(T)v'(T) >0,
(A2) si /' (Z)=0 (o v'(T)=0 ) entonces w(T)v(T) >0 ;

e Para x1,22 € [0,1], 21 < 72,

(B1) si u/'(z1)=u'(z2) =0 y u/(z) #0 para z € (21, z2) entonces
u(zy) u(xs) <0, y lo mismo ocurre para v ;

(B2) si u(z1) =u(xzz) =0 y u(z) #0 para z € (x1, T2) entonces
u'(z1) v (z2) <0, y lo mismo ocurre para v .

Demostracion. Sea (u,v) una solucién no trivial de (2.1). La prueba se haré en varias etapas.
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Sobre un problema de oscilaciones de una viga curva

1° Observamos que en ningtin punto z* € [0,1] se cumple

w(z*) = u/(z*) = v(z*) = V'(z*) = 0. (2.6)

En efecto, si en algin punto z* € [0,1] tuviéramos (2.6), entonces la tinica solucién del PVI

—u" = c(z)v en (0,1),

—v"’ =d(z)u en (0,1),

wlz®) = v(z®) = ¥/(z") = v(g")=0

seria u = v =0, pero este no es el caso.

2° Ahora vemos que en ningin punto z* € [0,1] se verifican las desigualdades estrictas en (2.2)-
(2.5). Para ello usaremos algunas identidades que deducimos a continuacion.
Sean z,z9 € [0,1]. Integrando de xp a z las ecuaciones en (2.1), tenemos

W) =v'(eo) - [ elerol&)da 27)

To

v'(z) = v'(x0) — /

T

" dEnu(e) de - (2.8)

Y volviendo a integrar de xy a z , tenemos

i)

€T 131

ue) = ulw) + 4/ (zo) o — 20) — [ s [ e de, (2.9)
| T €1

v(z) = v(zg) + v (z0)(z — 20) —/ d!;'lf d(&)u(&) dés . (2.10)

Para ningtn z* € (0,1) se verifican las desigualdades estrictas en (2.2). Procediendo por
contradiccién, suponemos que para algan z* € (0,1) se verifican las desigualdades

w(x*) >0, v/'(z*) >0, v(z*) <0, v'(z*) <0. (2.11)

Entonces u/(z) #0 y v'(z) #0, Yz € (2*,1) . En efecto, si esto no ocurriera, tomamos
21 > z* como el primer punto donde u/(z1) =0 o /(z1) = 0 . Asi, en el intervalo
(z*, 1] ambas funciones u y v conservarian su signo. Luego, como ¢(z), d(z) >0, de
(2.7) y (2.8) tendriamos

W) =)~ [ dapia)da >0y

=0 <0
o (21) = o (z") - ] " dEu(E) de <0,
<0 & >0

lo cual contradice lo supuesto. Entonces u/(z) # 0 y v'(z) # 0, Yz € (z*,1), més atn,
teniendo en cuenta (2.11) llegamos a que u/(z) >0 y v'(z) <0, Vz € (z*,1), lo cual nos
da que u es estrictamente creciente y v es estrictamente decreciente en (z*,1). Por tanto
u y v no podrian satisfacer las condiciones de frontera en 1, y esto es una contradiccion.
Aqui observamos que la prueba desarrollada sigue siendo vélida para el caso en que
u(z*) =0 o v(z*) =0 o ambos inclusive: en particular observamos que para el problema
tipo Dirichlet no se verifica (2.2) en z*=0 nien z*=1.

Para ningun z* € (0,1) se verifican las desigualdades estrictas en (2.3). El argumento
de la prueba es similar al caso anterior. Procediendo por contradiccién, suponemos existe
x* € (0,1) para el cual se verifican las desigualdades

u(z*) >0, v'(z*) <0, v(z*) <0, v(z*) > 0. (2.12)
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Entonces u'(z) #0 y v'(z) # 0, Yo € (0,2%) . Pues si ocurriera lo contrario, elegimos
x3 < x* como el mayor punto tal que u'(z2) =0 o v'(z2) =0.

Se observa que u y v mantienen su signo en el intervalo [z3,z*) . Entonces, como
e(z), d(z) >0, de (2.7) y (2.8) tenemos

*

&

u/ (x2) =u’(.r')+/ e()v(ér) déy <0y
—— N e

T2
<0 <0

*

’U’(ﬂ?g) = v"(:r*) +jx d(ﬁl)u({l) d§1 =40
S—— et

T2
>0 >0

lo cual contradice lo supuesto. Luego u/(z) # 0 y v'(z) # 0,Vz € (0, 2*), mas atn
w'(z) < 0y v(z) > 0,Vz € (0,2*), es decir, u es estrictamente decreciente y v es
estrictamente creciente en (0,z*). Por tanto u y v no podrfan satisfacer las condiciones
de frontera en 0, y esto es una contradiccién.
También aqui observamos que la prueba desarrollada sigue siendo valida para el caso en que
w(z*) =0 o v(z*) =0 o ambos inclusive; en particular observamos que para el problema
tipo Dirichlet no se verifica (2.3) en z* =0 nien z*=1.

iii) No se verifica (2.2) atn cuando sélo una de las desigualdades es estricta. En efecto, sea
u(z*) = 0 . Entonces
u(z* + h)
v(z*)= lim ————
( ) h—s0t h

y por la continuidad de u’ existe una vecindad a la derecha de z* enlacual u y
tienen el mismo signo. Analogamente, si v(z*) = 0, existe una vecindad a la derecha de z*
en la cual v y v/ tienen el mismo signo.

Si u/(z*) = 0, entonces por (2.7) tenemos que

w(@) =)~ [ el e
=0

y observamos que existe una vecindad a la derecha de 2* en la cual u’ tiene signo opuesto
al de v. Analogamente, si v'(z*) = 0, entonces existe una vecindad a la derecha de z* en
la cual v/ y u tienen signos opuestos. Asf, si u(z*) >0, v/(z*) = v(z*) = v'(z*) = 0,
tomando la interseccién de todas las vecindades tenemos que v >0, v/ <0, v <0 y
w' > 0. También, si u(z*) =0, v/(z*) >0, v(z*) = v/(z*) = 0, tomando la interseccién
de todas las vecindades tenemos que u >0, v’ >0, v <0 y v < 0. Los otros casos
son analogos. Pero ya hemos demostrado que no se verifican las designaldades estrictas en
(2.2).

iv) No se verifica (2.3) atn cuando s6lo una de las desigualdades es estricta. La prueba es
analoga a iii) considerando vecindades a la izquierda de z™.

v) Con lo ya demostrado e intercambiando los roles de las funciones u y v, también tenemos
que para ningin z* € (0,1) se verifican las desigualdades estrictas en (2.4) ni las
desigualdades estrictas en (2.5). Asimismo, tenemos que tampoco se verifican (2.4) y (2.5)
ann cuando en ellas s6lo una de las desigualdades es estricta.

vi) Ahora observamos que para el problema tipo Dirichlet, (2.5) y (2.2) asi como (2.4) y (2.3)
son equivalentes para z* = (0 y para z* = 1. Luego, por las observaciones al final de i) y ii),
tampoco se verifican (2.4) y (2.5) en 0 y 1. Finalmente, para el problema tipo Neumann,
notamos que (2.3) es equivalente a (2.2) y que (2.5) es equivalente a (2.4) en z* =0 y en
2* = 1, y también para este caso, de iii), iv) y v), tenemos que las desigualdades (2.2)-(2.5)
no se verificanen 0 y 1.

Con esto tenemos completa la prueba de la primera parte del lema.

3° Ahora probamos (Al)
Sea u(Z) =0:
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Sobre un problema de oscilaciones de una viga curva

i)

Si v(T) < 0: de (2.2) y (2.3) vemos que «/(F) # 0. pues en caso contrario tendriamos
que T satisface (2.2) o (2.3) para cualquier valor de v/(Z), lo cual es una contradiccion. Asi
tenemos que »'(Z) > 0 o /() < 0. Si u/(T) > 0, dado que no se verifica (2.2), tenemos
que v'(Z) >0.Y si ¥/(F) <0, debido a ‘que no se verifica (2.3), tenemos que v'(F) <0 .
En cualquier caso concluimos que u/(Z)v'(Z) > 0.

Si v(z) > 0: de (2.4) y (2.5) se observa que u/(Z) # 0, pues si v/ (Z) = 0 tendriamos
que T satisface (2.4) o (2.5) para cualquier valor de v/(Z), y eso es una contradiccion.
Ahora, si %/(Z) > 0, como no se verifica (2.5), tenemos que v'(Z) >0.Y si ¥/(T) <0,
al no verificarse (2.4), tenemos que v'(T) < 0 . Por tanto, en cualquier caso tenemos
u'(Z)V'(T) > 0.

El argumento de la prueba es andlogo para »(T) =0.

4° Veamos (A2)
Sea u/(T)=0:

i)

i)

Si v/(Z) < 0: de (2.2) y (2.5) concluimos que u(T) # 0. Si fuera u(Z) = 0 tendriamos
que T verifica (2.2) o (2.5) para todo valor de v(Z), lo cual es una contradicciéon. Entonces
(:.r:) >0 o0 u(@) <0.Si u(®) > 0, al no verificarse (2.2), tenemos que v(Z) >0.Y
i u(F) < 0, como no se verifica (2. 5) tenemos que v(Z) < 0 . Luego, en ambos casos
conclmmos que u(Z)v(z) > 0.

Si () > 0: usando (2.3) y (2.4), también tenemos a u(Z)v(z) >0 .

La prueba es anéloga si v'(Z) =0.

5° Ahora veamos (B1)
Recordemos que por hipotesis tenemos para 1, %2 € [0,1], 21 < 29, ¥ (z1) = ¥/(22) =0 y
u'(z) #0 para = € (21, T2) .
Por (A2) tenemos que u(x1)v(zi) >0 y u(xz)v(zz) > 0, en particular v(z;) # 0 # v(x2) .
Luego, por (2.7)

0=1v'(x2) = — /rrz c(&)v(&) d&

1

lo cual implica que v cambia de signo en (z1, 22) . Si v cambiara de signo sblo una vez
tendriamos que v(z1)v(z2) < 0 y luego por (A2) se concluirfa que u(x)u(z2) < 0. En efecto,
vamos a demostrar que v solo cambia de signo una vez en (21, 2) y con ello terminamos la
prueba de (B1).

Antes de seguir con la prueba, observamos que u no puede tener mas de un cero en (x;, T2),
pues en caso contrario existirfa también un punto ¥ € (x1, z3) tal que »/(Z) = 0, lo cual seria
una contradiccion con la hipotesis. Ahora, supongamos que v cambia de signo més de una vez en
( 21, z2 ) . Afirmamos que existe un intervalo [z3, 4] C (21, x2) tal que uv <0 en (z3, x4)
y v(z3) = v(x4) = 0. En efecto, tenemos dos situaciones:

1)

Cuando u no tiene ceros en (xj, x2).

Al ser uv > 0 en a3 y x2, v cambiaria de signo un ntmero par de veces, es decir v
tendria un nimero par de ceros en (1, x2). La afirmacion se verifica haciendo z3 y x4
los dos primeros ceros de v en {xy, T3).

Cuando u tiene un cero en (z, x2), digamos r.

Al ser uv > 0 en 1 y xo, v cambiaria de signo un ntimero impar n > 3 de veces, es
decir v tendrfa un ntimero impar n > 3 de ceros en (z1, 2). Aqui tenemos los siguientes
casos:

i) El intervalo (z, r) contiene un nimero par de ceros de v. En este caso hacemos x3
y x4 los dos primeros ceros de v en (a3, x2) y se verifica la afirmacion.

ii) El intervalo (1, 7) contiene un nimero impar de ceros de v. Observamos que en este
intervalo v cambia de signo un ntimero impar de veces mientras que w mantiene su
signo inicial. Entonces la afirmacién es vélida haciendo z3 y z4 los dos primeros ceros
de v en (r, z2).

iii) Todos los ceros de v en (x1, zz) estan en el intervalo (z, ). En este caso hacemos
z3 v x4 los dos primeros ceros de v y se cumple la afirmacion.
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iv) Todos los ceros de v en (z, x2) estén en el intervalo (r, z2). Aqui, haciendo z3 y
x4 los dos ultimos ceros de v en (x1, x2) se verifica la afirmacién.

Asi, en todos los casos tenemos que si v cambiara de signo més de una vez en ( zy, xs ), entonces
existirfa un intervalo [x3, z4] C (21, z2) tal que uv < 0 en (z3, z4) y v(z3) = v(zq) = 0.
En consecuencia, existirfa un punto T € (3, z4) tal que v'(T) =0 y u(Z)v(T) < 0, pero esto
contradice (A2). Por tanto, v sblo cambia de signo una vez en (1, z2) y , como ya fue visto,
esto implica que wu(z1)u(zz) <0.

6° Finalmente, veamos (B2)
Por hipoétesis tenemos que 1,22 € [0,1], 21 < 22, u(z1) = u(2z) = 0 y u(z) # 0 para
z € (x1, x2) . Por (Al) sabemos que los ceros de u son simples, y como u(z;) = 0 = u(zs),
entonces u y u’ tienen el mismo signo en una vecindad a la derecha de x1, y en una vecindad
a la izquierda de 5. Luego u/(z1)u/(22) < 0, y con esto tenemos todo el lema demostrado.

3. Propiedades sobre el niimero de ceros de las soluciones del sistema
acoplado de Fucik

Aqui mostramos dos resultados que nos brindan importantes propiedades sobre el niimero de ceros
de las funciones u y v, siendo el par (u,v) una solucién no trivial del problema (1.1).

Proposicion 3.1 Si (AT, A7, u7) € )3 y (u,v) es la correspondiente solucidn no trivial del problema
(1.1), entonces para (u.v) se tienen las mismas conclusiones que el lema anterior; en particular u y
v solo tienen ceros simples y ambas tienen el mismo signo en una vecindad de 0 y de 1.

Demostracion.
Sea X4(z) la funcion caracteristica. Observamos que

X 1503(@) f(z) {0’ N

= x T —

L fz), f@)=0
= f*(x)

Il

X{f<0}(3:) f(z)

Luego, si (u,v) es soluciéon del problema (1.1). entonces
—u’ = Atot = AvT = (AT X y50) A Awcoy]v en (0,1),
—v" = Atut — pmuT = (AT A0y 0T Au<oy]u  en (0,1),
Bu=Bv=0 en{0,1}.

Asi, (u,v) es solucién del problema (2.1) con
c(z) = A+X{-u20}($) + A" Xv<0)(2) >0,
d(x) = M Xu>0y(x) + ™ Xy <oy(@) >0

y se verifican todas las hipétesis del lema anterior. Por lo tanto, para (u,v) tenemos que se cumplen
todas las conclusiones del lema 2.1.
En particular, (Al) implica que los ceros de u y v son simples, pues si 4(Z) = 0 o v(ZT) = 0
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entonces u/'(Z) # 0 y v/(Z) # 0. También, para el caso Dirichlet, al ser u(0) = v(0) = 0, tenemos que
u/(0)v'(0) > 0 con lo cual u' y v' tienen el mismo signo en una vecindad B;, a la derecha de 0. Pero

. u(0 + h) vy 1. V(0 + k)
u(o)_h.l—l%+ h U(O)_k—l-lftlﬁ k

entonces 1’ y u, asi como v’ y v tienen el mismo signo en vecindades B, y B:, ala derechade 0,
respectivamente. Luego, u y v tienen el mismo signo en la vecindad B. (¢ = min{e1, €2, €3}). En
forma similar tenemos, para el caso Dirichlet, que u y v tienen el mismo signo en una vecindad a la
izquierda de 1.

Para el caso Neumann, al ser «/(0) =v/(0) =0 y «/(1) =v/(1) = 0, (A2) implica que u(0)v(0) > 0
y u(1)v(l) > 0, y de ahf que u y v tienen el mismo signo en una vecindad a la derecha de 0 y en
una vecindad a la izquierda de 1. |
Finalmente, tenemos el siguiente resultado

Proposicién 3.2 Si (AT, A7, u7) € 3 y (u,v) es la correspondiente solucidn no trivial del problema
(1.1), siendo u y v funciones que cambian de signo, entonces w y v tienen el mismo nuimero de ceros
(simples).

Demostracion. La prueba se hara en varias etapas.

1° Sea x7 el primer punto estacionario de u, es decir #/(z1) = 0. Para el caso Neumann tenemos
que 1 = 0; Para el caso Dirichlet vemos que no hay ceros de w nide v en (0, z1]. En efecto,
por (A1) del lema 2.1, «/(0)v'(0) > 0 y notamos que u y u' mantienen su signo en (0, z1).
Si v tuviera un cero T € (0, 21 ], también tendrfa un punto estacionario y € (0, Z) . Entonces
v’ (0)v'(Z) < 0 y como ' mantiene su signo en (0, z1) tenemos que u'(0)u’(Z) > 0. Pero al
ser u/(0)v'(0) > 0, tendrfamos que «'(Z)v'(Z) < 0, contradiciendo (Al).

2° Sea x5 el segundo punto estacionario de u. Como u'(x;) = u/(zg) = 0, (B1) implica que
w(zy)u(zz) < 0 y entonces u tiene exactamente un cero z, € (z1, xz). Afirmamos que v
también tiene un tinico cero en [xl, z2]. En efecto:

a) Si v tuviera un ntiimero par de ceros en [x;,z2], v cambiarfa de signo un niimero par de
veces en [x1,x2] y tendrfamos v(z1)v(z2) > 0. Pero por (A2) tenemos que u(xy)v(z1) >
0 y u(zz)v(zz) >0, y como u(zy)u(xs) < 0, concluimos que v(z1)v(wz) < 0. Entonces
v no tiene un nimero par de ceros en [z ,Z2].

b) Si v tuviera tres o méas ceros en [ ,x2], también tendria al menos dos puntos estacionarios
Y1 € y2.
i) Si y1,y2 € (21,24] 0 Y1, Y2 € [Ty, T2), entonces u(y1)v(y1) <0 y u(y2)v(yz) >0
o u(y1)v(y) 20y u(y2)v(y2) <0.
ii) Si y1 € (21,2u] » Y2 € [Tu,22), entonces u(yi)v(y1) <0 y u(yz) v(y2) = 0.
De i) y ii) se concluye que en alguno de los puntos estacionarios resulta wv < 0,
contradiciendo (A2).

3° Con el mismo argumento de b) se demuestra que en todos los intervalos entre dos puntos
estacionarios de uw, u y v tienen exactamente un cero.

4° Finalmente, para z, el altimo punto estacionario de u, vemos que no hay ceros de u ni de v
en [z,,1). En efecto, u y v/ mantienen su signo en (z,,1). Por (A1) del lema 2.1, tenemos
que »/(1)v'(1) > 0. Si v tuviera un cero T € (z,, 1), también tendria un punto estacionario
7 € (T, 1). Entonces v/(T)v'(1) < 0 y como u' mantiene su signo en (z,,1) tenemos que
u'(F)u'(1) > 0. Pero como ¢/(1)v(1) > 0, tendriamos que u'(Z)v'(Z) < 0, lo cual contradice

(A1). B}
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