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Resumen: Este trabajo presenta el anélisis de deformacion de las vigas a través del
modelo definido en el intervalo [a, b]

—i(()j) o)y = (@)
(o) o) =
' (b) + s1u(b) = ¢

Este modelo estd asociado a las vigas simplemente apoyadas, empotradas y en
voladizo, sujetas a cargas distribuidas diversas e inclusive con seccién transversal
variable.

La solucién se hace pasando el modelo a la forma débil y luego a la forma discreta.
La forma discreta se resuelve en un espacio finito dimensional, este espacio seré el
espacio de los elementos finitos lineales para este trabajo, y la solucién nos arroja la
deflexion de la viga a lo largo de toda su extension (luz).

Palabras clave: Dirichlet, Newmann, Mixto, Solucién Débil, Problema Discreto,
Forma Variacional, Elementos Finitos Lineales, Simulacion.

ANALYSIS OF BEAMS BY FINITE ELEMENT

Abstract: This paper presents the analysis of deformation beams through the model
defined on the interval [a, ]

—f(()j) d@y = /(@)
rou'(a) + sou(a) = co
u'(b) + s1u(b) = 1

This model is associated with simply supported beams, Recessed and cantilever
subject to various loads and distributed even with variable cross section.

The solution is passing the model to the weak form and then the discrete form. the
discreetly out on a finite dimensional space, this space is the linear space for this
finite element work, and the solution yields us the deflection of the beam along its
entire length (light).

Key words: Dirichlet, Newmann, Mixed, Weak Solutions, Discrete Problem,
Variational Shape, Linear Finite Element, Simulation.
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1. Introduccién

El método de los elementos finitos (MEF) ha adquirido una gran importancia en la soluciéon
de problemas de ingenierfa, ya que permite resolver casos que hasta hace poco tiempo eran
practicamente imposibles de resolver por métodos mateméticos tradicionales.

Esta circunstancia obligaba a realizar prototipos, ensayarlos e ir realizando mejoras de forma
iterativa, lo que traia consigo un elevado coste tanto econémico como en tiempo de desarrollo.

Consideremos el siguiente problema, dado f € C([a,b]), hallar una funcién u(z) definida en
el intervalo [a, ] tal que

"
—u" +u=f (1)
u(a) =u(b) =0
Una solucién clasica o solucién fuerte del problema es una funcién de clase C2[a, b] que verifica (1)
en el sentido usual. Claro esta, (1) se puede resolver explicitamente con un calculo muy sencillo,
pero ignoraremos este aspecto con el fin de ilustrar el método de elementos finitos a partir de
este ejemplo elemental.
Se multiplica (1) por ¢ € Ci([a,b]) y se integra por partes, de donde resulta

b
/<u¢ + u)d / fode, Vo e Cl(la,b]) (2)

Observése que (2) tiene sentido si u € Cg([a,b]) (que es menos requisito que (1), que supone
a u derivable dos veces), de hecho incluso seria suficiente tener u,u € L!([a,b]) donde u' es la
derivada débil (distribucional).

La solucion discreta se toma a través del espacio finito dimensional de funciones

Vi, = Gen{¢; € C([a,b])/ ¢i(a) = ¢i(b) =0,i=1,2,..,N}

de tal forma que la solucion aproximada wuy € V}, cumple la ecuaciéon

b
| i+ wns)do / féidz, ¥oi € Vi (3)

Consideremos otro problema. Dado f € L?([0, 1]), hallar una funcién u(x) definida en el intervalo
[0,1] tal que

—u"+u=f
w(0) = 0,0/(1) = 3 (4)

Sea
V = H_(0,1) = {v € H*(0,1)/v(0) = 0}

La formulacién débil de este problema es, para v en V/
[ s wre = [ roaass00), voev (5)
Sea

Vi, = Gen{¢; € C([0,1])/ #:;(0) =0,i=1,2,..,N}

de tal forma que la soluciéon aproximada (solucion discreta) up € Vj, cumple la ecuacion

1
/0 (8! + und)d / foude +36:(1), Vs € Vi (6)

Como vemos a través de los problemas (1) y (4) se puede llegar a plantear la formulacion
discreta (3) y (6) que con el espacio de elementos finitos se podra resolver los problemas en
forma aproximada via una combinacion lineal de los elementos de la base. Obtener esta solucion
aproximada es uno de los objetivos del presente trabajo.
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2. Soluciéon por Elementos Finitos Lineales
Consideremos ahora un problema mas general. Hallar una funciéon u(z) definida en el intervalo

[a, b] tal que

rou(a) + sou(a) = co (7)
(

Donde 79 71, S0, s1, o, ¢1 son constantes dadas.
Hacemos la integracién por partes obteniendo asf su forma variacional. Consideramos el espacio
finito dimensional

Vi = Gen{¢1, d2, ..., 0N }

Las funciones de base son:

con lo cual para up € Vj, se obtiene la formulaciéon discreta

b b
/ (pupv’ + quiv + rupv)de = / f(@)vdz + (pujvl2, Yo eV, (8)

Las condiciones de frontera contienen términos con derivadas y hacemos que estas condiciones
formen parte del planteamiento, esto es:

/a b(pugv’+qugv+ruhv)dx: /a ’ Fodz+p(b) [M} v(b)—p(a) [w] v(a) (9)

T1 To

En el caso de que las condiciones de frontera, no contengan términos con derivadas, por ejemplo
sean de la forma sgu(a) = cp, sju(b) = ¢1

Entonces se consideraran las condiciones de frontera esenciales v(a) = v(b) = 0 con lo que la
formulacion se convierte en

b b
/(pu’hv'—i-qu'hv—i—ruhv)dx:/ f(z)vdx, v e Gen{d1,da,...,oN} (10)
un(a) ==, w(b) ==, w(a) =v(b) =0
S0 S1

Condiciones como estas (que no contienen derivadas) se llaman esenciales y no figuran en el
modelo discreto.

Analizaremos el elemento tipico )

Q. definido como el intervalo (zy,zp41) para dos nodos consecutivos Ty, Tgi1.

Tk41

Tk+1
/ (PUZU,+QUZU+TUhU)d$=/ Jode+p(@pg1)up (Tpg1)v(@ps1) —p(@r)uy, (zk)v(zk) (11)

k Tk
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Deseamos una soluciéon aproximada uj en este elemento, para esto se considera dos nodos
por elementos, que significa que tendremos dos funciones de forma diferentes ¢§(x) y ¢5(x), y
con ello tenemos

2
uf(x) = 3 ket ()
j=1

donde e indica el elemento; sustituyendo en el planteamiento tenemos :

2
Z AS0% = ff + p(@pg1)up (Trg1) 05 (Trg1) — plar)uy, (2r) 05 (Tr) (12)
=1

donde i=1,2

A= [ 60+ a0nd + rons o y fi= [ o

Con esto se puede calcular la matriz de rigidez local A€ y el vector parcial de carga local F€.

Ae Ae fe
ac= (A B)W:<ﬁ> 13
( A21 A22 f2 ( )

Con estas consideraciones supongamos que tenemos N nodos (N-1 elementos), por lo tanto la
matriz de rigidez global A sera la dimension N x N y el vector de carga de N elementos.
Veamos como se forma esta matriz.

Para el elemento

Nodol : A} wy + Aywe = f} — pla)u),(a)
Nodo?2 : Al ywy + Abywe = f3 + p(z2)u) (2)

Para el elemento ()9

Nodo2 : A2 ws + A2yws = f2 — p(x2)uj (z2)

Nodo3 : A%lwg + A%zwg = f22 + p(z3)u), (z3)
Ensamblando estas ecuaciones obtenemos:

Alywi + Alyws = f — p(a)u),(a)
A3 jwy + (AT wy + Aj)wa + ASyws = f3 + f7
A3 jwg + ASywz = f5 + plas)uj,(x3)

Asi finalmente consideramos los ultimos nodos , N-2 , N-1 y N.

Nodo N —2: Aﬁfsz—Q + Ajl\;QwN_l = 1N72 —plrn_2)u}(xN_2)
Nodo N —1: Aé\iisz—Q + Aé\;Qwal = 2N*2 +p(en_1)u(xN-1)

Para el elemento Qy_;

Nodo N —1: Aﬁfle,l + A%flw]\f = fN-1 +p(zn_1)u}(TN-1)
Nodo N : A} twy_1+ AN twy = £2771 + p(b)uj, (b)

Con esto la matriz global o de Ensamblaje sera de la forma:

Al Al 0 0
AL, AL 4+ A2, 42, 0 . 0
A=1 0 A2, : (14)
0 o ANSL AN Nl

0 0.. 0o  ANT! AN
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Y el correspondiente vector de carga sera:

fi—p(a)uj,(a)
fo + 17
f5+ 1t
| 3+ ft

21;—2 4N
5 4 p(b)uy, (b)

Como podemos observar la obtenciéon de A y F ha sido independiente de las condiciones en la

frontera a y b.

Si consideramos las condiciones de frontera se modifican: los elementos de las posiciones (1,1) y

(N,N) de la matriz A, y, el primero y el tltimo elemento de F.
Veamos dos casos:

i) Con las condiciones generales:

rou(a) + sou(a) = co
riu’(b) + s1u(b) = ¢

la solucién aproximada deberé satisfacer

rouy,(a) + soup(a)
riuy, (b) + s1up(b)

€o
1

con esto A y F varian de la forma siguiente:

1 : 1 S0
Ay se convierte en Ajy — p(a)z2

N—1 . . N-1 s1
Ay se convierte en Ay~ + p(b) !

f11 _ p(a)u;l(a) se convierte en fll - P(a)%
2N—l + p(b)uj,(b)  se convierte en f2N_1 +p(b)

c1
T1

ii) Con las condiciones esenciales (Dirichlet):

Co C1
ula) = — u(b) = —
@=L (e =2
la solucién aproximada deberd satisfacer
Co C1
uh(a) = 7uh(b) =
S0 S1

(17)

(18)

(19)

(20)

Se tienen wy = up(a) = u(a) y wy = up(b) = u(b) con lo cual sélo hay N —2 incognitas que
hallar wo, ws, ..., wy_1. Para ello removemos la primera y tltima ecuacién del sistema y en
consecuencia, los efectos de estas filas en las demés filas pasaran al término independiente,

esto es se eliminan la primera y la dltima columna también.
Con esto la segunda y (N — 1)-ésima ecuacion seran:

2da ecuacion:

Al jwy + (A3 + AL wy + A3yws = £} + f2 se convierte en
(AT + Ajp)wz + Afgwsy = fy + 7 — Ay 2

N — 1 ecuacion:
N-2 N—-1 N—-2 N—-1 N—-1 .
Ay fwn—g + (A H Ay Dwun_r + A wun = fy 0+ & se convierte en

N-2 N-1 N-2 _ ¢NZ1 | N _ 4N-lc
Ay w2+ (A H Ay Dwunv—r =S T+ Ay E

(21)

(22)
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3. Simulacién
Se tiene el modelo

—y" +y = zsen(x)
y(0) =2
y'(1) =3
Tomando una particion de 8 subintervalos del mismo tamafio en |0,1|, por elementos finitos

lineales, calcularemos la matriz de ensamblaje y el vector de carga, averiguaremos el valor de la
deflexion (solucion) en cada nodo, y la funciéon solucion aproximada.

Elementos —> Q, Q3 Qy Qs Qg Q Qg
Nodos —» x,=0 X X3 Xy X5 g o Xg Xg—1
— L — e i —
h h h h h h h h

De la ecuacion identificamos las siguientes funciones:

px)=1; qx)=1 ; f(z)=xzsen(x)

Partimos el intervalo [0,1] en 8 subintervalos iguales cuyos extremos son los nodos x; = (i — 1)h,
parai=1,2,...,9 donde h:% = h= % = 0,125. Ademaés el ntmero de funciones de base es 9,

de las cuales 8 definiran la matriz de ensamblaje final.

Calculamos la matriz de Rigidez

A= [ " (Y (Y + () (0))da

k—1

Hallamos la matriz de rigidez para un subintervalo cualquiera :

Tk 1\2 L1 — T 2 1 h
€ = — E— d - - -
=[G () e

e [0 G (57) (55)
12 = A1 = 7
- h h h
. Tk 1\? z—a\° 1 h
22—Lk_1[(ﬁ) (% )]dm_ﬂﬁ

Con esto tendremos que la matriz de rigidez para este elemento:

Con h = 0,125, especificamente para cada elemento tenemos:

8,041667 —7,979167
1 _ 2 A 8 — ) )
A =A== < —7,979167  8,041667 >

Con las matrices halladas formamos la matriz global

A=A'+ A2+ A3+ A* 1+ A5+ A8 + AT 4+ A8
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8,0416 —7,9792 0 0 0 0 0 0 0
—7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0 0 0 0
0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0 0 0
0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0 0
A= 0 0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0
0 0 0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0 0
0 0 0 0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0
0 0 0 0 0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792
0 0 0 0 0 0 0 —7,9792 8,0416
(23)
Calculamos el Vector de Carga
Donde el vector de carga esta formado por dos elementos
T Tk —
fi= [ potdn= [ msento) (s
Th—1 Th—1 h
T Tk —
= potin= [ msento) ("=
Tk—1 Tk—1 h
Vector de Carga o fuerza
5 ¥
vl
2
en el problema:
Tk
i o — xTprr—1c08(xp_1) xpsen(xg) 2cos(zy)  wrsen(Tr—1)
= d = —
o= * asente) (e 2 ” - :
x%,l cos(xg—1) B 2 cos(xp—1) B 2z _1sen(xp_1)
h h h
Tk . 2 .
i T — Tk zpsen(xp_1) = wprp_1cos(zy)  xy cos(zg)  2cos(zy)
— kg = — _
o= [ msene) " s ko) ThTkoS )y 2o
2xpsen(zy)  xp_1sen(zp) 2cos(xp_1)
h h h
Con h = 0,125, especificamente para cada vector de carga local tenemos:
Vector F!

para z1 = 0; zo = 0,125
o 0,0001626
—\ 0,0004874

Vector F?
para zo = 0,125 ;x3 = 0,250

2 _ 0,00117807
N 0,002745

Vector F3
para z3 = 0,250 ;x4 = 0,375

po_ (0052012
~ \ 0,0068650
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Vector F*
para x4 = 0,375 ;x5 = 0,500

i (0,0105842
— \ 0,0127178

Vector F°
para x5 = 0,500 ;xg = 0,625

75 _ (00174926
~ \ 0,0201184

Vector F6
para xg = 0,625 ;x7 = 0,750

o _ (00257964
~ \ 0,0288302

Vector F7
para x7 = 0,750 ;xg = 0,875

o 0,03522810
~\ 0,03857103

Vector F®
para zg = 0,875 ;x9 = 1,000

s _ (0045478222
~ \ 0,049019205

Entonces el vector de carga seri;

F=F'4+F?4+F3+F*+F°+FS+ F" 4+ F8

0,0001626 — p(0)y/'(0)
0,00226810
0,00803630
0,01744920

F = 0,03021040 (24)
0,04591480
0,06405830
0,08404925

0,04901920 + p(1)y/(1)

Debido a las condiciones de frontera y(0) =2, (1) = 3, se procede:

i) y(0) = 2: se anula la primera fila y columna de la matriz de ensamblaje, y el primer
elemento del vector de carga. También en el vector de carga que queda, su primer elemento
sufre una compensacion.

ii) /(1) = 3: se cambia A%, por A5, + (1)(3) y se cambia f§ + (1)y/(1) por 5+ (1)(3).
Asi tendremos:
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16,0833 —7,9792 0 0 0 0 0 0
—7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0 0 0
0 —-7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0 0
A— 0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0 0 0
0 0 0 —-7,9792 16,0833 —7,9792 0 0
0 0 0 0 —7,9792 16,0833 —7,9792 0
0 0 0 0 0 —-7,9792 16,0833 —7,9792
0 0 0 0 0 0 —7,9792 8,0416 + 3
wo 0,00226810 — A, (2)
w3 0,00803630
Wy 0,01744920
Al ws _ 0,03021040
We 0,04591480
wy 0,06405830
wg 0,08404925
Wy 0,04901920 + 3
Como tenemos que A%l = —7,9791667, entonces:
wo 2,0939
w3 2,2203
Wy 2,3805
ws | | 2,5758
wg | | 2,8077
wry 3,0777
wg 3,3880
Wy 3,7408

Con lo cual:

w1 2,0

Wa 2,0939
ws 2,2203
Wy 2,3805
ws | =] 25758
We 2,8077
wy 3,0777
wg 3,3880
wo 3,7408

entonces:

y(x) = wid1 + wads + w3ps + wads + W55 + Wehe + Wrpr + WPy + WPy
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Tenemos a continuacion la grafica de esta funcion (solucion aproximada):

V4 -y"+ y=xsen(x)

TTTTTT 7T T T
3.5
3
2.5
2

1.5

0.5

0 >
0 0.1 020304 0506070809 1 x

Conclusiones

1. Luego de haber visto todo el proceso podemos llegar a la conclusién de que toda EDO
tiene solucién pero esta no siempre la obtendremos de manera implicita, pero si podemos
dar un bosquejo por medio de una solucién aproximada la cual nos dard una idea de como
se comportara nuestra solucién real.

2. Mientras més funciones bases utilicemos nuestra solucién se aproximara mejor a la soluciéon
exacta del problema que vamos a atacar.

3. Los elementos finitos lineales son una opcién practica para poder aproximar de manera
efectiva las soluciones al modelo planteado.
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