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Resumen: En este articulo examinaremos algunas relaciones existentes entre los
ideales principales y los conjuntos Apéry en un semigrupo numeérico S = (s1, s2, ..., Sp)
conp>2 peN.
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PRINCIPAL IDEALS APERY SETS IN A NUMERICAL SEMIGROUP

Abstract.- In this paper we will examine some relationships between the principal
ideals and the Apéry sets in a numerical semigroup S = (s1, S2, ..., Sp) for p > 2, p €

N.
Keywords: Numerical Semigroup, Apéry Set, Principal Ideal, Gap.

1. Introduccion

Un semigrupo numérico S es un subconjunto de N (el conjunto de los enteros no negativos)
cerrado bajo la suma, tal que 0 € S y N\ S es un conjunto finito. Para un semigrupo numérico
S diremos que un subconjunto A = {s1, s2,..., 5y} es un conjunto generador de S si

SZ{)\181+)\282+---+)\1)81):)\Z‘ €N, 1§i§p}
denotamos esto por
S = <$1,$2, ...,Sp>

El conjunto A = {s1,s2,...,5p} se dird un conjunto generador minimal si ningtn subconjunto
propio de A genera a S. Es conocido, ver [4], que todo semigrupo numérico posee un wnico
conjunto generador minimal.

Un importante invariante de S es el mayor entero que no pertenece a S, llamado el nimero
de Frobenius de S, denotado g(.5), esto es g(S) = max (N\/S). Para cada m € S\ {0}, se define

el conjunto Apéry de m en S como el conjunto
Ap(S,m)={se€ S:s—m ¢S}
se demuestra, ver [4], que

Ap(S,m) ={w (0),w (1),...,w(m—1)}

TUNMSM, Facultad de Ciencias Matematicas, e-mail: tiagomarsal@yahoo.com
2UNMSM, Facultad de Ciencias Matematicas, e-mail: martholinda@gmail.com
3UNMSM, Facultad de Ciencias Matematicas, e-mail: alexhino@mixmail.com
4UNMSM, Facultad de Ciencias Matematicas, e-mail: agcwallace@yahoo.es

25



26 Ideales principales y conjuntos Apéry en un semigrupo numérico

donde w (i) es el menor elemento de S que es congruente con ¢ modulo m, 0 < i < m — 1.
Note que t (Ap(S,m)) = m, donde § (X ) denota la cardinalidad de X. Note también que por
definicion, g(S) +m € Ap(S,m), mas aun g(S) +m = max (Ap(S,m)), de donde

9(S) = max (Ap(S,m)) —m

as{ hemos obtenido una expresién del niimero de Frobenius en funciéon de los conjuntos Apéry.
Un problema en abierto es expresar el nimero de Frobenius de un semigrupo numérico sélo en
funcion de sus generadores, para detalles de este problema ver [2]

Los elementos de N\ S, que denotaremos por H(S) son llamados las lagunas o agujeros (del
inglés gap) de S.

En lo que sigue de este articulo asumiremos que S = (s1, $2, ..., 5p), donde {s1,s2,...,5,} es
un conjunto minimal de generadores.

2. Ideales e Ideales Principales en un Semigrupo Numérico

Un subconjunto I de S es un ideal si I +5 C I. Si I,J son ideales de S, es facil verificar
que I + J, I N J también lo son. Se dird que un ideal I es generado por un subconjunto
AC Ssil =A+S, en caso que A es finito, diremos que I es finitamente generado. Un
ideal I se dird Principal si este es generado por un solo elemento, en este caso existe xg € S
tal que I = {zo} + S = {zo+s:s €S}, denotaremos esto con I = [zg]. Claramente, si
I = A1+ S, J = Ay + S son ideales, entonces, I + J = (A; + A3) + S. En particular, si
I; = [m;], para algan m; € S, 1 <14 < ¢, entonces

t

o

i=1

asi, la suma de ideales principales es también un ideal principal.

Lema 2.1 Sean my, ..., m; elementos no nulos en un semigrupo numeérico S, sean I; = [m;], 1 <
1 < t los ideales principales respectivos. Entonces

t
ZIZ' - Ij
=1

para todo 1 < j <'t.

t
Demostracion. Sea j fijo pero arbitrario, 1 < j <ty seax € ) I;. Como
i=1

t t t
> 1= Y] = { o} o
i=1 i=1 i=1

t
existe s € S tal que x = Y m; + s, asi
i=1
t
r=mj+ Z m; | +sel; +SClj
i=1,i7#]

donde la dltima inclusion se da por ser I; un ideal de S. [

Corolario 2.2 Sean myq,...,m; elementos no nulos en un semigrupo numérico S, sean [; =
t ¢

[m;], 1 <i <t los ideales principales respectivos. Entonces »_ I; C () I;.
i=1 i=1
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Demostracion. Inmediato del Lema 2.1. ]

Proposicion 2.3 Sea S = (s1, 52,...,5p) v sea I; = [s;], 1 < i < p, entonces, s, ¢ I;, para todo
i=1,,2,p—1.

Demostracién. Supongamos que s, € I;, para algin ¢ = 1,,2,...,p — 1. Ya que I; =
{si+s:s5€ S}, entonces s, = s; + s, para algiin s € S. Siendo S = (s1,59,...,5p), se sigue
que existen Aq, ..., Aj, ..., A\p en N tales que s = Aysy + -+ + N\js; + -+ - + Apsp, de donde

st + N+ 1D)si+-+ (AN —1)s, =0

ya que cada sumando es no negativo y {si,s2,...,5,} es un conjunto minimal de generadores,
obtenemos en particular que A\; + 1 = 0, un absurdo. ]

Corolario 2.4 Sea S = (s1, 52,...,5p) y sea I; = [s;], 1 < i < p, entonces
p—1

U IZ C S\ {0’ Sp}
=1

p—1

Demostracion. Sea x € |J I, por la Proposicién 2.3, es claro que x # s,,. De otro lado, ya que
i=1

x € I, para algiin j = 1,2,...,p — 1, entonces, x = s; + s, para algiin s € S, pero siendo s; > 0,

pues {s1, 82, ..., Sp} es un conjunto minimal de generadores, se tiene que = > 0. [ |

Teorema 2.5 Sea I; = [s;], 1 <1i < p, entonces

p p p
g(S)+ Y sie [VIN\D_ I
=1 =1 =1

donde ¢(S) es el nimero de Frobenius de S.

Demostracion. Por definicion de nimero de Frobenius tenemos que ¢(S) + s € S, para todo
s € S\ {0}, en particular

g(S) +(s1+--+sj1+sj1+--+s,) €S

para todo j =1,...,p. Asi

9(S) +D s = s+ (9(S) + (51 o1+ s+t sy))

m

{si}+5 =1,
lo que muestra que

P P
g(S) + Zsi € ﬂ I;.
i=1 i=1

Supongamos ahora que

Ya que
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existe s € S tal que

de donde g(S) = s € S, un absurdo, por tanto
P P
g(S)+) sig¢ > I
i=1 i=1

Para otros resultados sobre ideales en un semigrupo numérico ver [1].

3. Relacion entre los Ideales Principales y los Conjuntos Apéry

En esta seccién obtendremos algunas relaciones entre los ideales principales I = [m] y los
conjuntos Apéry Ap (S,m)={s€ S:s—m ¢ S} param € S\ {0}.

Lema 3.1 Sea I = [m], con m € S\ {0}. Entonces, Ap (S,m) C S\I.

Demostracion. Supongamos que Ap (S,m)NI # 0. Sea z € [m|NAp (S, m), entonces, x = m+s
para algin s € S, de donde x —m = s € S, pero esto contradice el hecho que x € Ap (S,m). m

Teorema 3.2 Sea I = [m], entonces, la familia {I, Ap(S,m)} es una particion de S para todo

m € S\ {0}.

Demostracion. Sea x € S. Asumamos que x ¢ Ap (S, m), entonces, por definiciéon, x —m € S,
por tanto x — m = s para algin s € S, de donde z = m + s € {m} + S = [m] = I. Ya que el
contenido reciproco es obvio, tenemos que S = I U Ap (S, m), donde esta union es disjunta por
el lema anterior. ]

Para un ideal I de S pongamos H(I) = S\, cuyos elementos son llamados las lagunas de

1.

Corolario 3.3 Sea I = [m], entonces, Ap (S,m) = H (I), para todo m € S\ {0} .

Demostracion. Sea x ¢ H (I), entonces, por definicion, € I, de donde, por Teorema 3.2,
x ¢ Ap(S,m), asi Ap(S,m) C H (I). Para el contenido reciproco, sea = ¢ Ap(S,m), por
Teorema 3.2, x € I, por tanto x ¢ H (I), asi H (I) C Ap (S, m), obteniendo la igualdad buscada.

[
Corolario 3.4 Sean mj,...,m; elementos no nulos en un semigrupo numérico S, sean I; =
[m;], 1 <14 <t los ideales principales respectivos. Entonces
t t
S\Z Ii = Ap (S, Z ml>

i=1 i=1

t
Demostracion. Basta tomar m = Z m; en el Corolario 3.3. [ |

i=1
Proposiciéon 3.5 Sean my,...,m; elementos no nulos en un semigrupo numérico S, entonces
t
Ap(S.mi) C Ap (s, ZmZ)
i=1

para cada i, 1 <1 <t.
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Demostracion. Sea I; = [m;], el ideal principal generado por m;, para cada i, 1 < i < t. Por
t
Lema 2.1 tenemos que ) I; C I;, para cada 1 < j < t. Tomando complemento y por Teorema
i=1
3.2 tenemos

t
Ap(S,mj) = S\[my] = S\J; CS\ZIZ-
=1

t t
= S\ [Zmi :Ap<5,2mi>.
=1 =1

Corolario 3.6 Sean mj,...,m; elementos no nulos en un semigrupo numérico S, sean I; = [m,],
1 <4 <t los ideales principales respectivos. Entonces

UaW) CcH (Z IZ->
=1 i=1

Demostracion. Por Teorema 3.2, para cualquier m € S\ {0}, se cumple que Ap(S,m) =
S\UI = H(I), donde I = [m], en particular

H (I;)

() (o)

de donde, por la Proposicion 3.5, H (I;) C H <

1 i=1

Ejemplo 3.7 Consideremos el semigrupo numérico

s
e
i

I-), para todo ¢ = 1,2, ..., t, por tanto
t

2

S = (5,7,9,11,13)
= {0,5,7,9,—}

donde la flecha — indica que todos los enteros de 9 en adelante estan en S. El nimero de
Frobenius de S es g(S) = 8. Calculamos los ideales principales

I = [5]=1{510,12,14,—}
I, = [7)={7,12,14,16,—}
Is = [9]={9,14,16,18,—}
Iy = [11] ={11,16,18,20, -}
I; = [13] ={13,18,20,22, -}

de donde por el Corolario 3.3, los conjuntos Apéry respectivos son:

Ap(S,5) = {0,7,9,11,13} = H(I;)

Ap(S,7) = {0,5,9,10,11,13,15} = H(I3)

Ap(S,9) = {0,5,7,10,11,12,13,15,17} = H(I3)
Ap(S,11) {0,5,7,9,10,12,13,14,15,17,19} = H(I,)
Ap(S,13) = {0,5,7,9,10,12,14,15,16,17,19,21} = H(I;)
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Y de los Corolarios 3.4 y 3.6 respectivamente, obtenemos
5 5
S\ Li=Ap <5, Zmi> = Ap(S,45)
i=1 i=1

5

U H (1) c H(145)).

i=1

Para mas resultados sobre los conjuntos Apéry de un semigrupo numérico ver [3].

4. Conclusiones

El estudio de los conjuntos Apéry de un semigrupo nummérico S es de gran importancia ya
que podemos decir que la mejor manera de describir un semigrupo numérico es por medio de
sus conjuntos Apéry, asi por ejemplo, para cualquier elemento no mulo m € S, tenemos que el
conjunto A(S,m) U {m} es un conjunto generador de S, ademés de darnos una férmula para el
namero de Frobemius de S, a saber g(S) = max (A(S,m)) — m. De otro lado, los ideales de un
semigrupo numeérico poseen propiedades anédlogas a las de los ideales en un anillo conmutativo,
como, por ejemplo, la propiedad de factorizacion en irreducibles, ver [1]. Es por eso que el estudio
de como se relacionan estas dos importantes subestructuras de un semigrupo numérico es de gran
interés. En este articulo hemos tabajado con los ideales principales asociados a los generadores de
un semigrupo dado y hemos establecido, ver Teorema 3.2 y Corolario 3.3, la estrecha vinculacion
entre un ideal principal generado por un elemento m y su conjunto Apéry A(S,m).
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