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Resumen: En este articulo probamos la existencia del semigrupo de soluciones para
la ecuacion reaccion difusién en un marco funcional de espacios de Sobolev con
peso. La técnica que seguimos, es que, para encontrar soluciones globales, se usan
la teoria de operadores maximales monétonos. En un marco funcional de espacios
de Sobolev con peso, probaremos la existencia de un operador maximal monétono
el cual permite probar la existencia de una tnica solucién débil. Por tanto para
cada condicién inicial en los espacios con peso conseguimos una Tnica solucién débil
satisfaciendo la condicién inicial. Probamos que el semigrupo es Lipschitz continuo
con respecto a las condiciones iniciales.

Palabras Claves: Operador Maximal Monoétono, ecuacién reaccion difusion,
soluciones débiles, conjunto absorbente.

EXISTENCE OF LOCAL AND GLOBAL SOLUTION ASSOCIATED
WIHT THE REACTION DIFFUSION EQUATION WITH NO
LINEARITIES AND A MAJOR MONOTONOUS PART

Abstract: In this article, we prove the existence of solutions semigroup associated
with the reaction diffusion equation within a suitable functional Sobolev space
framework with weight. To find global solutions, we use the technique of the theory
of monotonous maximal operators.

In a suitable functional Sobolev space framework, we will prove the existence of a
maximal monotonous operator wich allows to prove the existence of a unique weak
solution. Therefore, for each initial condition in spaces, with weight, you get a single
weak solution satisfying the initial condition. We demonstrate that the semigroup is
continuous Lipschitz with respect to the initial conditions.

Key words: Monotonous Maximal Operator, diffusion reaction equations, semi-
group, weak solutions, absorbent set, Lipschitz semigroup, positively invariable set,
global solutions.
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1. Introduccién

El objetivo principal de este articulo es analizar la ecuacién reaccion-difusiéon

du—Au+ f(u)=yg
{ u(0) = ug M)

en el espacio L2 (RY), con p(x) = (1 + |2[*)™7,y €R. Con no linealidades del tipo f (u). Con
alguna condicién de disipatividad y monotonia en la no linealidad, se establece la existencia de
soluciones globales. La herramienta fundamental para probar la existencia y unicidad global de
soluciones es la teoria de operadores maximales monoétonos en espacios de Hilbert, que permiten
construir ciertos tipos de soluciones débiles, para mayores detalles ver [2|. De esta forma, se
pueden eliminar las condiciones de crecimiento sobre f impuestas en [1]. Para probar la existencia
y unicidad de la solucién global, procedemos como sigue. Probamos que A + wl es un operador
mondtono en LIQ) (RN ) para algin w positivo suficientemente grande, que permite obtener la
existencia y unicidad de la solucién global para datos iniciales en Ll% (RN ) Esto, nos permite
definir el semigrupo no lineal {S(t)},5, de forma que, para cada ug € L2 (RY), S(t)ug =
u (t,up), donde u(t,up) es solucion del problema (1). Probamos también la existencia de un
conjunto absorbente, acotado, positivamente invariante en Ll% (RN ), mejoramos el resultado
anterior probando la existencia de un conjunto acotado absorbente en H ; (RN ) .

1.1. Existencia de soluciones globales con no linealidades con parte principal
mondétona.

A continuacién, presentamos la existencia del semigrupo, con el siguiente teorema

Teorema 1.1 Supongamos que v € R. Asumimos sobre el término no lineal f que

feC'®), f(0)=0, f>-L, L=>0 (2)
fwu>ou*>—M, a>0, M>0 (3)
g € L2 (RY) (4)

Si (2) y (4) se satisfacen, sea el operador sobre LIQJ (RY), Au= —Au+ f(u), con dominio denso
en LIQJ (RN) , dado por

D(A)={uec H,(R"), Aue L2(RY), f(u) € L2 (R")} (5)

Entonces existe w tal que A + wl es un operador maximal mondtono. Por tanto para cada
ug € L% (RY) eziste una tnica solucion débil u € C ([0, +oo),L/2) (RN)) de (1) en el sentido
de [2] con u(0) = ug. Ademds el semigrupo definido por S(t)ug = u(t,ug) es Lipschitz continuo
con respecto a ug en L% (RN) .

Demostracion. En efecto, para la monotonia obtenemos que si u,v € D(A) y w € R

<(A+w1)u—(A+wI)v, u—v> :/RN IV (u—v)|?p d

L3(RN)

+ V(u—v)(u—v)Vp dx—i—/

RN RN

[F(u) = F(0)](u— v)p dz + w / Ju—of?p da

Z/]RN |V(u—v)|2pdx+/RN V(u—v)(u—v)Vpdac+(w—L)/]R (u—v)zpdx. (6)

N

donde hemos usado (2).
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Puesto que el peso satisface la desigualdad Lema 1.2 ver [3], usando la desigualdad de Cauchy
- Schwartz y la desigualdad de Young, tenemos que, para todo § > 0

2
<opls [ V- oPpdr+ 20 [ u—oppas
RN N

V(u—v)(u—v)Vpdx 5 )

RN

Sustituyendo en (6) obtenemos

((A +wl)u — (A+wl)v, u— v) > (1—2Jv|9) /]RN |V (u —v)|*p dx

L3 (RY)
2
+(w — —M)/ lu —v|*p dx >0 (7)
45 RN
si 0 es pequeno y w es suficientemente grande.
Se sigue entonces de (7) que Au + wu := —Au+ f(u) + wu es maximal mondtono en L% (RY) .

Como P(u) := wu + g es Lipschitz continuo en L% (R™) entonces, por los resultados de [2]
para cada ugy € L% (]RN ) , existe una solucién débil del siguiente problema

dyu + Au = P(u)
{ o= )

donde A = A+ wl, la cual lo denotamos por u(t) = S(t)ug y es tal que t — S(t)ug € C([0,00),
H = LIQJ (RN ) Ademas probaremos que el semigrupo S(t) es Lipschitz continuo con respecto a
la condicién inicial en L% (]RN ) con constante de Lipschitz e®?.

Sea la ecuacién
Oru + Au + wu = P(u) )
u(0) = ug

Tomamos dos soluciones u y v de (8) entonces u — v es solucion débil de

{ (u—v) + Au) — A(v) = w(u —v)
u(0) = ug — vo.

Multiplicamos (10) por (u — v)p e integramos en RY y llegamos a
[ outu—op+ [ (A - A= vp= [ ulu= ol
RN RN RN

pero el segundo sumando de la izquierda es mayor o igual que cero, por ser A monétono en
L% (RN ) . Por tanto
1d
—— |u—v|2pd:c§w/ lu —v|?p dx
2dt RN RN
de donde obtenemos,
lu(t, uo) — v(t, vo)ll L2y < u(0) = v(0)|] L2 mvye™

Luego {S(t)}+>0 es Lipschitz continuo en L2 (RY) con constante de Lipschitz e*". |
Observamos que si ug € D(A) entonces u(t) = S(t)up es una solucion fuerte de (1) en el
sentido de [2].

Mostraremos ahora la existencia de un conjunto absorbente, acotado, positivamente
. . 2 N
invariante en L (]R ) .
Lema 1.2 Si v > £ y se verifican las condiciones (2), (3) y (4) entonces existe un conjunto
acotado By en L% (RN) , positivamente invariante y absorbente, es decir, Si(By) C By, t >0,
es tal que, para cada subconjunto acotado B € L% (RN) eziste to(B) > 0 tal que S(t)B C By,
t > to(B).
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Demostracién. Usamos el peso equivalente pe(z) = (1 + |ex|?)™7, con € > 0 a elegir.
Multiplicamos la ecuacién (1) por peu e integramos en RY

/ ugupedr — / Auupe + / f(uupe = / JupPe (11)
RN RN RN RN

Obteniendo

1d

—— lul?pe dx—i—/ Vu[uV pe + peVu|dx +/ fuw)upe :/ gupe (12)
2dt RN RN RN RN

Por el Lema 1.2 ver [3], la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad de Young, para todo
0>0

< [ 19l el de = 2prle [ Vallulpe ds
RN RN

: :
- 2|fy|e[ / |Vu|2pedx] [ / u%edx}
RN RN

2
< 2\7]65/ u?pe dr + ﬁ/ |Vul?p, de. (13)
RN 46 RN

‘ / uVuVp, dx
RN

Por (4) obtenemos, para todo ¢ > 0,

1 1
de| < 2, dz|’ 2, de| <6 2 dr 4+ 2, dr (14
gupe dx| < l9|"pe da lul“pe dz| < u|* pe z+ 5 l9|”pe dz (14)
RN RN RN RN RN

y usando la hipotesis (13), (14), de (12) obtenemos,

1 2
e e e e el I
2dt Jrn 46 RN RN
1
< Mpe + 92P5 dx. (15)
RN 46 RN

Observemos que es en este punto en el que necesitamos que v > % para que el primer término
del segundo miembro de (15) sea finito.
Para 9, ¢, suficientemente pequefios existen constantes positivas Cy, C1, Cy, C3 tal que,

d
7 lul?pe dz + Co/ |Vul?pe dx + Cy / [ul?pe dz < Co + CBHQH%Q(RN).
RN RN RN ’

De aqui llegamos a que, por el lema de Gronwall

()l 72 @ < Hu(O)H%%(RN)e—CM b Cy(1— e Oy,

donde Cy = Oy + CgHgH%%(RN).
La desigualdad anterior nos permite definir el conjunto

By :={u€ L3 (RY) : |[ul 2@n) < 2\/02 + Csllg s vy

que es absorbente, acotado, pero no positivamente invariante.

Si definimos ahora By := Us>05(t) By este es ahora absorbente, acotado, positivamente invariante

en LIQJ (RN ), con lo cual terminamos la prueba. [
Seguidamente probaremos la existencia de un conjunto acotado absorbente en H; (RN )

probando el siguiente lema

Lema 1.3 Euiste un conjunto acotado By en H}(R™) tal que S(t)By C By, para t > 1.
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Demostracién. De manera similar al proceso anterior, conseguimos que,
2
HVuHLIQJ(RN) < K, paratodo t > 1,
lo que nos induce a definir el siguiente conjunto,

Asi para ug € By tenemos u(t) € By para t > 1, es decir: S(t)Eo C By, parat > 1. ]
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