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Resumen: En este trabajo estudiaremos la controlabilidad nula de la ecuación lineal
del calor sobre espacios de Lebesgue y de Sobolev con peso. Dado el PVIF





∂y

∂t
−∆y + ay + b.∇y = g , en Q = Ω× (0, T )

y = 0 , sobre Σ = Γ× (0, T )
y (0) = y0 , en Ω

demostraremos la existencia de un control u en espacios con peso que al actuar en el
interior del dominio, conduce al sistema al equilibrio. La herramienta que usaremos
para tal fin son las Desigualdades de Carleman.

Palabras Claves: Controlabilidad nula, control interno, desigualdad de Carleman,
espacios con peso.

NULL CONTROLLABILITY OF THE LINEAR HEAT EQUATION ON
THE WEIGHT SPACES

Abstract: In this work, we study the null controllability of the linear heat equation
on Lebesgue and Sobolev weight spaces. Given the initial and boundary value problem





∂y

∂t
−∆y + ay + b.∇y = g , en Q = Ω× (0, T )

y = 0 , sobre Σ = Γ× (0, T )
y (0) = y0 , en Ω

we show the existence of a control function u belong to weight spaces that to acts on
a subset of the domain Ω leads system to the equilibrium. The principal tool that we
use is the Carleman´s inequality.

Key Words: Null controllability, internal control, Carleman inequality, weight
spaces.

1. Introducción

Sea Ω un dominio acotado de Rn, n ≥ 1, con frontera Γ = ∂Ω de clase C2. Consideremos la
ecuación del calor
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donde a y b son potenciales que pertenecen a L∞ (Q) y (L∞ (Q))n respectivamente.

En [2], L.A. Fernández y E. Zuazua demostraron que el sistema (1) es aproximadamente
controlable en L2 (Ω) usando el enfoque de los problemas de control optimal. Como la
controlabilidad nula de (1) implica la controlabilidad aproximada de dicho sistema, es natural
estudiar la controlabilidad nula de (1).

2. Formulación del problema

El problema de la controlabilidad nula para el sistema (1) puede ser formulado de la siguiente
manera: dados T > 0, y0, y f, hallar un par (y, u) que satisfaga





∂y

∂t
−∆y + ay + b.∇y = g + uχω , en Q = Ω× (0, T )

y = 0 , sobre Σ = Γ× (0, T )
y (0) = y0 , en Ω

(2)

y tal que

y (T, x) = 0, x ∈ Ω. (3)

En (2), la función u = u (x, t) es la función control y la función característica χω indica
que este control actúa únicamente sobre el cilindro Qω = ω × (0, T ) , siendo ω un subdominio
arbitrario y no vacío de Ω.

El problema (2)- (3) fue estudiado por A. Fursikov y O. Yu. Imanuvilov en [5] con una
hipótesis de mayor regularidad sobre el potencial b, más precisamente, ellos consideraron
bi ∈ C0,1

(
Q
)

y utilizaron las desigualdades de Carleman en norma L2 (Ω) para ecuaciones
parabólicas. Cuando el potencial bi pertenece a L∞ (Q) tales desigualdades no pueden ser
utilizadas para concluir la controlabilidad nula del problema (2) - (3). En este caso se hace
necesario el uso de desigualdades de Carleman con estimativas en norma H−1 (Ω) .

En [6], O. Yu. Imanuvilov y M. Yamamoto introdujeron desigualdades de Carleman que
envuelven normas en H−s (Ω) , s ∈ [0, 1] y demostraron cómo tales desgualdades pueden ser
empleadas en el estudio del control exacto distribuido de un sistema parabólico general.

En este trabajo usaremos las desigualdades de Carleman de O. Yu. Imanuvilov y M.
Yamamoto para demostrar la controlabilidad nula de (2)- (3). Además, el trabajo muestra la
manera como construir el control que conduce la solución al equilibrio después de un tiempo T.

3. Desigualdad de Carleman

Consideremos el problema de valor inicial y frontera





Ly =
∂y

∂t
−∆y + ay + b.∇y = g , en Q = Ω× (0, T )

y = 0 , sobre Σ = Γ× (0, T )
y (0) = v0 , en Ω

(4)

donde a ∈ L∞ (Q), b ∈ (L∞ (Q))n y y0, g son funciones dadas.

Lema 3.1 Sea ω0 ⋐ ω un subdominio arbitrario de Ω. Entonces existe una función ψ ∈ C2
(
Ω
)

tal que 



ψ (x) > 0 para todo x ∈ Ω, ψ|Γ = 0

|∇ψ (x)| > 0 para todo x ∈ Ω \ ω0

(5)

Demostración. Ver [5].
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Usando la función ψ del lema anterior definimos el peso

ϕ (x) =
eλψ(x)

t (T − t) (6)

y las funciones

α (t, x) =
eλψ(x) − e2λ‖ψ‖C(Ω)

t (T − t) y η (t, x) =
−eλψ(x) + e

2λ‖ψ‖
C(Ω)

(T − t) l (t) (7)

donde l ∈ C∞ ([0, T ]) , l (t) > 0, l (t) ≥ t, ∀t ∈ [0, T ] , l (t) = t, ∀t ∈
[
T
2 , T

]
.

Denotemos por L∗ el operador adjunto formal de L. Definimos a continuación la solución
débil del problema (4) usando el Método de Transposición.

Definición 3.2 Diremos que la función y ∈ L2 (Q) es solución del problema (4) si
∫

Q

yL∗zdxdt =

∫

Q

gzdxdt+

∫

Ω
v0z (0) dx

para todo z perteneciente al siguiente espacio de prueba.
{
z ∈ L2

(
0, T ;H1 (Ω)

)
; L∗z ∈ L2 (Q) , z|∂Ω = 0, z (T ) = 0

}
.

Teorema 3.3 (Desigualdad de Carleman) Sean a ∈ L∞ (Q) , b ∈ (L∞ (Q))n y las funciones
ϕ y α definidas en (6) y (7). Supongamos además que la función g se puede expresar como

g (t, x) = g0 (t, x) +
∑

1≤i≤n

∂gi
∂xi

(t, x)

con gi ∈ L2 (Q) , 0 ≤ i ≤ n. Entonces existe un número λ̂ > 0 tal que para λ > λ̂ arbitrario es
posible encontrar un número s0 (λ) > 0 satisfaciendo la siguiente condición: existe una constante
C1 > 0 tal que para cada s ≥ s0 (λ) , la solución y ∈ L2 (Q) del problema (4) satisface la
desigualdad ∫

Q

(
1

sϕ
|∇y|2 + sϕ |y|2

)
e2sαdxdt ≤

≤ C1


‖g0esα‖2L2(0,T ;H−1(Ω)) +

∑

1≤i≤n

‖giesα‖2L2(Q) +

∫

Qω

(sϕ) |y|2 e2sαdxdt


 (8)

donde la constante C1 depende continuamente de λ, ‖a‖L∞(Q) y ‖b‖(L∞(Q))n , y es independiente
de s.

Demostración. Ver [6].
A continuación introducimos el espacio L2 (Q) con peso (T − t) e2sη, al que denotaremos por

Xλ
s (Q), es decir,

Xλ
s (Q) = L2

(
Q, (T − t) e2sη

)
.

Con este espacio definimos

Zλs (Q) =
{
y (t, x) ; y|∂Ω×(0,T ) = 0, ∇y ∈ L2

(
Q, e2sη

)
, Ly ∈ Xλ

s (Q)
}

sobre el cual podemos definir la norma

‖y‖2Zλ
s (Q) = ‖Ly‖2Xλ

s (Q) + ‖y‖2L2(Q,e2sη) + ‖∇y‖2L2(Q,e2sη)

Por último, el espacio

Y (Q) =
{
y (t, x) ; y|∂Ω×(0,T ) = 0, Ly ∈ L2 (Q) , y (0) ∈ H1 (Ω)

}

con norma
‖y‖2Y (Q) = ‖Ly‖2L2(Q) + ‖y (0)‖2H1(Q) .
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4. Controlabilidad nula interna

En las condiciones anteriores, consideremos el PVIF asociado a la ecuación del calor





Ly =
∂y

∂t
−∆y + ay + b.∇y = g + u , en Q = Ω× (0, T )

y = 0 , sobre Σ = Γ× (0, T )
y (0) = v0 , en Ω

(9)

donde T > 0, v0 y g son funciones dadas y la función u = u (t, x) es la función control actuando al
interior del dominio Ω. En relación a la función control u, supondremos que pertenece al espacio
U (ω) definido por

U (ω) =
{
u = u (t, x) ∈ L2 (Q) ; sop (u) ⊂ Qω = ω × [0, T ]

}
(10)

Definición 4.1 Diremos que el sistema (9) es nulamente controlable si, dado T > 0, existe un
control u ∈ U (ω) tal que la solución y de (9) alcanza el estado de equilibrio transcurrido el tiempo
T, es decir

y (T, x) = 0, en Ω. (11)

A continuación enunciamos y demostramos nuestro resultado central.

Teorema 4.2 Sean λ > λ̂ y v0 ∈ H1
0 (Ω) . En las condiciones anteriores, existe una constante

s0 (λ) tal que si g ∈ Xλ
s (Q) con s ≥ s0 (λ) , entonces el problema (9) tiene una solución (y, u)

en la clase
(y, u) ∈

(
Y (Q) ∩ Zλs (Q)

)
×
(
U (ω) ∩Xλ

s (Q)
)

(12)

que verifica (11), es decir, el sistema (9) es nulamente controlable. Además, la solución y de
(9) depende continuamente del dato inicial y el término fuente g. Más precisamente, existe una
constante C (λ, s) > 0 tal que

‖y‖(Y (Q)∩Zλ
s (Q))×(U(ω)∩Xλ

s (Q)) ≤ C (λ, s)
[
‖v0‖H1

0 (Ω) + ‖g‖Xλ
s (Q)

]
. (13)

Demostración. El número λ̂ es el mismo del Teorema (3.3). Entonces, para cada λ > λ̂ existe
una constante s0 (λ) tal que si s ≥ s0 (λ) , la desigualdad de Carleman (8) es válida.

Consideremos la sucesión (ρk)k de pesos definida por

ρk (t, x) = exp

(
2sη (t, x) (T − t)

T − t+ 1
k

)

y la sucesión

mk (x) =

{
1 , x ∈ ω
k , x ∈ Ω− ω

Entonces definimos el funcional

Jk : Zλs (Q)×Xλ
s (Q)→ R

por

Jk (y, u) =
1

2

∫

Q

ρk

(
|∇y|2 + |y|2

)
dxdt+

1

2

∫

Q

(T − t) e2sηmku
2dxdt

y consideremos el problema variacional

ı́nf
(y,u)∈Λ

Jk (y, u) (14)

donde
Λ =

{
(y, u) ∈ Zλs (Q)×Xλ

s (Q) ; (y, u) satisface (9) y (11)
}
.
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Siguiendo las ideas de C. Fabre, J.P. Puel y E. Zuazua [1] se puede demostrar que el funcional
Jk es continuo, convexo y coercivo y gracias a un resultado de continuación única, consecuencia
de la desigualdad de Carleman (8), se demuestra que Jk es estrictamente convexo. Entonces,
siguiendo los métodos expuestos en [8] se concluye que el sistema (14) admite una única solución
(ŷk, ûk) ∈ Y (Q) ∩ L2 (Q) .

La ecuación de Euler-Lagrange para la solución (ŷk, ûk) de (14) es dada por
∫

Q

(−∇. (ρk∇ŷk) + ρkŷk) ydxdt+

∫

Q

(T − t) e2sηmkûkudxdt = 0

para todo (y, u) ∈ Λ.
Siguiendo [8], podemos hallar el siguiente sistema de optimalidad





Lŷk =
∂ŷk
∂t
−∆ŷk + aŷk + b.∇ŷk = g + ûk , en Q

ŷk|Σ = 0, ŷk (0) = v0, ŷk (T ) = 0 , en Ω

(15)





L∗pk = −
∂pk
∂t
−∆pk + apk − div (bpk) = ∇. (ρk∇ŷk)− ρkŷk , en Q

pk|Σ = 0, pk = (T − t) e2sηmkûk , en Ω

(16)

Aplicando la desigualdad de Carleman (8) a (16) podemos demostrar la siguiente desigualdad:

Proposición 4.3 Con la notación y condiciones anteriores tenemos

∫

Q

e−2sη |pk|2
T − tdxdt+

∫

Ω
|pk (0, x)|2 dx ≤ C (λ, s)

[∫

Q

ρ2ke
−2sη

(
|∇ŷk|2 + |ŷk|2

)
dxdt+

+

∫

Qω

e−2sη |pk|2
T − tdxdt

]

Continuación de la demostración del Teorema (4.2) Gracias a esta proposición y teniendo
en cuenta que

∣∣ρke−2sη
∣∣ ≤ 1 y (16) se sigue que

∫

Q

e−2sη |pk|2
T − tdxdt+

∫

Ω
|pk (0, x)|2 dx ≤ C (λ, s)

[∫

Q

ρk

(
|∇ŷk|2 + |ŷk|2

)
dxdt (17)

+

∫

Qω

e2sη (T − t) dxdt
]

(18)

Efectuando el producto L2 (Q) de la ecuación (16 ) por ŷk e integrando por partes tenemos
∫

Q

ρk

(
|∇ŷk|2 + |ŷk|2

)
dxdt+

∫

Q

e2sη (T − t)mk |ûk|2 dxdt+ (19)

+

∫

Q

gpkdxdt+ (pk (0) , v0)L2(Ω) = 0

Además, de la definición del funcional Jk tenemos

Jk (ŷk, ûk) = −
1

2

∫

Q

gpkdxdt−
1

2
(pk (0) , v0)L2(Ω) (20)

Luego

Jk (ŷk, ûk) ≤
1

2
‖g‖Xλ

s (Q)

(∫

Q

|pk|2
T − tdxdt

) 1
2

+
1

2
‖pk (0)‖L2(Ω) ‖v0‖L2(Ω) (21)



43

Ahora, aplicando (17) en (21) llegamos a

Jk (ŷk, ûk) ≤ C2 (λ, s)
(
‖g‖Xλ

s (Q) + ‖v0‖L2(Ω)

)2
(22)

De esta desigualdad y de la definición del funcional Jk tenemos que existe una subsucesión
de {(ŷk, ûk)}k∈N , para la cual usaremos la misma notación, tal que

ŷk ⇀ y débilmente en Y (Q) (23)

ûk ⇀ u débilmente en L2 (Q) (24)

Usando estas dos convergencias podemos pasar al límite en (16) y comprobar que el par (y, u)
es solución del sistema (9) y que y satisface (11).

De la desigualdad (22) podemos demostrar que

ûk → 0 fuertemente en L2 (Q−Qω)

g
esηûk ⇀ esηu débilmente en L2 (Qω)

Si denotamos por Qε = Ω× (0, T − ε) , también se prueba que

(√
ρk
∂ŷk
∂xi

,
√
ρkŷk

)
⇀

(
esη

∂y

∂xi
, esηy

)
débilmente en L2 (Qε) , ∀ ε > 0,

Estas últimas tres convergencias permiten mostrar que (y, u) pertenece a la clase (12), es decir,

y ∈ Y (Q) ∩ Zλs (Q) y u ∈ U (ω) ∩Xλ
s (Q) .

Por último, la dependencia continua (13) es una consecuencia de (22), (23), (24), las
convergencias anteriores y el lema de Fatou.
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