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Resumen.- En el presente trabajo estudiaremos la existencia de funciones de
Whitney para el hiperespacio 2%, donde X es un espacio métrico, compacto y conexo

no degenerado.
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EXISTENCE OF FUNCTIONS FOR WHITNEY HYPERSPACE 2%

Abstract.- In the present work we study the existence of Whitney functions for

hyperspace 2%, where X is a metric space compact and connected non-degenerate.

Keywords: Whitney functions. Hyperspace 2.

1. Preliminares

Las funciones de Whitney juegan un papel importante en el estudio de los Hiperespacios
de continuos. Intuitivamente, una funcion de Whitney es una manera de medir el tamano de
subconjuntos cerrados de un continuo. En este trabajo se ha retomado de la referencia [5].

Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y no degenerado.
Sea X un continuo y Y C X. Diremos que Y es un subcontinuo de X si Y es a su vez un

continuo. Para mayor referencia ver [3] y [4].

2. Topologia para 2%

Dado un continuo X, los hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de X, con algunas

caracteristicas particulares. Consideremos el hiperespacio

2¥ = {AC X|A# 0y Aes cerrado} (1)
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18 Existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio 2%

Definicién 1 Sea X un conjunto con métrica d, A,B C X, denotaremos por d(A,B) la

distancia de A a B como
d(A,B) =inf{d(a,b)la € Ay be B}
y la distancia de un punto p a un conjunto C' por
d(p,C) = d({p}, C).

Definicion 2 Sea A un subconjunto cerrado no vacio en X, la nube en X con centro en A y
radio € > 0, es

N(e, A) ={y € X| existe a € A tal que d(y,a) < €}
Teorema 1 Si X es un continuo, € > 0y A € 2%, entonces
1) AC N(¢, A).
2) N(0,A) C N(e, A) para cada § > 0 tal que 0 < e.
Demostracion.
1) Es claro.

2) Sea d > 0 tal que 6 < ey z € N(4,A). Existe a € A tal que d(a,z) < 4, y como § < ¢,
tenemos que d(a,x) < €, es decir z € N(e, A). Por lo tanto N (9, A) C N(e, A).

Teorema 2 Si A, B € 2X tal que AN B =}, entonces existe € > 0 tal que
N(e, A)N N(e, B) = 0.

Demostracion. Supongamos por el contrario, que para cada € > 0, tenemos que
N(e, A)N N (e, B) # 0.

Puesto que AN B =0y A, B son compactos en X, tenemos que d(A, B) > 0.

@, por lo supuesto, deducimos que N(e, A) N N(e, B) # 0. Existe z € N(e, A) N
N(e, B). Asi existen a € Ay b € B tales que d(a,z) < ey d(b, z) < e. Aplicando la desigualdad
del triangulo, d(a,b) < d(a, z) + d(z,b).

Luego, d(a,b) < 2¢ = d(A, B), de manera que d(a,b) < d(A, B), lo cual es una contradiccion.

Sea € =

Definiciéon 3 Sea A un subconjunto no vacio de un continuo X. El didAmetro de A, denotado
por diam(A), es
diam(A) = sup{d(a,b)|a,b € A}.

Notacién 1 Para cada A, B € 2¥, sean
E(A,B)={¢e>0/AC N(e,B)y BC N(¢,A)} y

E(A,B)HE(C,D)={e+6>0lcc E(A,B) yd € E(C,D)}.
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Teorema 3 Sea X un continuo. La funcion H : 2% x 2X — Rt U {0} definida para cada
A, B € 2%, por

H(A,B) = infE(A, B)

es una métrica para 2X.

Demostracién. Sean A, B,C € 2%

1.

Veamos que esta bien definida. Para esto, tenemos que probar que el conjunto E(A, B) es
no vacio y esta acotada inferiormente.

Observemos que d(z,y) < diam(X) + 1 para cada z,y € X.

Asi, A C N(diam(X)+1,B) y B C N(diam(X) + 1, A). De manera que diam(X) +1 €
E(A, B). Por lo tanto F(A, B) # (). Es claro que H(A, B) esta acotado inferiormente por

el cero.

. Para cada A, B € 2%, notemos que H(A, B) > 0.

Por definicion de E(A, B), deducimos que E(A,B) = E(B,A), de esto, para cada
A, B € 2%, tenemos que H(A, B) = H(B, A).

Para cada A, B € 2%, vemos que H(A,B) = 0 si, y sélo si, A = B. Sean A,B ¢ 2%,
Supongamos que que H(A, B) = 0. Mostraremos que A = B. Para esto, sean ¢ > 0 y
x € A. Como H(A,B) = 0, existe § € E(A,B) tal que § < e. Luego, A C N(6,B) y
como x € A, se sigue que x € N(J, B). Entonces existe y € B tal que d(z,y) < e. Asi,
y € B(z,¢) N B de donde B(z,¢) N B # () y como € era arbitrario, tenemos que x € B.
Puesto que B es cerrado en X, se sigue que x € B. Por lo tanto A C B. Analogamente se
prueba que B C A. Asi A = B.

Ahora supongamos que A = B. Luego, para todo € > 0, tenemos que € € E(A, B). Asi
H(A,B)=0.

. Finalmente veamos que para cada A, B,C € 2%, tenemos que

H(A,C)<H(A,B)+ H(B,C).
Para esto, demostraremos que
E(A,B)l/ E(B,C) C E(A,C)

tal que =€+ 6. Luego, AC N(¢,B) y BC N(6,C).
Veamos que A C N(53,C).

Six € A, existe y € B tal que d(z,y) < €, entonces, existe z € C' tal que d(y, z) < d. Asi,
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < e+ . Por lo tanto, A C N(8,C). Anélogamente, se puede
probar que C' C N(, A).

De esto, deducimos que § € E(A,C). Por lo tanto,

E(A,B){E(B,C) C E(A,C).
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De lo anterior, es inmediato que H(A,C) < H(A, B) + H(B,C). De acuerdo al teorema
2 y 3, para cada continuo X, tenemos que (2%, H) es un espacio métrico, H se le conoce

como la métrica de Hausdorff.

Teorema 4 Sea X un continuo A, B € 2X y ¢ > 0. Si H(A,B) < ¢ entonces A C N(e,B) y
B C N(¢, A).

Demostraciéon. Supongamos que H(A,B) < € , entonces existe &' € FE(A,B) tal que
ACN(Y,B)y BC N(§,A) y por el teorema 1 de la parte 2, tenemos que N(¢’, B) C N(e, B)
y N(8',A) C N(e, A). Por lo tanto A C N(¢,B) y B C N(e, A).

3. Existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio 2

Definicién 4 Sea X un continuo. Una funcion de Whitney para 2%, es una funcién continua

p: 2% — R tal que
1) Para cada z € X, u({z}) =0,
2) Para cada A, B € 2% tales que A ¢ B, tenemos que u(A) < u(B).

Sea X un espacio métrico compacto, elijamos un subconjunto denso y numerable D = {z1, 2o, ...}
de X. Para cada n, definamos
fhn 2 2% — [0, 00)

por
tn(A) = maz{d(a,z,)|a € A} —min{d(a,z,)|a € A}

esta funcion pu, esté bien definida ya que d es una funcién continua y A es un conjunto compacto.
Lema 1 p, es continua.

Demostracién. Sea ¢ > 0, A, B € 2X y § = 5 tal que H(A,B) < 6 . Veamos que fi, es

uniformemente continua. Como A y B son compactos, existen ai,as € Ay by,bs € B tales que

d(zn,a1) = mazx{d(z,,a)la € A} (2)
d(zp,a2) = min{d(z,,a)la € A} (3)
d(zn,b1) = maz{d(z,,b)|b € B} (4)
d(zp, b2) = min{d(zy,,b)|b € B} (5)

Como H(A, B) < 4, por el teorema 4, tenemos que A C N (4, B) y B C N(9, A), de manera que

existen x,y € A tales que

d(z,b1) <6y d(y,ba) <6 (6)

Luego de (2) y (6) tenemos que

d(zn,b1) < d(zn,x) +d(z,b1) < d(zn,a1) + 0
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ya que d(zp,x) < d(zn,a1). Asi,
d(zn,b1) — d(zn,a1) < 0
luego de (3) y (6) tenemos que
d(zn,a2) < d(zn,y) < d(zn,b2) + d(b2,y) < d(zpn,b2) + 0

ya que d(zn,a2) < d(zp,y). Asi
d(zn,a2) — d(zp,b2) <6

De manera anéloga existen z1,y; € B tales que
d(z1,a1) < dyd(yi,a) <9
Luego de (4) y (9), tenemos que
d(zn,a1) < d(zn,z1) +d(z1,a1) < d(zpn,b1) + 0,

ya que d(zp,x1) < d(zp,b1). Asi

d(zn,a1) — d(zn,b1) < 0
Luego de (5) y (9) tenemos que

d(2n;b2) < d(2n,y1) < d(2n,a1) + d(az,y1) < d(zn,a2) +6

ya que d(zp,a2) < d(zn,az2). Asi,

d(zn,b2) — d(zpn,a2) < 0

de (7) y (10), obtenemos que
|d(zn, a1) — d(zp,b1)| < 0

y de (8) y (11), obtenemos que
|d(zp, a2) — d(zp,b2)| < 6

de (12) y (13) se concluye que

|n(A) = pn(B)] = [(d(zn, b1) = d(2n, b2)) — (d(zn, a1) — d(zn, a2))|
< |d(2n, bl) - d(Zn, a1)| + |d(2n, a2) - d(zm b2)|
<d+d=c¢€

Lema 2 Si A C B, entonces pi,(A) < un(B).

(10)

(13)



22 Existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio 2%

Demostracion. Sea A C B, entonces {d(zy,a)|la € A} C {d(z,,b)a C€ B}. De aqui que
max{d(zn,a)la € A} < maz{d(a, z,)|a € B}, y

min{d(zn,a)la € B} < min{d(z,,a)la € A}

se sigue que

—min{d(zy,a)la € A} < —min{d(zp,a)|a € B}
entonces
tn(A) = maz{d(z,,a)la € A} —min{d(z,,a)|la € A}
max{d(z,,b)|b € B} — min{d(zn,b)|b € B}

pin(B)

IN

Lema 3 p, es uniformemente acotada.

Demostracion. Sea
M = diam(X) = max{d(z,y)|z,y € X}

entonces

maz{d(zy,a)|la € A} — mim{d(zn,a)la € A} < maz{d(zp,a)|la € A}
<M

ya que A C X. De donde p,(A) < M, para todo n € N y para todo A € 2%,

El siguiente teorema, es conocido como el criterio M. de Weierstrass, el cual, muestra una manera
de construir funciones continuas a partir de sucesiones de funciones continuas. Esto nos servira

para dar una expresion explicita de algunas funciones de Whitney.

Teorema 5 Si {y,}nen es una sucesion de funciones continuas del espacio métrico X en R y
M € R* son tales que |u,(z)| < M para todo x € X, entonces la funciéon p : X — R definida

por

_ - fn ()
p(x) = o

n=1

es una funcién continua.

Demostracion. Ver [1], pag 85.

Teorema 6 Si X es continuo, entonces existen funciones de Whitney.

Demostracion. Definamos
2% — [0, 00)

A
por u(A) = Mn2(n )., Por el Lema 1, la funcion p esté bien definida. Del Lema 3 y por el teorema

anterior, se sigue que u es una funcion continua.
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Ahora probaremos que pu verifica las propiedades (1) y (2) de la definicion de funciones de

Whitney. Para z € X,

pnf{x} = maz{d(a, zn)|a € {z}} — min{d(a, z,)|a € {z}}
=d(x,zy) —d(z,2,) =0

entonces pu{z} = 0. Sean A, B € 2% tal que A & B y elijamos by € B — A, por ser A cerrado,
existe € > 0 tal que B(bg,e) N A =( . Como D es denso, existe z, € D N B(bp, §). Asi

d(Zn, bo) <

| o

Para n probaremos que pi,(A) < pp(B). Notemos que
max{d(a, z,)|a € A} < maz{d(a,z,)|a € B}y

min{d(a, zn)|a € B} < min{d(a,z,)|a € A}

Ademas
min{d(a, z,)|la € A} > %

Por que de lo contrario, si

min{d(a, z,)|la € A} <

€
entonces existe a € A tal que d(a, z,) < R esto implica que

d(a’7 bo) S d(aa Z'n,) + d(zn’ bo) < g —|— % = €

Asi, a € B(bg,€e) N A lo cual es una contradicion. Entonces

€

min{d(a, zn)la € A} > 5
> d(zn, b())
> min{d(zy,b)|b € B}

luego,
pn(A) = maz{d(z,,a)|la € A} — min{d(z,,a)|la € A}
< maz{d(zy,b)|b € B} — min{d(zn,b)|b € B} = un(B)
entonces

pin(A) < pin(B)

por el lema 2, se concluye que pu(A) < u(B).
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