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Resumen: En este trabajo presentamos una manera distinta de probar la buena
definiciéon de la Trayectoria Central. Concepto derivado de la teorfa de los métodos
de punto interior. Para tal fin vamos a utilizar el concepto (muy poco utilizado) de
Cono de Recesion.

Palabras Claves: Métodos de Punto Interior, Trayectoria Central, Cono de
Recesion.

DEFINITION OF GOOD PATH CENTRAL

Abstract: In this paper we present a different way of testing the good definition of
the Central Path. Concept derived from the theory of interior point methods. To this
end we will use the concept (rarely used) Cone of Recession.

Key Words: Interior Point Methods,The Central Path, Cone Recession.

1. Definiciones Previas

1.1. Funciones Convexas con Valores en R

Vamos a considerar funciones mas generales que las habituales es decir con valores en
R := RU {+00} U {—oc}. Como los cilculos envuelven el +0co y —oo, adoptamos la regla:
r+ o0 = 4o0;si z € R, (2).(—00) = —o0; si « > 0y la regla menos obvia (0).(+o0) =
(+00).(0) = (0).(—00) = (—00).(0) = 0, asi mismo la expresion (+o0o — 00) es indefinida. La
siguiente definicién generaliza el concepto de funcion conveza.

Definicién: Una funcion f : R — R es llamada funcién convexa si Vz,y, \,u,v € R tal que
f(z) <u, fly) <v,0 <A< 1secumple

fOz+ (1 —-Ny) <Au+(1-XNv ..(1)

Sea f : R — R una funcion convexa, y sea f(z) < u, f(y) < v,0 < A < 1 entonces

fOz 4+ (1 =XNy) <Af(2)+ (1 = Nf(y) <Au+ (1= Av
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6 La buena definicién de la trayectoria central

es convexa segun la nueva definicién generalizada.
Reciprocamente, supongase que si f es funcion convexa segin (1), entonces para cualquier € > 0

se tiene f(z) < f(z)+¢€, f(y) < f(y) + €y por (1)
fQz+ 1 =Ny) <A(f(@)+e)+ (L =N(f(y) +€) =Af(z) + (1 -A)f(y) +e€

de donde concluimos que:

fAz+ 1 =Ny) <AM(2)+ A=A f(y) +e

por lo tanto f es convexa segtn la definicién clasica.

Definicion:
» El dominio efectivo de una funcién convexa f : R — R, denotado por dom(f) es el conjunto

dom(f)={x e R: f(x) < +o0}

» Una funcion convexa propia sobre R es una funcion convexa de R — RU {400} la cual no
es identicamente +o00.

= Una funcién convexa impropia sobre R es una funcién convexa sobre R que no es propia.

1. Es facil verificar que el dominio efectivo de una funciéon convexa f : R — R es convexa(y
asi un intervalo).

2. Una funcién convexa propia F': R — R con dominio efectivo I puede ser considerada como
una funcién obtenida al extender una funcién f convexa finita, con dominio I a todo R de

la siguiente manera
_ flx) si o xel
F(x)—{ +oo si x gl

Este proceso de extension, nos permite tratar funciones convexas finitascon diferentes dominios
como funciones convexas con valores en R y definidas en todo R. La clase de funciones convexas
impropias es facil de describir.

Teorema A: Sea f : R — R una funcién convexa impropia. Entonces f(z) = —oo siempre
x € Int(dom(f))

Demostracion: El teorema es valido si f(z) = 400 Vo € R.
Si f(z) # +oo entonces existe a € R tal que f(a) = —o0. Sea x € Int(dom(f)),x # a, entonces
existe y € dom(f), A €]0;1[ tal que x = Aa+(1—\)a. Luego, para cada a tal que f(y) < y < +00
yBeR

f@)=fAa+(1=XNa) <A+ (1 - N

como f(a) = —oo < y haciendo § — —f se tiene f(x) = —oc.

Definiciéon: (Semi - continua Inferiormente). Considere X un espacio topologico y sea f una
funcion f: X — R, a € X entonces f es llamada semi-continua inferiormente en a si para cada,
k€ R con k < f(a) existe una vecindad U de a tal que f(U) > k.

f es llamada semi-continua inferiormente si f es semi-continua inferiormente en todo punto de

X.



Observaciones:
1. Una funcion continua es semi-continua inferiormente.

2. Si a € X es un punto de acumulacion de X y f(a) = 4oo; si f es semi-continua
inferiormente en a, entonces
lim f(z) = 400

Tr—a

3. Si f(a) = —oo, entonces f es semi-continua inferiormente en a.

Definicién: (Epigrafo) Sea X un conjunto y f : X — R. El epigrafo epi(f) de f es el conjunto
() € X xR f(x) < A}

Observacién: La cerradura epi(f) del epigrafo de una funcién f : X — R es también un
epigrafo.

Definicién: Sea f: X — R una funciéon. La Céapsula semi-continua inferiormente f de f es la
funcion f : X — R cuyo epigrafo es epi(f).

Teorema B: Sea f: X — R una funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. f es semi-continua inferiormente.
2. {z € X : f(z) > A} es abierto para cada A € R.
3. {z € X : f(z) < A} es cerrado para cada A € R.

W

. epi(f) es cerrado (como subconjunto de X x R).
Demostracion: VER [6].

Definiciones:

1. El dominio efectivo de una funcién convexa f : V' — R denotada por dom(f), es el conjunto

{r eV : f(x) < 4o0}.
2. Una funcién convexa propia sobre V es una funcién convexa f: V — R U {+o0}.
3. Una funcién convexa impropia sobre V es una funciéon convexa f : V' — R la cual no es
propia.
Teorema C: Sea E un espacio topologico lineal sobre R provisto de un a topologia de
Hausdorff. Sea f: F — R una funciéon convexa impropia, entonces:
a) f(x) = —oo siempre que x € I,.(dom(f)) (interior relativo).
b) Si f es semi-continua inferiormente, entonces el dom(f) es cerrado y f [gom ()= —00.
Demostracién: VER [6].
Definiciéon: Sea F un espacio topolédgico lineal sobre R provisto de un a topologia de Hausdorff.

Sea f: E — R una funcién entonces:

a) La cerradura cl(f) de f es definida como la capsula semi-continua inferiormente f de f si f
en ningin punto es definido el valor —oo, 0 en otro caso si éste es definido como f = —oo.

b) f es llamado a ser cerrado si cl(f) = f.
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2. Cono de Recesion

Consideremos el siguiente problema lineal restringido convexo:

(P):} s.a. Azx=1b
x> 0.

donde
f: R" — R: f(z)U{+o0}

es una funcién convexa propia cerrada, A € R™*™ con m < n y b € R™. El dominio efectivo de
f sera denotado por ed(f), es decir

ed(f)={x e R": f(x) < 400}

Para formalizar las condiciones bajo las cuales el punto central (x(u),y(p), z(1)) exista debemos
asumir las siguientes hipoétesis:

Al) ed(f) es un conjunto abierto;

(A1)

(A2) f es diferenciable en ed(f);

» (A3) A es una matriz de rango completo, es decir, ran(A) = m < n;
(A4)

= (A4) Existe un punto interior viable.

Note que, como f es una funcién convexa propia cerrada, y dada las consideraciones se sigue que
f diverge a +00 en la frontera de ed(f) y también (f) es continua y diferenciable en ed(f).
El problema dual de Wolfe para (P) es

maz f(x) — y'(Az — b) — 2tx,
(D) : sa. Aly+z2=Vf(x)
z > 0.

Un punto viable (z,y, z) de D, con z > 0, es llamado una solucién interior dual viable.
El método de funcién barrera logaritmica aplicado a (P) genera una familia de problemas

minf(x ,uz logx;,

s.a. Ax—b
x > 0.

(Pu)

donde g > 0 es un pardmetro de penalidad.

Observe que la funcion objetivo en (P,) es una funcién estrictamente convexa, y asi el problema
(P,) tiene no més que un minimizador global, el cual es caracterizado por las siguientes
condiciones Karush-Kuhn-Tucker:

Az —b=0,z > 0. (1)
Aly+2—-Vf(x)=0,2>0 (2)
Zx — pe =0, (3)

Donde Z es la matriz diagonal con componentes del vector z en la diagonal principal y e es el
n-vector de puros unos.

La solucion de (1), (2) y (3) es llamado el punto central correspondiente a p > 0; esto es
denotado por (z(p),y(u),z(n)). Para cada p > 0, la buena definicién de punto central depende



de la existencia y unicidad de la solucion del (1), (2) y (3) anterior. La trayectoria central asociada
con el problema (P) es dado por

{(@(w), y(p), z())/p > 0}

Observe que la trayectoria central es un punto interior primal-dual viable. Para estudiar la buena
definicion de la trayectoria central, definiremos la funcion ®, por

flz) — uZlong, si Az =b,x >0,z € ed(f);
@H(‘T) = j=1

+00; otro caso.
y la funciéon f por
f(x) - +00; otro caso.

_ _{f(x), st Az =b,x >0,z € ed(f);

Es facil de ver que ®, y f son ambas funciones convexas cerradas propias y que ®, es
estrictamente convexa en su dominio efectivo. Definimos los conjuntos de nivel I'(«, ) y T'oque
seran llamados @, - conjunto de nivel y f - conjunto nivel correspondiente para o € R; y definidos
como:

Dlayp) = {z € R/, < )
Fa:{CCGRn/]ESOz}

Ambos I'(a, 1) y f son subconjuntos (convexos) cerrados de R", ya que ®,, y f son funciones
cerradas (convexas).

Definicion: El cono de recesién de un conjunto convexo C' C R™ es dado por
OTC={veR"/c+tv CC, VeceC,Vt>0}

Recordemos también algunos buenos resultados de anélisis convexo los cuales serdn de posterior
utilidad.

Lema 1: Un conjunto convexo cerrado y no vacio C' en R" es limitado si y s6lo si su cono de
recesion O C consiste del tinico vector nulo.

Demostracion: Por ser C limitado

3k >0/||c|| <k, VeeC. (4)
Por definicion de cono de recesion de C' dado z € OTC
c+tzeC, Vt>0, ceC. (5)
De (4) y (5) tenemos
le+tz|| <k; Vt>0
][%+z]]g%(:)\%—i—zi]g%;W:l,Q,...,n. (6)
Ahora cuando ¢t — 400 en (6) tenemos que

25| =0
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Por lo que
z=120

Ahora supongamos que C es ilimitado, probaremos que existe un z # 6 tal que
c+tzeCVee C, Vt>0

Como C es ilimitado, existe una {c, }nen en C' tal que

lenll > n+lcll, VneN (7)
y por propiedad se cumple ||c,| — |lc]| < |len — €]
lenll < llen = cll + [le] (8)

de (7) y (8)
llen — ¢l > n;¥n e N

definimos la siguiente sucesiéon

Cp—C
2= ——=:
len — ¢l

entonces ||z, || = 1, asi {z, }nen es limitada. Por el Teorema de Weierstras

{2z, }ren una subsucesion que es convergente, esto es 3z € C tal que
limzy,, =z
y por la continuidad de ||.||; tenemos ||z|]| =1 > 0 o sea ||z]| > 0 = z # 0.

Afirmamos que z € OTC
Por ser C convexo y ¢, ¢, elementos de C, entonces

(I—=XNc+Azp, €C, Yre(0,1)

esto equivale a

c+A(ep, —c)eC, YA€ (0,1)
c+ Allen, —¢ll-zn,, YA€ (0,1)

c+ %chk —c|l.tzn,, VYA€ (0,1);t6>0 9)
definamos ;
Any = m; Any, > 0.
y Vemos que
kEI—ir—loo)\nk =0

y por definicién de limite tenemos
dado e =1; 3ng € N/k > ng = |\, | <1 es decir

0< A, <1, k>nyg. (10)
De (9) y (10) tenemos, particularizando A = A,

A
c+ %chk —cl|(t.zn,) €C; Ay, €(0,1); k>ng

c+tz,, €C; k>ng
ahora tomando limite (cuando k — 400)
c+tzeC; Vi>0
pero
otC = {0}
asi que
2€O0TC, z#40

es una contradiccién. Por lo tanto

0" C # {0}
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Lema 2: Los conjuntos de nivel no vacios de una funcién convexa propia cerrada son todas
limitadas o ilimitadas.

Demostracion: Sea g : R” — R una funcién convexa cerrada propia y
I'(g,a) ={z € R" : g(x) < o}
su conjunto nivel cerrado con respecto a a.

i) Supongamos que el conjunto nivel I'(g, 3) es ilimitado. Asi que, por el lema anterior, su
cono de recesion O1T'(g, 3)tiene un punto no nulo z, esto es:

y+tzel(g,B),Yyel'(g,B); Vt>0

» Si 3 < a, entonces I'(g, 5) C I'(g, @) por lo que I'(g, ) es ilimitado.

» Si 3> a, entonces I'(g, ) C I'(g, 3) , probaremos que I'(g, @) es ilimitado.
En efecto: Sea z € I'(g,a) y z € OTT'(g,8) . Por otro lado z +tz € I'(g,3) , Vt > 0.
Ademaés, sean A,r € R tal que A+r =1

t
glx+tz) =g(lx+tz) =g(AN+r)x+1tz) =ghx +rx+tz) = gAx +r(x+ ;z)); r >0
por ser g convexa
t
9z +1t2) < Ag(z) +rg(z + —2))
Es facil notar que si z € I'(g,a) y (z + £z) € I'(g, ), luego
g(x +tz) < Xa+rp

Si hacemos r — 6 tenemos
glx +1tz) <\

Como: 1>A>0
gz +tz) <a

Por lo que z +tz € I'(g, ) y z # 6 entonces
z€O0'I(g,a), z#0

y por el lema anterior I'(g,«) es ilimitado. Asi que todos los conjuntos de nivel son
ilimitados.

ii) Supongamos que I'(g, 3) es limitado y por el lema 1.
O*I(g,5) =0
» Si a < 3, entonces I'(g,a) C I'(g,3) v como I'(g,3) es limitado entonces I'(g, ) es
limitado.

» Si < a, entonces I'(g, 3) C I'(g, @) afirmamos que I'(g, @) es limitado.

Si suponemos que I'(g,«) es ilimitado y usando los mismos argumentos dados en (b)
tendriamos que I'(g,3) es ilimitado y esto es una contradiccion. Por lo que I'(g,«) es
limitado. Asi que todos los conjuntos de nivel son limitados.

Corolario 1: Una funcién convexa propia cerrada tiene conjuntos de nivel limitados no vacios
si y so6lo si el conjunto de sus minimizadores (no restringidos) es no vacio y limitado.
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Demostracion: Sea f la funcion convexa, propia cerrada y definamos o = f(z*), donde z* es
el minimo de f.
Definamos el siguiente conjunto:

" = {z € R"/f(2) < a}

Este conjunto es el conjunto de minimizadores de f y al mismo tiempo es un conjunto de nivel
para f. Luego le aplicamos el lema 2. Si I'* es un conjunto no vacio y limitado entonces, cualquier
conjunto de nivel I'g para f serd no vacio y limitado también.

Por hipétesis I'* es no vacio y limitado entonces I'g es no vacio y limitado. El reciproco también
es valido por el Lema 2.

3. Resultado Principal

Ahora probaremos el siguiente teorema el cual brinda las condiciones necesarias y suficientes
para la buena definiciéon de la trayectoria central asociada con el problema (P).

Teorema 1: Las siguientes condiciones son equivalentes:

(C1)EI conjunto solucion del problema (P), sol(P), es no vacio y limitado.

(C2)La trayectoria central {(z(u),y(p),z(1)) : u > 0} esta bien definida.

(C3)Para algtn py > 0, el punto central {(x(uo),y(ro), z(po)) : po > 0} esta bien  definida.
(C4) Existe un punto interior dual viable (Z,7,z) € R x R™; Ay +z =V f(T) y z > 0.

Demostracion:

Cl=(C2
Supongamos que la condicion C'1 es valida. Consideremos p > 0 y por C'4 3x tal que

Az =b; z>0; f(z) < +o0.
Definimos a = ®,(Z) y debemos probar que:
O'TI'(a,pn) = {0}.
En efecto, sea v € R™ un elemento de O1T'(a, 1) . Luego para todo = € T'(a, u) y t > 0, se tiene
Q,(x +tv) <a < 400
Por la definicion de @, se tiene

A(x +tv) = b, (11)
r+tv>0 (12)

a>d,(x+tv) = fx+tv) — uZlog(xj + tvj)
j=1

a> flx) +tVf(z)v— ,uz log(x; + tvy)
j=1

donde la segunda desigualdad es debido a que f es convexa.
Debemos afirmar que
Vf(z)v<0; Voel(apu)
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por que vj; > 0 es valida por la viabilidad de  + tv, obtenida de (11) — (12) y por el hecho de
que el logaritmo crece més lentamente que una funcién lineal de ¢.

En efecto si suponemos V f(x).v > 0 y sabiendo que ¢ > 0 y v; > 0 y el logaritmo crece mas
lentamente que la funcion lineal en ¢, para algin ¢( lo suficientemente grande se tendra

toV fi(z)v — ,uZlog(xj +tovj) >0
j=1

Luego
Oz +tov) > f(x) + 1oV (x)w—p ) log(z; +tovy) > f(z) (%)
j=1
Pero

f(z+tov) > f(z + tov) — MZ log(x; + tov;) = ®u(z)tov (%)
j=1

De (*) y (**)

[z +tov) = f(x)
Considerando = = xx y « + tov = 11 se obtendria

f(xry1) = flz)

Lo cual contradice el hecho de ser Z log(x;) una funcion barrera (ver[l]).
j=1

SV (2)0 <0

Por otro lado de la definicion de I'(a, i) es facil notar que € I'(@, p), entonces

T+tvel(a,p), VE>0
luego, tenemos
Vi@ +tv)v <0, Vt>0

Entonces f(Z + tv) es una funciéon no creciente de ¢ > 0, asi que
f@+tv) < f(z), Vt>0 (13)

Asi mismo como 7 € I'(a, 1), y usando (11) y (12) con = = z, se deduce que = + tv es viable
para todo ¢t > 0. Luego, I'(a, u) = {Z + tv : t > 0} y de (13), se concluye que,

Pla,p) ={+tv:t 20 C{Z+tv: f@+tv) < f(@)} =T}

donde B = f(x) Luego por la condicion C'1 y el corolariol implica que el conjunto no vacio I’ 3
es limitado. Luego I'(a, i) es también limitado y por el corolario 1 implica que el conjunto

O*T(@, ) = {0}

En vista del lema 2, se sigue que I'(@, ) es conjunto limitado (no vacio).

Concluimos que ®,, alcanza su minimo z(u), el cual es tnico debido a la convexidad estricta en
su dominio efectivo. Note que, por la consideraciéon O3, la matriz AA'es no singular, entonces,
tomando

2(p) = pX " (p)e
Entonces
y(u) = (AA) AV f (2 (n)) = 2(n))
Vemos que (z(p), y(1), z(p)) es la solucion tnica del sistema (1), (2) y (3), asi, la condicion C2
es probada.
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C2=C3
La condicion C2 implica C3. Es obvio C2.

C3 = C4
Si tomamos la condicion C3, entonces (z(uo), y(1o), 2(1o)) satisface el sistema (1), (2) y (3) para

= po. Asi, la condicion C4 es verdadera con (Z,7,z) = x(uo), y(1o), 2(1o))-
C4=C1
Sea x € R" tal que:
Az —b=0, >0 (14)
luego, usando la convexidad de f, (14) y la condicion C4, obtenemos
J(2) > F(@) + V@) (@ - 7) = f(2) + (A% + 2)'(x - 2)
f(x) > f(2) — (A'g+2)'.z +b'g + 2z (15)
Az =0
Aly+z=Vf(z); >0
De la condicion C4, vemos que existe un o € R tal que
z>0o>0; Vi=1,2,...,n (16)

Combinando (15) y (16), obtenemos: como z > 0 y x > 0, entonces
n n

x> ZO‘CCZ' = J(in) =ollz|1 >0
i=1 i=1

f(z) > K 4 ollz| (17)
donde

f(x) > K 4 o||z||; > K haciendo f(x) = f(z)
L(f,a) ={z €R"/f(z) < a}

Si suponemos que I'(f, @) es limitado y no vacio entonces todos los conjuntos de nivel de f son
limitados y no vacios, ya que f es convexa, propia y cerrada, y aplicando el corolariol se concluye
que el conjunto de minimizadores sol(P) es no vacio y limitado.

0

4. Conclusion

En este articulo presentamos una nueva forma de probar la buena definiciéon de la Trayectoria
Central a partir del concepto de Cono de Recesion. De esta manera se muestra que se pueden
llegar a los mismos resultados que la teoria clasica de los métodos de Punto Interior siguiendo
otros caminos. Asi mismo esperamos que sea de gran interés y motivaciéon para seguir nuevos
linderos en esta area de investigacion.
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