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Resumen: El presente trabajo muestra que todo cuerpo convexo de didmetro h esta
contenido en un cuerpo completo y de ancho constante h, usando para ello la nocién
de H-convexidad.
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COMPLETION OF CONVEX BODIES

Abstract: This paper shows that every convex body with dia-meter h is contained
in a full body of constant width h, using the notion of H-convexity.
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1. Introduccién

Sea C' C R™ un cuerpo convexo, es decir C' es convexo, compacto y tiene interior no vacio. Dado
v eSS ={z €R": |z| =1}, definimos hc(v) como la mayor distancia desde el origen hasta
un hiperplano de soporte de C' con normal v, es decir ho(v) = mdz{(z,v) : z € C}.

El ancho de C en la direccion de v, denotado por A¢(v), viene dado por Ac(v) = he(v)+he(—v).
Dado A € R, diremos que un cuerpo convexo C' tiene ancho constante A si para todo v € S~ se
tiene que Ac(v) = A. Todo cuerpo convexo esté incluido en un conjunto de ancho constante, de
hecho la esfera es el conjunto de ancho constante méas simple que contiene a un cuerpo convexo;
pero jel didmetro de dicha esfera podria coincidir con el didmetro del cuerpo convexo? la respuesta
a dicha interrogante es en general, negativa. Basta tomar C = Co{(—1,0),(1,0),(0,v/3)} que
tiene didmetro 2 y la circunferencia circunscrita tiene radio %

El teorema de Meissner afirma que todo cuerpo convexo de didmetro h estd incluido en un
conjunto de ancho constante h, dicho conjunto es llamado complecion del cuerpo convexo. Luego
la respuesta a la interrogante es positiva si consideramos conjuntos de ancho constante en lugar
de esferas. Para probarlo usaremos la nociéon de H-convexidad. El lector interesado en mayores
detalles puede consultar las referencias [1], [2], [3] ¥ [4].

2. Preliminares

Definiciéon 2.1 (Conjunto diametralmente completo) Dado C C R™ no vacio y acotado.
Se dice que C' es diametralmente completo si para x ¢ C se tiene

diam(C) < diam(C U {z})
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De la definicién se sigue que completez diametral implica compacidad, pero compacidad no
implica dicha completez, para ver esto basta considerar una corona circular.
Sea h € R*, denotemos por Ay, al conjunto de todos los cuerpos convexos tales que su didmetro
es h, es decir

Ap ={A CR": A es cuerpos convexos, diam(A) = h}

Los conjuntos diametralmente completos con didmetro h son elementos maximales en Ay,.

Teorema 2.2 Sea C C R™ un cuerpo convexo. Si C es un conjunto de ancho constante A,
entonces C' es diametralmente completo y diam(C) = A.

Demostracién. Por ser C' de ancho constante A, se tiene diam(C) = max{Ac(v) : v € S*71}.
Como Ac(v) = X para todo v € S"! entonces diam(C) = X. Ahora probemos que C es
diametralmente completo. Sea z ¢ C tomemos w € C tal que ||z — w|| = d(z,C). Sea v € S*~1
con direccion x —w, existen a,b € C tales que ||la—b|| = Ac(v) = A. Notemos que z—w es paralelo
con a — by consideremos que a se halle mas cerca de w que b. Supongamos que w ¢ {a,b}. Como
w € B[b,\] y z € L entonces d(z,[a,w)) < || —w||, absurdo. Luego a = w por tanto a € (x,b)
de donde
A< la =0l + bzl = [lz - al

Entonces diam(C') < diam(C U {x}), luego C es diametralmente completo. ]

Definicién 2.3 (Conjunto H-convexo) Sean h € Ry y P,Q € R" tales que ||P — Q|| < 2h.
El h-segmento determinado por P y Q, el cual denotaremos por [P, Q] viene dado por

[Pa Q]h = m{Bh[C] :PQ € Bh[c]’ ce Rn}

Donde By|c] es la bola cerrada en R™ de centro ¢ y radio h. Diremos que un cuerpo convero C
es H-convexo de valor h si dados P,@Q € C entonces [P,Q]n C C.

De la definicion notamos que si h se toma muy grande entonces el h-segmento [P, Q] tiende
a ser el segmento [P,Q]. Es decir la convexidad usual puede ser vista como caso limite de la
H-convexidad de valor h.

Al igual que en convexidad usual se prueba que la intersecciéon arbitraria de cuerpos H-convexos,
es un cuerpo H-convexo, lo cual permite definir un andlogo al de capsula convexa de un conjunto.

Definiciéon 2.4 (Extension H-convexa) Sea C' un cuerpo convezo tal que diam(C) < 2h. La
extension H-convera de valor h de C que denotaremos por &,,(C), es la interseccion de todos
los cuerpos H-convexos de valor h que contienen a C.

Se sigue directamente de la definicion que si diam(C') = h, entonces diam(&;,(C)) = h.

Proposicion 2.5 Todo conjunto diametralmente completo en R"™, es H -convezo.

Demostracion. Sea diam(C) = h. Basta notar que &;,(C) es un cuerpo convexo tal que
diam (S, (C)) = h entonces &;,(C) € Ay, por maximalidad se tiene que C' = & (C). ]

Proposicion 2.6 Todo conjunto de ancho constante en R™, es H-convezo.

Demostracién. Sea C' un conjunto de ancho constante h. Dado d € S~ !, existen xg,yo € C
tales que Ac(d) = (o — yo,d). Sean €4 = By[xo] y €, = By[yo] entonces C C €4 N ¢, de donde
C C (€4 N ) donde la interseccion se realiza para todo d € S"~ 1.

Como © = ((€qN¢)) es H-convexo de valor h, probaremos que C' = D. En efecto; basta probar
que ® C C. Sea z € © y supongamos que z ¢ C, existe un hiperplano ¥ que separa estrictamente
a z de C. Sin pérdida de generalidad consideremos que C' C X7. Sea u € R™ un vector unitario
y normal a 3. Entonces © C €, N €, C X luego z ¢ D, absurdo. ]
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Proposicion 2.7 Sean P y Q en R™. Si 1/3-6\2 denota al menor arco de una circunferencia de
radio h que pasa por P y Q, entonces PQ C [P, Q]p.

Demostracién. Supongamos 1/3-6\2 ¢ [P,Qln, existe z € F@ tal que =z ¢ [P,Q]; donde
[P,Qln = ﬂBheF By, donde T' es dado por T' = {By, : P,Q € 0By}. Existe z € R™ tal que
P, QQ € OBy[z] pero x ¢ By[z]. Sea C el circulo de centro ¢, que pasa por P,  y x. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que P, @) y ¢ son coplanares (basta hacer una rotacion sobre
PQ). Luego ¢ = z, entonces = € By|z], absurdo. ]

Definicion 2.8 (H-esfera de soporte) Sean C' C R™ un cuerpo convexo y una esfera € de
radio h. Decimos que € es una H -esfera de soporte de valor h de C' si contiene a C' y su frontera
intersecta C.

Teorema 2.9 Todo cuerpo H-convexo de valor h posee una H-esfera de soporte de valor h en
cualquier punto de su frontera.

Demostracion. Sea C' C R™ un cuerpo H-convexo de valor h. Dado P € 9C, existe ¥ un
hiperplano de soporte de C' en P con normal unitaria p, que sin pérdida de generalidad es tal
que C C ¥F. Probaremos que € = By[c] es una H-esfera de soporte de valor h de C, donde
¢ = P — hu. En efecto; supongamos C' ¢ € entonces existe @ € C tal que Q ¢ €. Sea X' el plano
generado por los vectores p y P—Cj Como [P, Q] C C luego ||P — Q|| < 2h, entonces es posible
construir un circulo C de radio h en ¥’ que pase por P y Q. Para mostrar esto basta tomar
d € By[P] tal que |[P— || = || — Q|| = h y hacer C = By[¢/]. Notemos que €N Y es un circulo
en ¥’ que no contiene a Q y ¥ NY’ es una recta en X’'. Como C # € N X entonces ﬁ@ Z ¥t lo
cual contradice la proposicién 2.7 . [

Corolario 2.10 Todo cuerpo H-convezxo de valor h es la interseccion de sus H-esferas de soporte
de valor h.

Demostraciéon. Sea C' un cuerpo H-convexo de valor h. Por el teorema anterior para todo
P € 0C existe una H-esfera de soporte €p de valor h de C. Entonces C' C (pcgo €p-
Supongamos mPeE)C ¢p Q C', entonces existe x € €p para todo P € 9C tal que x ¢ C. Sean
z € 0C tal que d(z,C) = ||z — z|| y X el hiperplano de soporte de C' en z de donde = ¢ €,
absurdo. Por tanto C' = (pcgo €p- ]

3. Teorema Central

La nocién de H-convexidad permite probar de manera ingeniosa dos grandes resultados de la
geometria convexa.

Lema 3.1 Sea C un cuerpo convezo de didmetro h. Para todo v € S*™1, existe un cuerpo convezo
R de didmetro h, que contiene a C' y tal que Ag(v) = h.

Demostracién. Sea v € S"~1. Si Ax(v) = h, el resultado se sigue tomando R = C. Supongamos
que Ac(v) < h, luego existen g, yp € C tales que Ac(v) = (xo—1yo,v). Sean X1 y ¥y hiperplanos
de soporte de C' en xg y yg respectivamente, consideremos que C C E;. Por el teorema 2.9, existe
una H-esfera de soporte €,, = By[z] de valor h tal que C' C &,(C) C €,,. Notemos que X separa
estrictamente a z de C, entonces consideremos R = &;,(S(C) U {z}) el cual tiene didmetro h,

pues diam(Sp(C) U {z}) = diam(Sy(C)) = diam(C) = h y ademés Ax(v) = ||zo — 2| =h. =

Estamos ahora en condiciones de probar el reciproco del teorema 2.2.

Teorema 3.2 Todo conjunto diametralmente completo en R™, es de ancho constante.
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Demostracion. Sea ¢ C R™ un conjunto diametralmente completo de didmetro h, por la
proposicién 2.5, C' es H-convexo de valor h. Supongamos que C' no sea de ancho constante,
luego existe v € S~ ! tal que Ac(v) < h. Sea R como en el lema 3.1, entonces R es un cuerpo
convexo de didmetro h que contiene propiamente a C', por lo que C' no es maximal, absurdo. =

El siguiente teorema es el resultado principal del trabajo, nos dice que todo cuerpo convexo
admite una compleciéon de ancho constante.

Teorema 3.3 (Meissner) En R", todo cuerpo convero de didmetro h estd contenido en un
cuerpo de ancho constante h.

Demostracion. Sea C' C R™ un cuerpo convexo de didmetro h. Como cualquier subconjunto de
R” es separable, entonces para S"~! existe un subconjunto numerable y denso S = {vi}2, C
S*~1. Por el lema 3.1, sean {M;}72, una coleccion de cuerpos convexos de didmetro h y tales que
para todo k € N, Ay, (vi;) = h ademas

CCRCRyC...CR, C...
Afirmamos que [J;2; PR; es un convexo de didmetro h.

En efecto, sean a,b € | J;2, R, existen 4, € N tales que a € R; y b € R, podemos suponer i < j,
entonces [a,b] C R; de donde [a,b] C [J;2; R; y ademas se tiene ||a — b|| < h. Entonces [ J;2; R;
es convexo y con diametro h.

Sea A = [J;2, My, entonces A es un cuerpo convexo de didmetro h.
Afirmamos que 2 es de ancho constante h.

Dado k € N como P, C 2 entonces h = Ap, (dr) < Ag(dy) < h luego Ay(dy) = h, para
todo k € N. Sea d € S"~! entonces existe (d;)22; C S tal que d; — d, usando la continuidad de
la funcién ancho h = Ag(dy) — Ag(d), entonces Ag(d) = h, para todo d € S*~1. ]

4. Conclusiones
4.1 Todo cuerpo convexo en R"™ admite complecién de ancho constante.

4.2 Las nociones de ancho constante y completitud son equivalentes en R".

4.3 La convexidad usual puede ser aproximada por la H-convexidad, por lo que se espera para
futuros trabajos obtener resultados del analisis convexo clasico para conjuntos H-convexos.
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