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Resumen: Presentaremos el algoritmo del punto proximal sin restricciones para calcular ceros de

operadores monotonos maximales con norma Euclidiana 7 : R” = R” que genera una sucesion {x¥} ¢ R”
-1

definida de la manera siguiente: xo es dado y xg4; € (1 + iT) (xx), donde {Ax} es una sucesion de

numeros positivos tal que 0 < A < A para algin A > 0. Probaremos que esta sucesién xj converge a
un cero de T, luego vamos a resolver el problema de desigualdad variacional que es definido asi, dado
T : R" = R” mono6tono maximal y C C R” un conjunto cerrado y convexo, el problema consiste en
calcular z € C tal que u € T(z) satisfaciendo (u,x —z) > 0, Vx € C, probaremos que la sucesion xj
generada por el algoritmo converge a una solucién del problema de desigualdad variacional.

Palabras Claves: Conjunto Convexo, Funciones convexas, Operadores Mondtonos, Algoritmo
del Punto Proximal, Desigualdad Variacional.

Proximal Point Algorithm for Variational Inequality Problems in R”

Abstract: Present the proximal point algorithm whithout restrictions to find zeros of maximal mono-
tone operators with the Euclidean norm 7 : R” = R” that generates a sequence {x¥} C R” in the following

—1 —
way, given xo and xxy; € (1 + ﬁT) (xx), where {Ar} is a sequence of positive number 0 < A < A

for some A > 0. We show that the sequence x converges to zero of T, then we will solve the problem of
variational inequality is well defined given T : R” = R” maximal monotone and C C R”" a closed convex
set, the problem is to calculate z € C such that u € T'(z) satisfying (u,x —z) > 0, Vx € C, we prove that
sequences x; generated by the algotithm converges to a solution of the problem of variational inequality.

Key Words: closed convex set, functions convex, monotone operator, proximal point algorithm,
variational inequality.

1 Introducciéon

Dada una funcién f : R" — R convexa y limitada inferiormente, el problema de optimizacién

. Y, . . min
convexa sin restriccion es definido como _cpn f(X)

Cuando x esta restringido a un conjunto convexo cerrado C C R” obtenemos el problema de

C . .. . min
optimizacion restricto o~ f(x)
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52 ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL

Este problema se puede expresar con ayuda del subdiferencial df de f como sigue
Encontrar x* € R”, tal que 0 € 9f(x™) (1)

o encontrar x* € C tal que si existe u € df(x*) satisfaciendo

(u,y —x*) >0 paratodoyeC (2)

Cuando f es una funcién convexa semicontinua inferiormente, tenemos que df : R” = R” es
un operador monétono maximal (Teoremaxx) asi obtenemos extensiones de los problemas (1)
y (2) reemplazando el operador df por cualquier otro operador monédtono maximal de interés
T : R* =2 R” de la siguiente manera

Encontrar x* € R”, tal que 0 € T'(x™) (3)
o encontrar x* € C tal que existe u € T'(x*) satisfaciendo

(u,y —x*) >0 paratodo y € C (4)

de esta forma el problema (3) asociado a un operador monétono maximal es el problema de
encontrar ceros de T, el problema (4) sera llamado problema de desigualdad variacional para el
operador T en el conjunto C el cual denotaremos PDV(T; C)

2 Metodologia

Vamos a definir las ideas necesarias tales como el conjunto convexo y la funcién convexa

2.1 Existencia de Soluciones
Sea D C R" y una funcién f : D — R el problema
min f(x) tal que x € D (5)

consiste en encontrar un minimizador de f en un conjunto D el cual es llamado conjunto factible
y f es llamada funcién objetivo.

Definicion 2.1. Decimos que x* € D

1. Es un minimizador global de (5) si
f(x*) = f(x), VxeD (6)
2. Es un minimizador local de (5) si V' .C D

f(x*) < f(x), Vxe DNV (7)

Si x # x* y las desigualdades (6) y (7) son estrictas, diremos que x* es llamado minimizador
estricto (global o local respectivamente)
Para D = R”" el problema (5) toma la siguiente forma

min f(x) tal que x € R” (8)

Decimos que el problema (8) es irrestricto
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Teorema 2.2. (Teorema de Weiertrass) Sea D un conjunto compacto no vacioy f : D — R
una funcién continua, entonces el problema de minimizar f en D tiene una soluciéon global
Demostracion. Vea |2] [

Definicion 2.3. Una funcién es coerciva en un conjunto D si para toda x C D tal que ||x|| —
00 0 X} — x € D cuando x — oo entonces liminfy o f(xg) = 00

Ejemplo 2.4. Sea xo € R”, suponga que el problema (8) tiene solucién y es definida por la
funcion F : R* — R donde F(x) = f(x) + %Hx — Xg|| entonces F es coerciva en R”.

Teorema 2.5. Sea D C R" y f : D — R una funcién continua y coerciva en D, entonces el
problema de minimizar f en D posee solucién tnica global.
Demostracion. Vea [2] [

Definicion 2.6. Una funcién f : D — R es semicontinua inferiormente en un puntox € D C R”
cuando para cualquier sucesion xp C R” tal que xz — x cuando (kK — 00) se tiene que

liminf f(xg) > f(x)
k—o00
Decimos que f es semicontinua superiormente cuando con las mismas condiciones

limsup f(xg) < f(x)

k—o0
Una funcion f es semicontinua inferiormente (superiormente) en el conjunto D, cuando es semi-
continua inferiormente (superiormente) en todos los puntos de D

Conjunto Convexo

Definicion 2.7. Un conjunto D C R” es convero si para cualesquiera x,y € D y « € [0, 1] se
tiene que
ax+(l—a)yeD (9)

El punto ax 4+ (1 — )y se llama combinacion convera de x e y con parametro o

Funcion Convexa

Definicion 2.8. Sea D C R” un conjunto Convexo, se dice que f : D — R es una funcion
convexa en D cuando para cualesquier x,y € D y cualquier o € [0; 1] se tiene que

flax + (1 -a)y) =af(x) + 1 -a)f(y) (10)

Se dice que f es estrictamente convera cuando la desigualdad anterior es estricta para todo
x#yyacl01]

Definicion 2.9. El Epigrafo de la funciéon f : D — R es el conjunto
Ef={(x,c)e DxR| f(x) <c}

Teorema 2.10. Sea D C R un conjunto convexo, una funciéon f : D — R es convexa en D siy
solo si el epigrafo de f es un conjunto convexo en R” x R

vea [5]
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Definicién 2.11. El problema
min f(x) sujeto a x € D (11)

es un problema de minimization convexa cuando D C R" es un conjunto convexoy f : D — R
es una funcién convexa en el conjunto D.

Teorema 2.12. Sea D C R” un conjunto convexo y f : D — R una funcién convexa en D.
Entonces todo minimizador de local del problema ( 11 ) es global.

El conjunto de minimizadores es convexo, si f es estrictamente convexa, entonces el minimizador
es unico.

Demostracion. Vea [2] |

Definicion 2.13. Sea D C R" el conjunto de nivel de la funcién f : D — R asociado a ¢ € R
es

Lep(e)={xeD/ f(x) =c}

Teorema 2.14. ( Caracterizacion de funciones converas ) Sea D C R un conjunto convexo y
abiertoy f : D — R una funcién diferenciable en D, las proposiciones son equivalentes

1. La funcién f es convexa en D.
2. Para todo x € D y todo y € D, se cumple f(y) > f(x) + (Vf(x),y —x) .

3. Para todo x € D y todo y € D,se cumple (V f(y) =V f(x),y —x) > 0.

Demostracion. Vea [2] |

Corolario 2.15. Sea D C R un conjunto convexo y abierto y f : D — R una funcién diferen-
ciable en D, las proposiciones son equivalentes

1. La funcién f es estrictamente convexa en D.
2. Paratodox e Dytodoye D, x#y, f(y)> f(x)+(Vf(x),y —x) .
3. Paratodox e Dytodoye D, x#y, (Vf(y)—Vf(x),y—x)>0.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior |

Teorema 2.16. Sea f : R” — R una funcién diferenciable y X un minimizador local de f,
entonces V f(x) = 0.
Demostracion. Vea [2] |

2.2 Subgradiente de una funcién

Definicion 2.17. Sea f : R" — R una funcién convexa, decimos que y € R” es un subgradiente
de f en el punto x € R” si

f(2)> f(x)+ (y.z—x) Vz eR"

El conjunto de todos los subgradientes de f en x es llamado el subdiferencial de f en x
denotado por df(x)

f(x) ={y eR/ f(2) = f(x) + (y.z —x)}
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Teorema 2.18. Sea f : R” — R una funcién convexa, entonces para todo x € R” el conjunto
df (x) es no vacio, convexo y compacto.
Demostracion. Vea [2] [

Teorema 2.19. Una funcion convexa f : R” — R es diferenciable si y solo si el conjunto 9f(x)
contiene un tnico elemento, se denotara como df(x) = {V f(x)}
Demostracion. Vea [5] |

Teorema 2.20. Sea f : R” — R una funcién convexa, hay minimo en el punto X € R” si y solo
si 0 € df(x)

Demostracion. Vea [5] u
2.3 Funciones convexas con valores en R U {+o00}

Extenderemos las funciones convexas vistas en la Seccién 2.3

Definicién 2.21. Una funcién f : R" — RU {400}, no idénticamente 400, se dird convezra si
para todo (x,y) € R” x R” y todo « € (0, 1)

flax + (1 —a) <af(x) + (1 —a)f(y)

Definicion 2.22. El dominio efectivo de una funcién convexa f : R?” — R U {+o00}, es el
conjunto denotado por dom(f) ={x e R/ f(x) < o0}

Definicion 2.23. Una funcién es llamada Cerrada si su epigrafo es cerrado en R” x R o su
conjunto de nivel es cerrado.

Definicion 2.24. Sea f : R" — R U {400} una funcién convexa, el Subdiferencial de f es
x € R” es el conjunto df(x) definido

{seR"/ f(y)= f(x)+{s.y—x), Vy eR"} sixedom(f)
¢ six €dom(f)

Teorema 2.25. Sean f, g : R” — R funciones convexas

1. 3(f + g) D df(x) + dg(x) para toda x € R"

If (x) =

2. Sea x € ri(domf(x)) Nri(dom(g)) tal que df(x) y dg(x) son no vacios, entonces
A(f + &) = 9f(x) + 9g(x)

Demostracion. Vea [2] |

2.4 Conjugada de una funcién convexa

Definicion 2.26. Sea f : R” — R U {+o00} funcién convexa y propia, definimos la funcion
conjugada de f como

J*(s) = sup {(x,5) — f(x)}

x€R”

donde f*:R"” - R U {+o00}

Teorema 2.27. Sea la funcién convexa, propia y semicontinua inferiormente f : R? — RU{+o0}
donde f es finita en x € R", entonces s € df(x) si y solo si f*(s) = (x,s) — f(x).

Este Teorema garantiza que si f : R” — R es una funcién convexa y s € df(x) para algin
x € R" entonces f*(x) < 400

Demostracion. Vea [5] u
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Teorema 2.28. Sea la funcién convexa, propia y semicontinua inferiormente f : R" — R U
{+00}, entonces la funcién conjugada de f es una funcién convexa.
Demostracion. Vea [5] [

Definicion 2.29. Sea f : R” — R U {400} una funcién convexa. Decimos que la funcién
¥ R" > R U {+o00} es la funcion conjugada de f* llamada la Biconjugada de f

Lema 2.30. Sea f : R” — R U {400} una funcién convexa, entonces f** es el supremo del
conjunto de todas las funciones afines que minoran f.

Teorema 2.31. Sea f : R" - R U {+00}, una funcién convexa, propia y semicontinua inferior-
mente, entonces f = f**
Demostracion. Vea [6] u

3 Resultados y Discusion

Operadores Monétonos y Paramonétonos

Definiciéon 3.1. Un operador T : R” — R” no necesariamente lineal sera llamado mondtono
si para todo x,y € R” se tiene

(T(x)=T(y),x=y) =0 (12)

Observacion 3.2. T esllamado estrictamente mondtono cuando la desigualdad (12) es estricta
para x # y.

Ejemplo 3.3. Sea f : R” — R es una funcion convexa estrictamente convexa y diferenciable,
entonces V f : R" — R” es un operador monotono estrictamente monotono.

Observacion 3.4. df asocia a cada vector x € R” un subconjunto de R”, extenderemos la
nocién de operador mondtono punto a punto a operador punto conjunto.

Notaciéon. T :R* - P(R") o T : R* = R”

Definicion 3.5. Sea T : R” = R” un operador.
1. El dominio de T es el conjunto dom(T) = {x € R"*; T'(x) # 0}
2. La imagen de T es el conjunto R(T) = Uxedom(T) T(x)

Definicién 3.6. Sea T : R* =3 R” el operador 77! : R?” =3 R” es definido por la siguiente
relacion x € T~ 1(y) < y € T(x)

Definicion 3.7. Un punto X € R” es llamado cero de T : R” = R”" cuando 0 € T(x)

Definicion 3.8. T : R" = R” | T es llamado mondtono cuando para cualesquiera x,y € R"?,
u € T(x)yveT(y)secumple que

(x—y,u—v)=>0 (13)
Observacion 3.9. T es estrictamente monédtono cuando la desigualdad (13) es estricta para
X FYy

Teorema 3.10. Sea T : R” = R" y T, : R" = R” operadores monotonos tales que dom(Ty) (dom(T>) #
¢, entonces T1 + T> es un operador mondtono.
Demostracion. Vea [1] [
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Ejemplo 3.11. df : R” — R” con f una funcién convexa, propia, semicontinua inferiormente,
entonces df es un operador mondtono.

Definicion 3.12. T : R" = R” es llamado operador mondtono mazimal cuando
1. T es mondtono

2. Para todo T" operador monétono tal que T(x) C T (x) para todo x € R”, se tiene que
T=T.

Teorema 3.13. Sea T7 : R? =2 R" y T : R” == R” operadores mondtonos maximales tales que
dom(Ty) () (dom(T2))" # ¢

1. Entonces T7 + T» es un operador monétono maximal

2. Si T es el subdiferencial de una funcién convexa propia y cerrada y T, es sobreyectiva
entonces 11 + T es sobreyectivo

Demostracion. Vea 6] [

Lema 3.14. Sea f : R” =2 R una funcién convexa semicontinua inferiormente y x, y,z € R” las
siguientes proposiciones son equivalentes

Lz=x+yy f)+ ") ={xy)
2. x=proxg(z)yy = prox’}(z)
Demostracion. Vea [6] |

Ejemplo 3.15. Sea f : R” = R una funcién convexa semicontinua inferiormente, entonces
df : R" = R" es un operador monotono maximal.

Ejemplo 3.16. Sea C un subconjunto convexo cerrado de R” la aplicaciéon Pc(x) : R* — C
que asocia a cada x € R” un punto de C mas proximo de x es llamada la proyeccion de x sobre
C, esta aplicacion es un ejemplo de un operador monétono maximal que no es subdiferencial de
una funcién convexa semicontinua inferiormente.

El algoritmo del punto proximal para operadores monétonos maximales

En esta seccién definimos el algoritmo del punto proximal para operadores monétonos maximales
y vamos a analizar su convergencia para lo cual primero consideramos f : R” — R una funcién
convexa y semicontinua inferiormente, el algoritmo del punto proximal, genera una sucesién
{xr} C R" de la manera siguiente

X1 = arg mind £ () + Ak x — ]}

donde {Ax} es una secesion de nimeros positivos tales que 0 < Ay < A para algin A >0y || - ||
la norma euclidiana, la sucesiéon converge a una solucién del problema

min f(x) (14)
x€R
por el Teorema 2.20 se tiene 0 € 9f (xg41) +2Ax (X1 — Xk ), de aqui 24 (Xg — Xk +1) € Of (Xg11),
de donde 2Agxx € Of (Xg+41) + 2Ax Xk 41, €s decir xi € (ﬁ&f + 1) (Xk41)-

Dado que df es una funcién convexa, semicontinua inferiormente y es un operador mon6tono ma-
ximal, extendemos el algoritmo del punto proximal para encontrar ceros de operadores monétonos
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maximales T : R"” =2 R”. El algoritmo del punto Proximal para Operadores mon6tonos maxi-
males (APPOMM) genera la sucesion {x;} C R” definida asi xo € R", xx € (I + ﬁT)(ka)

es decir xg41 € (I + ﬁT)_l(xk) donde A; es una sucesion de ntmeros positivos tales que
0 < Ax < A, donde A > 0.

Definicion 3.17. Una sucesion {y;} sera llamada Fejer convergente en un conjunto C C R” si
Ie+1 —cll = llyk —cll.Ve e C (15)

donde || - || es la norma Euclidiana.

Teorema 3.18. Sea {y;} una sucesién Fejer convergente en un conjunto C # @, entonces {y;}
es limitada y si y € {yx} es punto de acumulaciéon en C entonces limyg_so0 Vi =V
Demostracion. Sea ¢ € C como {y} es sucesion Fejer convergente en C se tiene que

Vet1 —cll = llyk —cll =+ = llyo—cll

por lo tanto {yx} esta contenida en la bola B(c, ||yo — c||), asi se tiene que {yx} es acotada.
Ahora probaremos con las hipétesis que limyg_, o Y& = ¥, para lo cual consideramos una subsu-

cesion {yg,} de {yx} tal que limg o0 yk,; = .

Como y € C y {yr} es Fejer convergente, por la definicion (3.21) la sucesion {|lyr — V||} es
decreciente y no negativa por lo tanto convergente.

Como la subsucesion {[|yx; — ||} es converge a cero, se sigue que la {||yx — ||} converge a cero,
esto es limg o |k — VIl = 0. [

Definicion 3.19. Sea T : R” = R" un operador punto conjunto, decimos que
1. T es sobreyectivo cuando para todo y € R”, existe x € R” tal que y € T(x)
2. T es inyectivo si para x # y se tiene T(x) N T(y) = ¢.

Teorema 3.20. Sea T : R” = R” un operador monétono maximal y A > 0, entonces el operador
I + AT es biyectivo.
Demostracion. Vea [7] u

Corolario 3.21. La sucesion {x,} generada por el algoritmo del punto proximal para operadores
monodtonos maximales esta bien definida.
Demostracion. Se sigue del teorema anterior. |

Lema 3.22. Si limg 00 Vk =V y limg_s00 Zx = Z es un operador monotono maximal, si yi €
T(zy) entonces y € T(2)

Demostracion. vea |7 u
Lema 3.23. Sea T : R” =2 R"” un operador monétono maximal y C = {x € R";0 € T(x)} no
vacio, entonces la sucesion generada por el algoritmo del punto proximal satisface la desigualdad
Ix+1 = %1% < e = XN = lxegr — xx?

Demostraciéon. Sea x € U, entonces

2 2
lxk —x[I© = (xk — Xk41) + (X1 — X)) ||

2 —2 —

= |xk = X1 I” + Xk — X7 + 2{xx — Xg41, Xk 41 — X)

se tiene [|lxg — x| = [loog = xg41 1 = X1 = XN = 27 (Mg Ok = Xg41), X1 — )

-1
COMO Xg41 € (I + iT) (xg) se tiene Ag(xx — Xk4+1) € T(Xk+1)
como 0 € T(X) y como T es monotono tenemos

Ak — Xk41)s X1 — X) = (A (g — Xk41) — 0, X471 —X) =0
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por lo tanto
=12 2 =12
e = X117 = llxk = X1 I” = x40 = XI17 = 0

luego
=12 =112 2 = —
xe4+1 = X7 < llxe = X117 = lxk — xe41 (17, VX tal que 0 € T'(x)

Lema 3.24. Sea T : R® = R” mono6tono maximal y el conjunto no vacio C = {x € R";0 €
T(x)}, entonces limg_, o0 (X171 — Xx) = 0 donde {xi} estd generada por el algoritmo del punto
proximal para operadores mon6tonos maximales.

Demostracion. La demostracion se sigue del Lema 3.23. |

Lema 3.25. Sea T : R" = R” mondtono maximal y el conjunto no vacio C = {x € R*;0 €
T(x)} entonces {x;} generada por el algoritmo del punto proximal para operadores monédtonos
maximales posee puntos de acumulacién y todos pertenecen a U

Demostraciéon. Para la demostraciéon se aplica el Lema 3.23 y el Teorema 3.18 |

Teorema 3.26. Sea T : R" = R"” mondétono maximal y el conjunto no vacio C = {x € R*;0 €
T (x)}, entonces la sucesion {x;} generada por el algoritmo del punto proximal para operadores
monoétonos maximales converge a un elemento de U .

Demostracion. Por el Lema 3.23 {x; } es Fejer convergente en C, por el Teorema 3.18 es limitada.
Sea X punto de acumulacién de xi por el Lema 3.25, X € C por lo tanto por el Teorema 3.18 se
tiene limy_, oo X = X asi se tiene que {x;} converge a un elemento de C. |

El algoritmo del Punto Proximal para problemas de desigualdades variaciona-
les

Dado el problema
min{ f(x) para x € A} (16)

Donde A es un conjunto convexo y cerrado, extender el problema a operadores mondtonos se
llama problema de desigualdad variacional.

Definicion 3.27. Dados T : R"” = R” un operador monétono maximal y sea 4 C R” un
conjunto convexo y cerrado, el problema de desigualdad variacional consiste en encontrar z € A
tal que existe u € T (x) satisfaciendo

(u,x —z) >0, para todo x € 4 (17)

Teorema 3.28. Sea T : R” =2 R” un operador monétono maximal, consideramos el problema
de desigualdad variacional donde A C R es convexo y cerrado tal que dom(T) # ¢, el problema
de desigualdad posee solucion, 0 < Ax < A y T es paramonotono entonces la sucesion generada
por xj converge hacia una solucién del problema de desigualdad variacional.

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 3.26 |

4 Conclusiones

Se revisé el método del punto proximal el cual se planteo para problemas de operadores monéto-
nos maximales luego para problemas de desigualdad variacional y comprobamos que la sucesiéon
{xr} converge a una solucién cuando esta exista, pensamos que abre la posibilidad a que se
propongan otros métodos y algoritmos alternativos al método del punto proximal como la trans-
formada de Goebel o la transformada de Mofatt para atacar este problema y hacer un estudio
comparativo.
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