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Resumen

En el presente trabajo, estudiamos la singularidad en tiempo finito de las soluciones
del problema mizto para un tipo de ecuacidn de Kirchhoff no lineal viscoeldctica con
término disipativo.
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Abstract

In present work, we study the blow-up infinite time of solutions to the mized problem
for a type of viscoelastic nonlinear Kirchhoff’s equation with dissipative term.

Keywords: Blow-up of solutions, Local solution, Viscoelastic nonlinear Kirchhoff’s
equation, Integro-differential equation.

1. Introduccién
En este articulo consideramos el siguiente problema de valores iniciales y frontera

uy + a(x)ug — BAuy — M (g fVu]2 dx) Au

+hg(t — s)Au(s)ds = f(u) , z€Q,t>0,
u=20 , T € 00,t >0,
u(z,0) = ug (z), w(x,0)=1u(z) , T €,

(1.1)

donde {2 es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 8%, V es el
gradiente, A el operador laplaciano, # es una constante positiva, a(z) es una funcién real
para z € §, M (s) funcién real positiva para s > 0, g(¢) funcién real continua no negativa
parat > 0y f(s) funcién real no lineal para s € R.
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El caso n = 1, el problema (1,1) describe las vibraciones transversales no lineales de una
cuerda de material viscoeldstica, fuertemente tensa entre dos puntos fijosz=0yz=1L,en
el eje « del plano zu. La ecuacion resultante es

L

Eh
phug + a(x)us — BAus — (po + s lua:l2 da:) Uzg

+5 g(t — 8)uaa(s)ds = f (u),

(1.2)

donde u = u(z,t) es el desplazamiento transversal en el espacio de coordenada z y en el
tiempo t, p es la densidad de masa, h el 4rea de la seccién transversal de la cuerda, po
es la tensién inicial, E el médulo de Young del material, a(z) y 3 son los coeficientes de
las fuerzas amortiguadoras, g(t) la funcién de relajacion, y f (u) la fuerza restauradora.
Cuando a = 8 = g = 0 y la cuerda de material elastica, la ecuacién (1,2) fué propuesto y
estudiado primero por Kirchhoff [5]. El caso general n > 1, la ecuacién en (1,1) tiene diversas
aplicaciones, como en el 4rea de la optica no lineal, fisica del plasma, mecénica de fluidos,
ete.

Cuando g es una funcién no trivial y M =1, la ecuacién en (1,1) fue investigado desde
diferentes puntos de vista por diversos autores y la referencia citado por ellos [1,2,4, 9, 10, 14].
Para 8 = 0 y a(z) no nulo en una parte del dominio Q, Cavalcanti et al. [4], obtuvieron
el decaimiento exponencial de las soluciones. Para a = § =0y f(u) = |u|"u con v > 0,
Berrimi and Messaoudi [2] obtuvieron la existencia y el decaimiento de las soluciones, y Wu
[14] obtiene la singularidad de las soluciones con modificacién del método directo. Cuando
g es una funcién no trivial, M es una funcién no constante, « = 0 y § = 1, recientemente,
Wu and Tsai [15] estudiaron la existencia, el decaimiento exponencial y la singularidad de
las soluciones. También cuando a(z,t) y B(t) son funciones no triviales en ciertos espacios,
Quispe Méndez [13] obtiene la solucién local del problema (1,1).

En este trabajo probaremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las soluciones
del problema (1,1) con energfa inicial no positiva y positiva restingida, por el método directo
7,8,15].

2. Preliminares

En esta seccién daremos algunas notaciones, conceptos y lemas sin demos- tracién que
serén utilizados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea Q) un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 0Q2. Denotamos
el producto interno y la norma de L2(Q) y LP(Q), con (.,.) ¥ | - |, respectivamente, para

1< p < oco. Ademss ((.,.)) v ||.Il, denotaran el producto interno y la norma de Hj (£2), donde
((u,v)) :=q Vu(z).Vu(z)dz es la forma de Dirichlet.

Sea X un espacio de Banach, 0 < T <coyl<p < co. Representamos con L? (0, T’ X)
al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0,T[ — X tales que son medibles y
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lu()|lx € L (0,T), con la norma

B L

[ull oo, = @ lle W% dt)?, 1<p< oo,
[ell peogo, 7y == sup ess[lu(®)llx , p=oo.
0<t<T

Similarmente, cuando 0 < T < oo, representaremos con C ([0, T[; X) al espacio de las
funciones continuas v : [0,7] — X.

Denotamos v’ := v, v" 1= vy, v (t) (z) :=v (z,t) y L® := L®(Q).

Hipdtesis. Imponemos sobre las funciones reales a (), g(t), M (s) y f(s) las siguientes
condiciones para la existencia local:

(H1) a € L™ (Q).
(H2) g € C*([0,0[), acotada, g (t) >0, Vt > 0,

iy —p gle)dsi=1>» 0,

donde mg es una constante positiva, y existen constantes positivas C} y Cy tal que

—C1g(t) < ¢'(t) < —Cyg(t), Vt > 0.

(H3) M € C*([0,00[) y M (s) > mg >0,Vs > 0.

(H4) f(0) =0 y existe una constante positiva K tal que
f (@) = f@W < Kz —y| (2P + [y?), Yo,y R,

con2§p§%paranZBopZQparangz

Imponemos sobre las funciones a (), g(t), M (s) y f (s) las siguientes condiciones adicionales
para la singularidad de soluciones:

(H5) a(z) >0, Vz € Q.

—

(H6) (2y+1)M (s) > (M (s)+2ymg)s, Vs > 0, donde 7 es una constante positiva y
M (s):= [; M () d¢.

(H7) f(s)s=22(2v+1)F(s), Vs €R, donde F (s) := [ f (£) d€.
(H8) (47 +1)5 g(s)ds < 4ymy.
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Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [3]). Si2<p < 2 paran>3 0p>2
para n < 2, entonces eziste una constante positiva By tal que

lul, < Bullull, Yu € Hy ().

Lema 2.2. Si g € C* ([0,00[) y w € C*([0,T]; L% (2)), entonces

st — ) (w(s), W) ds = 2= [(g0w) (1) = (ols)ds) b ()2
~590) lw () + 2 (¢/Tw) (1),

donde
(WOw) (t) =5 v(t — 8) |w (¢) — w(s)|2 ds.
Demostracién. Diferenciando el término gllw, se obtiene el resultado. g

Definicién 2.3. Una funcién u : Q X [0, Tmax[ — R es llamada solucién del problema (1,1)
sobre [0, Trax[ si satisface las condiciones (1,1); — (1,1)3 y la igualdad

)
uy + o(z)uy — BAu — M (g |Vu|? dz) Au
+5g(t — s)Au(s)ds = f (u) en L2 (0, Tmax; H*(Q)).

Teorema 2.4

Theorem 2.1 (Exzistencia Local [13]). Supongamos que las funciones o, g, M y f sat-
isfacen las hipétesis (H1), (H2), (H3) y (H4), respectivamente, y que uy € H (Q) N H%(Q)
y u; € L?(Q). Entonces existe un unico intervalo [0, Tisx| con 0 < Ty < 00 y el problema
(1,1) admite una tnica solucién u sobre [0, Tinsx| tal que

()N H?(Q),
g())))ﬁfl2 (0, Tontrs H3 (),

u € C ([0, Trsx|; Hi
uw € C ([0, Trmax| ; L?
a’” e L* (Ol &

Observacion 2.5. Supongamos que la funcién « satisface
a € L*(0,00; L™ (Q))
y [ sea una funcién que satisface
BeC(0,00[), B€L(0,00) yB(t)2po>0, ¥t 20,
donde Gp es una constante. Entonces se obtiene el mismo resultado del Teorema 2.4. Ver por

ejemplo, Quispe Méndez [13].
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Lema 2.6 ([7]). Sea v > 0 y sea B € C?([0,00[) una funcidn no negativa que satisface
B"(t)—4(v+1)B'(t)+4(v+1)B() >0.
Si B' (0) > roB (0) + Ko, entonces B’ (t) > Ko, para t > 0, donde Ko es una constante y
rg:=2(y+1)=2v/(vy+1)vy

es la menor raiz de la ecuacién cuadrdtica > —4(y+ 1)r+4(y+1) =

0
Lema 2.7 ([7]). Si J(t) es una funcidn no creciente en [tg,o0[, to = 0 y satisface la
inecuacion diferencial

TP > a+b[J (@), parat > to,
donde a > 0,7 > 0y b € R, entonces existe un nimero real positivo T, tal que lim J (t) =0

o
y una cota superior de T, puede ser estimado, respectivamente, en los siguientes casos:

(1) Sib< 0y J(t) < min{l, 1/_ib}, entonces

Lo : <\/_\/Ejto>

(i) Si b= 0, entonces

(7i7) Si b> 0, entonces

39+1 YC

&ty 2 —(1—{1+cj(to)]‘%),

Vva
b\ 72
donde c¢:= (—) .
a

3. El resultado principal

El objetivo central del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo
finito de las soluciones del problema (1,1) sobre un intervalo maximal [0, Tinax|-

Definicién 3.1. Una solucién u del problema (1,1) sobre [0, Tmax| tiene la propiedad de
explosién o singularidad en tiempo finito, si

Tmax <00 y lim |Vu (z, t)l2 dz = oo
t_’Tr:éx Q
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- Definicién 3.2. La funcién energia E (t) del problema (1,1), se define por

E(t) =1l @)+ 3M (Ju@)]®) + 1 (4OVw) (1)
=3 (f 9(5)ds) @I = [ F (u(2,1)) ds, t>0,

donde

—

M (s) :=/O [(€)dE y F(s /f

Lema 3.3. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1) — (H8). Si u es una solucion
del problema (1,1) sobre [0, Tmax|[ con datos iniciales ug € H} (Q) N H2(Q) y u; € L? (Q),

entonces
+fo lvou! (s |2d3+ﬁfo |’ (s H ds (3.1)
i fo Hu “ ds — Qfo QDVU)( )dS=E(O),

donde E (0) es la energia inicial definida por

B (0) i= g huals+ 577 (Juol®) — | F (uo ) do.

Demostracién. Multiplicando a la ecuacién (1,1); por wu, integrando sobre Q , aplicando
el teorema de la divergencia y el Lema 2.2 , obtenemos

()+!\/_u (t lg+ﬁllu @)
+3g(t) [lu(®)]® — 1 (¢OVu) (t) = 0.
De aqui, se obtiene el resultado. 0

Definicién 3.4. Para una solucién u del problema (1,1) sobre [0, Tmax[, se define la funcién
explosién

A) = |u(t)1§+/0 I\/Eu(s)\ids—i—ﬁ/o lu(s)]|*ds, t>0. (3.2)

Lema 3.5. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1) — (H8). Si u es una solucion
del problema (1,1) sobre [0, Tiax| con datos iniciales ug € H} () N H2(Q) y w; € L*(Q),
entonces
AT () =4 (v +1) [l O+ Ve (s)5ds 5.3
+ 5 Il ()" ds] 2 ~4 (27 + 1) E(0).

Demostracién. Por diferenciacién de (3,2), se tiene

A =2 (),u®) + |[Vau @)+ Bllu ). (3.4)
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Diferenciando (3,4), utilizando la ecuacién (1,1); y el teorema de la divergencia, se obtiene

A(t) = 2 (8)ly — 2M (llu (O)I®) [l @I +2(f (w (1)), u (1))
+209(t = ) ((u(s), u(t))) ds.3,5 (1)

Por (3,1), se obtiene de (3,5)

A”() 4(7+1) l2+f0|\/5u (s) 12d3
+ﬁf0 I (8)[|° ds| = —4 (2 + 1) E (0)
+2 [ f )u—2(2’y+1)F(u)]dax
+2(2y+1)M ([lu@)])
— |20 (le@)I7) + 2@y + 1) [ 9 (s) ds] lu (0) (3.6)
+2fotg(t—5)(( (s),u(t)))ds
—-2(2y+1) fo ’DVU) (s) ds
+2(2y+1) fo s) |lu(s)|*ds + 2 (2fy+ 1) (¢0O0Vu) (t)
+4’yf0 [vau' (s [2 ds—!—4’y[3f0 ' (s)||° ds.

Utilizando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young, se tiene

209(t = 5) ((u(s), u®))ds = 25g(t — s) ((u(s) — u (t),u(t))) ds
+2 (69 (s) ds) [lu (2)|*

2 = [(g0Vu) (&) + (69 (5) ds) [|u (t)]I°]
+2 (o9 (s) ds) [lu (2)]|?
= (09 (s)ds) llu (®)]|* = (¢O0Vu) (¢) .3,7 (2)
Por las hipétesis y (3,7), se obtiene de (3,6) el resultado (3,3). O

Lema 3.6. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1) — (HS8). Si u es una solucidn
del problema (1,1) sobre [0, Tisx[ con datos iniciales uo € H3 (Q) N H? (Q) y u; € L2(Q), y
satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(i) E(0) <0,
(id) E(0)=0 y A’ (0) > Ko,

(iit) E(0)>0 y A’ (0) >y {A (0) +

donde 5
Ko = |Vauol|, + Bluol?,
A(0) = IuOI§ , A(0) =2 (u1,uo) + Ko,
K :=42v7+1)E(0) +4(y+1) Ky,

73



rg =2y +1)—2¢/(vy+1)7,
‘entonces
A (t) > Ky, parat > to, (38)

A'(0)-Ko
A2 EQ0)

Demostracién. Consideremos tres casos de acuerdo al signo de la energfa inicial £ (0).
(i) Si E(0) <0, de (3,3), se tiene

donde tg := max{ O} en el caso (i) y to:=0 en los casos (ii) y (iii).

A" (t) > —4(2v+1)E(0)
y por integracién, resulta
A'(t) > A (0)—4(2y+1)E(0)t, para ¢t 20.
Considerando A’ (0) — Ko — 4 (2y+ 1) E(0)t > 0, se obtiene
A’ (t) > Ko, para t > to,

donde
A’(0)-Ko

1 := méx{m,O} .

(ii) Si E(0) =0, de (3,3), se tiene
A"(t) >0

e integrando, resulta
A'(t) > A'(0), para t2>0.

Considerando A’ (0) — K > 0, se obtiene

A’ (t) > Ko, parat>0.

(iii) Para E (0) > 0. Primero notemos que se cumple
2t (! (), u(s)) ds = |vau ()2 — |Vau|; (3.9)
d t / 2 2
26 (' (s),u(5))) ds = [lu (B = lluoll”- (3.10)
Usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young de (3,9) y (3,10), se obtiene

‘\/&u(t)ﬁg l\/&uolz—l—/o .\/au(s)‘zds—{—/o l\/au'(s)@ds (3.11)

lu @)1 < Huo||2+/0 |IU(S)H2ds+/O Il (s)11” ds. (3.12)
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Nuevamente usando la desigualdad de Hélder y la desigualdad de Young en (3,4) y por
(3,11) — (3,12), resulta

At) < AQ)+ Ko+ ()
+8 [V ()] ds + 6 ||’ (s)|12 ds.3,13 (3)

De (3,3) v (3,13), obtenemos
AT() —4(y+ DA @) +4(v+1) A + K, >0,

donde
Ki:=42vy+1)E0)+4(y+1)K,.

Definamos la funcién

K
B(t):=A(t B — > 0.
(t) ()+4(7+1), para t > 0
Considerando B’ (0) > 3B (0) + Ky, la funcién B satisface las condiciones del Lema 2.6. Asi
se tiene A’ (t) > Ky, para t > 0. Con esto se concluye la prueba del Lema 3.6. (]

Definicién 3.7. Para las estimativas del tiempo finito de la funcién explosién A, definamos
la funcién
J(@t):=[A(t)+ (Ty —t) Ko]™", parate[0,Ty], (3.14)

donde T; es una constante positiva que serd determinada mas tarde.

Teorema 3.8 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que se cumplen las hipdtesis
(H1) — (HS). Si u es una solucidn del problema (1,1) sobre [0, Tmax|[ con datos iniciales
u € Hy () NH?(Q) yus € L*(Q), y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(1) E(0) <0,
(i) E(0)=0 y A’(0) > Ko,

[4'(0) — Ko)®
8[A(0) + T1Ko]

K,
4(y+1)

(i) 0 < E(0) < y A(0) >y [A (0) + + Ky,

entonces Tma <00 y  lim lu(®)]]® = co. Ademds el tiempo finito Thax es estimado, en

4 méax
el caso (7),

J (to)
J' (to)

Tméx S tO - (315)

Ademds, si J (tp) < min {1, 4 /:"5}, entonces

1 V5
Phsip & it \/__bln <\/_Ib— §(t0)> . (3.16)
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En el caso (i),

J (to)
WL !
Tmax _— tO J! (to) (3 17)
’ J(t
Tma’x S tO Bl \(/50) (318)
En el caso (ii1),
Tméx S J\(/%O) (319)
0
37+1 YC el
Tongx < to+ 25 :;a {1 — 1+ ¢J (to)] 27} , (3.20)

il & s A/2 [J (to)]%+2 |:[A/ (tO) _ KO]2 —8E (0) [J (tO)]_Tl}; b= 872E (0) Yy Cc:= (2) 7+2‘

En el caso (1), to = méx{a(—?}%%%ﬁ} y to:=0 en los casos (i1) y (4i1).

Demostracién. Por diferenciacién de (3,14), resulta

J(t) = =y [T A (t) - Ko (3.21)

J'(t) = —y [TV (@), (3.22)

donde
V()= A" () [A«t) + (TL — t) Ko] — (v + 1) [4' (¢) — Ko]*.

Por (aib; + asbs + asbs)® < (a? + a3 + a?) (b2 + b2 +b2), (3,9) — (3,10) y la desigualdad de
Holder, de (3,4), resulta

(A4 () - Kol* < 41A()+ (T — ) Kol [lW (B
+§]vau (s)]yds+ G5 I (s)]3 ds| 3,23 4)

De (3,22) y (3,23), se tiene
J'(6) < -y O K@), (3.24)
donde

K (8) = AT () — 4 (v + 1) [l (9 +6 |V () ds + 5 I (o)) ds]
Por (3,3) y (3,24), resulta
T (£) < 4y (27 +1) E(0) [J@®)]7+, parat > to. (3.25)

De (3,8) y (3,21), se tiene ‘
J'(t) < 0, parat > to. (3.26)
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Multiplicando (3,25) por J' () y luego integrando de tg a t, se obtiene

[T @OF > a+b[J ()7, para t > t, (3.27)
donde .
a:i=[J (to)]" = 872E(0) [J (to)] "
= P (1)) 7? |4 (to) — Ko’ = 8E (0) 17 (t0)] 7 |
’ b:=8y*E(0).
[A (to) — Kol®

Observemos que a > 0 si y solo si E (0) < .
4 Y ©) 8 [A (to) + (Th — to) Ko

Por (3,26) y (3,27), la funcién J satisface las condiciones del Lema 2.7. Entonces existe un
tiempo finito T, tal que lim J (t) = 0 y la cota superior de T, son estimados respectivamente
t—T,

de acuerdo al signo de la energia inicial £ (0).

El caso particular en el que E (0) < 0, por (3,25) y (3,26), se tiene que la funcién J (¢)
es decreciente y céncava hacia abajo para ¢t > tg. Asi, la gréfica de J (t) esta debajo de

cualquier tangente, y se obtiene directamente lim J(¢) = 0 y la estimativa (3,15). Este es
t—T,

el argumento de la concavidad de Levine [6].
Obsevar que las estimativas (3,17) y (3,18) son equivalentes.

Desde que [0, Trax[ es el intervalo maximal de las soluciones del problema (1,1), resulta
que Tiax = Ti. También por lim J (¢) = 0, se obtiene
eIl

méx

lim A(¢) = 0.
fosipt=

méx

De aqui y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se deduce

m [u ()] = co.

Lmax
Con todo esto se concluye la demostracién del Teorema 3.8. O
Observacién 3.9. La seleccién de T; de (3,14) es posible escoger con algunas condiciones.
Veamos tres casos de acuerdo al signo de la energfa inicial E (0).

(a) Para el caso E (0) = 0.
Por la condicién A’ (0) > K, resulta (u;,ug) > 0y to = 0. Por (3,17), escogemos

7 s AO) +Tiflofps B + Bl luwl® | A(Q) +TiK, _ _J(0)

T 74 (0) - Kol A0 - K] T(0)
donde B; es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré. Entonces, aplicando la
desigualdad de Holder, desigualdad de Sobolev-Poincaré y la desigualdad de Young, resulta

1
A(0) + T [led e BE + 8] lluoll® < 7Th |€BF Jluo)® + - [ual |,
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. . . B2+
donde € es cualquier constante positiva. Escogiendo € = lﬁ‘—‘ﬁ—g—&——ﬁ, tenemos
1

[lo] Lo BE +5]A(0)_
v2B? |ua;

I ==

En particular, podemos tomar

[l oo B + ) Lol
12 B2 |uol;

1:

(b) Para el caso E (0) <O.

Tenemos A (0) > 0. También por el argumento de la concavidad de Levine, resulta
A’ (0) — Ko # 0. Ahora veamos dos casos de acuerdo al signo de A’ (0) — K.

b1) Si A’ (0) > Ko, entonces (u1,u9) > 0y to=0. Por (3,15), podemos escoger T; como
en el caso (a).

by) Si A’ (0) < Ko, entonces (u1,up) <0y to = ﬁ%. Por (3,15), escogemos T que
resuelva la inecuacién
A (to) + (T — to) Ko

Ty 2t +
it v [A (to) — Kol

(¢) Para el caso E(0) > 0.
Definamos las siguientes constantes positivas:
(v+1)[4(0) = m2A (0) — (ra + 1) Ko]
ro (27 + 1)

K1 )

(14 (0) — Ko)* = 1] [y — Ko
8vA (0) ’
_ A
R3 = N — Ko’
[A"(0) — Ko)> — 8E (0) A(0) = 1
8E (0) Ko ‘

Entonces, resultan las siguientes equivalencias:

Rg (=

R4 ‘=

K

A" (0) > 7y {A (0) + m

} + Ko <= E(0) < a1, (3.28)

Ky < Ky < E (0) < Ko. (329)

Ahora hallemos la constante positiva T;. Primero observemos las siguientes equivalencias
con Ty: : 5

A(0)—K A'(0) — Kol —8E(0)A
4O - K g A0 - K 8B AQ)

E©) < 3[A0) T 1K) 8E (0) Ko ’

(3.30)
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[A’ (0) — Ko]> — 1
T <ky<— E(0) < 3.31
e N TTOFS 5k &80
T
40+ Bk < Ty = k3 < T, (3.32)
Y
1
<1<«=T; < k4. (333)
VA (0) - Ko’ = 88 (0) [A(0) + Ty o]
Por (3,19), debemos escoger T; que resuelva la inecuacion
A0+ b : <T. (3.34)
T 40 - Ko - 8E(0) [4(0) + TiK
Por (3,28) — (3,31), tenemos
E (0) < min{k1,Ka}. (3.35)

Por (3,35) v (3,32) — (3,33), el T} que satisface (3,34) , debemos de escoger en la relacién

k3 < T1 < Ky

Con esto se concluye las posibles selecciones de T7. O
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