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Resumen: Estudiamos un problema termoeléstica semi-lineal con amortiguaciéon
localizado, modelado por

Uy — AUgy + MmOy + f (u) = hy, en (Ly, La) x (0, +00)
0 — kOyy + muge = ha, en (Lq, La) x (0, 4+00)
vy — bugy = hg, en (0,L71) x (0,4+00)

que es uno de los modelos matematicos més importantes en la ciencia de los
materiales.

La existencia y decaimiento exponencial de la energia asociado al sistema se obtienen
en el presente trabajo. Por otra parte, la existencia de conjuntos de absorcion se logra
en el caso no homogéneo.
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BEHAVIOR ASYMPTOTIC AND EXPONENTIAL STABILITY FOR A
TRANSMISSION PROBLEM IN THERMOELASTICITY

Abstract: We studied a semi-linear thermoelastic problem with localized damping,
modeling

Ut — QUge +mby, + f(u) = hy, in (L1, Lg) x (0, 4+00)

0 — kOyy + mugy, = ho, in (Ly, La) x (0,4+00)

vy — bugy = hg, in (0, Ly) x (0, +00)

which it is one of the most important in materials science mathematical models.

The existence and exponential decay of the energy associated with the system are
obtained in the present work. Moreover, the existence of sets of absorption is achieved
in the non-homogeneous case.

Keywords: Thermoelasticity; exponential decay; asymptotic behaviour.

1. Introduccién

La ecuaciéon de onda sin ningGn termino disipativo es un sistema conservativo, es decir,
su energia total es constante para cualquier tiempo. Varios autores inducen diferentes tipos
de mecanismos disipativos para estabilizar las oscilaciones. Por ejemplo, la disipacion (o
amortiguamiento) friccional auy, actiia sobre todo el dominio ver Hansen [1], o las condiciones
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28 Comportamiento asintético y estabilidad exponencial...

de frontera friccional, donde la disipaciéon acttia en una parte de la frontera ver Komornik [3],
o también amortiguamiento localizado, es decir, cuando la friccion amortiguamiento es a(z)uy
donde « se anula en alguna vecindad de la frontera ver Nakao y Zuazua |7 y 8]. Dandose a
entender que su objetivo es, encontrar la disipaciéon minima de tal manera que la energia de
la correspondiente ecuacion de onda disipativa, decaiga de manera uniforme a cero, cuando
el tiempo va hacia infinito. En cuanto al amortiguamiento friccional localizado, la pregunta
principal seria: ;En qué parte tiene que ser « positiva con el fin de asegurar una tasa uniforme
de decaimiento?. Esta pregunta esté relacionada de alguna manera con la teoria de control. En
el texto de Lions [15], se demuestra que, si podemos controlar un sistema, entonces podemos
estabilizar. M&s precisamente, si se puede controlar un sistema que acttia sobre un subconjunto
w de €, es posible estabilizar el sistema introduciendo un efectivo mecanismo de amortiguamiento
solo sobre w. Esto de alguna manera deja al problema de hallar, la mas pequena vecindad posible
w para que la ecuacion de onda pueda ser controlado, trabajandose sobre w. Una respuesta a
esta pregunta se da en Bardos [2]|, donde los autores encuentran una condicién suficiente para
una ecuacién hiperbdlica de segundo orden donde los controles sean eficaces en una parte del
dominio. En otros casos, se ven materiales compuestos que son inducidos para estabilizar las
oscilaciones, ver Marzocchi y Gao |11 y 5|, donde muestran los resultados de estabilidad para
materiales compuestos. Cuando en el sistema se cumple adecuadas condiciones iniciales y de
frontera, existen resultados de estabilidad para los materiales compuestos mencionados lineas
arriba. Nuestro sistema se puede considerar como un sistema localmente amortiguado. Nuestro
interés es, jsera suficiente el amortiguacion débil inducido por el efecto térmico en [Li, L] para
obtener la estabilidad del sistema? La respuesta es afirmativa y lo demostramos en el desarrollo
del presente articulo.

2. Preliminares

El sistema que modela el presente trabajo es,

Ut — QUge + mby + f (u) = hy, en (L1, La) x (0, +00)
(%) | O — kOpy + muyy = ho, en (L1, La) X (0,400)

vy — bugy = h3, en (0,L1) X (0,400)

w(La,t) = 0 (Lo, t) = v (0,¢) = 0

(%) u(Ly,t) =v(Ly,t), Condicion de frontera
Y aug (Ly,t) — ml (L1, t) = b, (L1,t) y transmision
0y (L1,t) =0
u(x,0) =wug(z),

Condicion inicial

Parte elastica Parte termoelastica

%0

L1 L2

SRR

Donde a, b,k y m son constantes positivas,

hi : (Ll,Lg) — R(’L = 1,2); h3 : (O,Ll) —R



29

Son funciones dadas, y f : R — R es una funcién de Lipschitz no lineal con constante de Lipschitz
positiva p. Denotemos por

F(s) = /O o

Y asumamos que f satisface, sf(s) > 0,Vs € R.
Nuestro resultado es demostrar que, cuando los materiales compuestos estan hechos solo de una
parte termoelastica, pueden también estabilizarse como en el sistema anterior planteado.

Maés precisamente, demostramos que en el caso lineal homogénea (f = 0, h; = 0,i =
1,2,3), la solucion del sistema anterior tiende a cero con una tasa exponencial, cuando el
tiempo va al infinito. En el caso no lineal esta propiedad se sustituye por la existencia de un
conjunto absorbente en el espacio de soluciones, siempre que i sea suficientemente pequena, en
comparacion con la constante de la funcién energia elegida.

3. Espacios funcionales y notaciones

Sea I C R un intervalo acotado. Con la notacién habitual introducimos los espacios L2(I), y
H!(I) que actiia sobre I. También consideraremos espacios de funciones definidas en un intervalo
I con valores en el espacio de Banach X tales como C(I,X),C(I,X),LP(I,X), HP(I,X), con
las normas usuales.

En seguida introducimos los siguientes espacios:

H} (Li,Lg) ={we H"(L,Ly) : w e (L) =0}

H} (0,Ly) = {ve H (0,L1) : v (0) = 0}
V= {(u,v) S H}JQ (Ll,Lg) X Hll/o (O,Ll) ) (Ll) = u(Ll)}

Observemos que V' es un subespacio cerrado de H} (L1, L) x H} (0, Ly) junto con la norma

1 Lo
o= [ feafdo o+ [ unfde = ool +
0 Lq
Es un espacio de Hilbert.

Nota 3.1 Desde que u (L, t) = v (0,t) = 0, tenemos

L2 LQ L2 L2 L2
/ lug|de < ||ul3 :/ |u|2d:c+/ |ux|2dng§/ |uz|2d:c+/ lug|2da
L Lo(Ly,L3) L L L1 Ly

1 1 1

Por lo tanto

. 2 2 be g
Uz |“dr < ||u < (AT +1 / Ug|“dz
[ e <y < 08 0) [
Similarmente para v se tiene
Lo Ly Ly Ly
/ veda < [Jo)3 :/ |v|2d:c+/ [vg|?da < (A§+1)/ v |2 d
0 Lo(L1,L2) 0 0 0
: . 2 2 2 2
Entonces, tenemos las equivalencias ”uHHiQ(Ll,LQ) ~ wellzz, 0, ¥ HUHHiO(o,Ll) ~ [lvallz200,1,)

Donde

A1 es la constante de Poincaré solo sobre (L, La) con u(La) =0
y

A2 es la constante de Poincaré solo sobre (0, L;) con v (0) = 0.
Con el fin de simplificar la notacién, omitimos la indicacién del dominio de la variable espacial.
Por ejemplo, u € C ([O,T] ;Hl) , implica u € C ([O,T] cHY (Ly, Lg)) y asi sucesivamente. En lo
que sigue necesitamos del siguiente lema:
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Lema 3.2 Supongamos que
ze H! (I,L2 (xl,xg)) ,q € Ct(xy,29).
Entonces para cualquier
we H? (I,L? (x1,22)) N L* (I, H? (z1,32))

Satisfaciendo
Wy — OWgy = 2 (1)

Con o > 0, de donde se tiene la siguiente identidad

T2 T2 €T
quiads = [ qupzde+ L2 (o (02,0 + ol (22, 0)
x

. 1 5
X
0% (s 1, + ol (1,00 )
L [*2 2 2\ 4
_5 qm’wt’ +qa:0—‘wz’ X
1

Demostraciéon. Multiplicando la ecuacion (1) por qw, e integrando sobre [z1,z2] obtenemos

T2 1 T2 d 9 1 xo d 9 xo
e dz == L\l + = L |wy|2d d
i, quiwgdx 2/901 qu]wt] x—|—2/xl qadx\wm\ x—i—/xl quyzdz

Y aplicando integraciéon por partes se llega al resultado del Lema 3.2 [

4. Existencia y unicidad de las soluciones

Teorema 4.1 En esta seccién, estableceremos la existencia y unicidad de soluciones para los
problemas planteados en (%), (x); ¥ (*),, donde la no linealidad de f se asume como una funciéon
real que verifica

sf(s) >0,¥s e R (2)

Ademaéas denotemos

F(s):/osf(a)do—

Primeramente, definimos que se entiende por solucion débil de los problemas (), (¥); y (%)s.
A lo largo de esta seccion, estableceremos I = [0,7], con T > 0.

Definicién 4.2 Sean h; € L? (i = 1,2,3) .Diremos que (u,0,v) es una solucién débil de los
problemas (%), (%), y (%), cuando

(u,v) € L™ (I, V), (ug,v) € L (I,L* x L*), 0 € L™ (I,L*) N L* (I, H} )

Satisfaciendo las identidades:

T Lo

Ly

T L1 Lo Lo
+/ / (vwy + bvyw, — haw) dedt = / u1¢ (0) dx — / oy (0) dz
0 0 L

1 L

L1 Ll
—|—/O viw (0) dx—/o vy (0) dx

Lo

T Lg Ll
/ / (=0 + kOp1py — mugyy — hot)) dadt = 0o (0) dz +m upz (0) dz
0 Ly 0 L
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para todo,
(¢,w) € C*(1,V), € C*(I,H},)

y con apropiado T € [ tal que

¢(T) =6 (T) = (T) = w(T) = w (T) = 0
La existencia de soluciones de los sistemas (), (), ¥ (*), es dado por el siguiente teorema.

Teorema 4.3 Supongamos que f € C! es una funciéon que satisface (1). Tomamos los datos
iniciales satisfaciendo
(U(),’UQ) eV, (’U,l,’l)l) S L? x L2, Oy € L?

Entonces, existe una solucion (u,v,0) de los sistemas (x), (¥);, (*), satisfaciendo
(u,v) € L® (I, V), (w,v) € L™ (I,L* x L*), 9 € L™ (I,L*)nL*(I,H},)
Ademas, si
(U(),’UQ) € (H2 X H2) nv, (ul,vl) eV, Oy e H? ﬂHig

Verificando la condicién de compatibilidad
auog (L1) —mbo (L1) = buoe (L1)

Entonces la soluciéon satisface

(u,v) € L* (I, (H? x H*)NV),
(ut,vt) e L*>® (I, V) s

(utt,vtt) € L™ (I, L? x LQ)
0cL>(I,H*NH]),

6, € L> (I,L%).

En este caso diremos que (u,0,v) es una solucion fuerte. La solucion fuerte es tunica.

Demostraremos el teorema mediante el método estandar de Faedo Galerkin y de convergencias
débiles.
Demostracion. Denotemos por {(¢;,1;) ;i € N} una base de V' N (H2 X H2) y por {¢;;i € N}

una base de H? N H},g- Denotemos los subespacios generados

Vl/ :SG{(@l)wl))”’a(@ll)wli)}) Hl/ :SG{wla"'vwli}'

Escribamos . y
(W, 0") = ai (t) (pi,wi), 6" = bi(t)e
i=1 i=1

Donde u” y v¥ satisfacen

Lo Ly
/ [ufypi + aulpi oz —mb” @i » + f(u”) pi — hipilde + / (viw; + bvyw; 5 — haw;) dx =0
L 0

Lo
/ (07t + kO 5 » + mugab; — hothy)dz = 0
L

(u” (0) ,v” (0)) = (uOva) ) (u;&/ (0) 7vzl£/ (0)) = (ulvvl) . 07 (0) = bp.

Para un t < T adecuado, donde ¢qg,wg vy %o son los vectores cero en los respectivos espacios.
Replanteando exactamente el esquema clasico de Faedo-Galerkin, obtenemos un sistema de
ecuaciones EDO en las variables a; (t) y b; (t) . Segtn la teoria estandar de la existencia de EDO,
existe una solucion continua del sistema, en un intervalo (0,7},). Usando estimativas a priori
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implicard de hecho que T,, = +o0o. De igual forma teniendo en cuenta estimativas apropiadas
para la energia del sistema EY (t), definida por

v 1 L2 V2 V|2 v 1 = V2 V(2
B () =5 | [P+ el +2F ()] dut+ 5 [ b P+ blosP] de
2/, 2 Jo
Se obtienen los resultados del teorema. ]

Nota 4.4 Con el mismo procedimiento anterior se puede demostrar que cuando el dato inicial

satisface
(uo,v0) € (H* x H*) NV, (w,v) € (H> x H)) NV,
(ug,v9) € (H' x H') NV, 6e€ H*NH},

Verificando la condicién de compatibilidad
auog (L1) — mbo (L1) = by (L1)
Donde
(u2,v2) = (@Uoze — Mboz — [ (uo) + h1 (z) , Woze + h3) ,
Entonces la solucién satisface
(u,v) € L>® (I,H® x H*) N L™ (I,L* x L*?),
(ut,vt) € L (I,Jy2 X H2) s

(utt,vtt) € L™ (I,Hl X Hl) ,
0L (I, H>NHL) N L® (I, HY)

Cuando (u, 0, v) satisface las regularidades anteriores diremos que (u,6,v) es una H>-solucién.

5. Estimativas de la energia

En los siguientes lemas probaremos las propiedades disipativas de los sistemas (), (¥); y
(%)5. Asumiremos que f es una funcién de Lipschitz y @ > Oes una constante de Lipschitz y
suficientemente pequeflo. Analisis similares como en el referente [11] Marzacchi A, Munoz R.
Naso M. G., tenemos los Lema 5.1, Lema 5.2 y Lema 5.3.

Lema 5.1 Supongamos que (u,6,v) es una solucion fuerte de los sistemas (), (x); v ().
Entonces la identidad de la energia se puede escribir como

d Lo Lo L1
—& (t) = —k/ 10,2 dz +/ (hyug + hof) dz +/ havidzx (3)
dt L L 0
Donde
1 Lo 1 Lq Lo
E1(t) = —/ (Il + alual” + 10) d + / (leaf? + blve ) do+ [ F (u)da
2JL, 2 Jo L

En particular, si h; =0 (i =1,2,3), tenemos

e o
- 1(t):—k/L1 0,2z

Demostraciéon. Multiplicando a la primera, segunda y tercera ecuacion de (%) por ug, 0, vy
respectivamente e integrando en los intervalos respectivos,

1d [t 5 N Lz Ly
—— { lu)” + alug|” + 2F (u) ] dx +m Orurdr = / hyudx
2dt L1 L1 Ly

— [auy (L1,t) — mO (Ly,t)] ug (L1, t) (4)
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1 d Lo 9 Lo 9 Lo Lo

—— |0|°dx ) + k |0z|“dx + m Ougedr = hofdx (5)

2dt
L1 L1 Ly L

vd [ ’ L

T / |oe]" + b|vg| | da| —bvg (L1, t) v (Ly,t) = / hsvidx (6)
0 0

De (4) y (5) y considerando las condiciones de frontera se obtiene (3) ]

Lema 5.2 Supongamos que (u,0,v) es una H? -solucién de los sistemas (), (x); y (%),
Entonces, tenemos que

d L2 2 L2 /
aé’g (t) = —k:/ |0t “dx — 1 (u) wpuyde (7)
L1 Ll

Donde

1 2 2 2 1 [h 2 2

82 (t) = = (]uttl + a]uxt\ + ‘Ht’ >d.%' + = (‘vtt’ + b‘vzt‘ )d$
2 )1, 2 Jo

Demostracion. Diferenciando las tres ecuaciones de (*) con respecto a t y utilizando el mismo

procedimiento como el lema 5.1, conseguimos (7). ]

Lema 5.3 Supongamos que (u,0,v) es una H3- solucién de los sistemas (), (x);y (*),.

Entonces, tenemos que

d LQ L2
Lt = —ak / 0saPdz+a | f( ) tanidz +mby (Lo, ) uss (Lo, t)
di . .

Lo

L
—amBy (L1, t) ug (L1,t) — a/ ( haUggt + hobyy)dz — b/ h3Ugpede. (8)
L 0

1

Donde I
1

1 [k 1
& (t):§/L (|uxt|2—|—a|um|2+|9x|2)d:c—|—§/0
1

En particular, si h; =0 (i = 1,2, 3)tenemos

(|vm|2 + b|vm|2)d:c

d LQ L2
Eé’g (t) = —ak:/ |9m|2d:c+a f (w) uggpedx+mb; (Lo, t) uy (Lo, t) —amby (L1,t) uge (L1, 1)
L1 Ll

Demostraciéon. Multiplicando las ecuaciones (2), (3) y (4) de (*) por —augyt, —abzz ¥ —bUgay
respectivamente e integrando sobre los intervalos respectivos y considerando los resultados
obtenidos se obtiene (8). [
Definimos la cantidad

Lo I
H(t) = /L (NoOzz — uttizy + Couny) dx + Co/o vurda.

1

Donde Ny y Cp son constantes positivas, y denotamos
B = [ty (L1, ) + |ug (L1, 8)], Bo (t) = [uge (La, t)[>.

Ahora, tenemos

Lema 5.4 Si (u,0,v)es una H3-solucién de los sistemas (*), (%);, (%),, entonces, se tiene la
siguiente desigualdad

d Lo N, Lo k2N Lo C Lo
—H(t) < _E/ \um]2dx _ Mo / ]umtIde + 0 / \HM\de — u/ ]ux\zdx
L 4 J, mJr, 8 Ju

pm 1
L. 2 1 [l 2 L2
+COA§/ vad dx+5B(t)——/ e dx—i—Cg/ 10,2dz
0 Ly L1

8a

La 2 2 b 2
+ 4 [/ (\hﬂ + | s )dx —|—/ |hs| dm}
L1 0
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Nota 5.5 Considerando: u(Ly) = 0, v(0) = 0, 6(Ly) = 0, Ajconstante de Poincaré de u
dependiendo solo del intervalo (L1, Ls) , constante de Poincaré de v dependiendo solo del intervalo
(0,L1), Noy Cp son constantes positivas a definir posteriormente, se tiene la demostracion del
Lema:

Demostraciéon de lema 5.4
Multiplicando la segunda ecuacion de (x) por g

d Lo Lo Lo
7 Ougidr = Ortgrdx + Ouyidr
Lq Ly Ly
Lo Lo 9 Lo
=k Opatizrdr — M |uze|“dx + / hougedx
L1 Ly Ly
Lo
-0 (Ll) Ut (Ll) — kuttdx
Ly
kQ L2 2 m L2 2 (5 L2 2 (5 2
< — Op|"dx — — U dx—l——/ | “dx + —|ug ( Ly, t
m ) |02z 2 /., |tz No /.. | N0| i ( ) |

Lo Lo
+Cz/ |h2|2d:c+05/ 0a2dz  (9)
L

1 Ly

Multiplicando la primera ecuacion de (*) por —u,, obtenemos

d Lo Lo Lo
T Ul ppdx = —/ Ut Uy AT — / UpUpzpt AT
t L1 Ly Ly

Lo Lo Lo
= —/ a|um|2d:6 + MmOy dr + f(u) ugedz
L1 Ly Ly

L2 L2 9
— / hiugzdr + / ‘umt’ dx + Uyt (Ll, t) Ut (Ll, t)
L1 Ll

a Lo 9 1 Lo 2 L2 2
< __/ ‘uxx‘ dr — _/ ’utt’ dx + 05/ ’umt‘ dz
4 L, 4@ L1 Ly

10)\2 2 Lo Lo
4 1k / | |*dz + 03/ | [P dax
a L1 L1

Lo
+ 04/ 10,%d2 + luse ( Lit) 2 (10)
Ly
De la primera ecuacion de (%), se tiene:

a 2 1 2 m2 2 4 2 4 2
_a <= LT z Z|n
2’“&:&:‘ =~ 4a‘utt’ + 20,‘ m’ +a’f(u)’ +a‘ 1’

Lo 9 Lo 9 Lo 9 Lo 9
/ 1f () dw=/ 1f () — £ (0) dxs/ i dng%,ﬂ/ o P
L1 L1 L1

Ly
10A22  aCy
< T
Multiplicando la primera y tercera ecuacion de (%) por u y v respectivamente y utilizando
las condiciones de frontera obtenemos

Donde i es una constante tal que

d L2 L1 L2 L1 L2 Ll
— {/ uutdx—i—/ vvtdx} :/ ]ut\de—i—/ \vtlzdx—a/ \uxIde—b/ v, |*da:
dt {Jr, 0 Ly 0 Ly 0
Lo Lo
—mu (Ly,t)0(L1,t) —m uldr — f(u)udz
L L

Lo L
+/ hludm—i—/ havdz. (11)
L 0

1
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De la desigualdad de Young, se tiene
Lo
10| 2da:

Ly
mu(Ly,t) 0 (L1, 1) gg/o usldz +C. [
1

Luego en (10) :

d T ke L1 —a [, L L
— [/ uutdx—i—/ vvtdx] < —/ [tz | dx—b/ v dw+C5/ |05|“dx
dt |Jr, 0 2 Jr, 0 L
Lo L1 Lo Ly
- A%/ |uge|*dz + )\%/ |vat|*dz + Cis U |7 [P da +/ |h3|2d4 (12)
Ly 0 L1 0
Siguiendo las ecuaciones (9), (10) y (12) concluimos que
d L N, =
S (t) < 6B (t) - 9/ g |2dz — [~ — 5 — CoA2 / gy |2 dz
N, kj2 Lo Lo
+ = / |00 |Pd — <a_C’0 - 5)\%,112) / |y |2da
m Ly 2 Ly
1 be b ke
- <— —5>/ | dx—l—Co)\%/ v dx+05/ 10, 2dx
4a L 0 L
L2 Ll
+C {/ (111 + Ihal?) dw—i—/ \hgy%zx}
L 0
|

Con lo que queda demostrado el lema 5.4.

Ahora bien introducimos las siguientes integrales

Lo Ly
Ly(t) = —/ wupugede, Lo (t) = —/ WoU Vgt AT
L1 0

Donde I
1
=———— (z—L €[L, L
w1(90) 4(L1—L2)(x 2)796 [1, 2]
1
wy (z) =7 — §L17 r € [0, L]

Lema 5.6 Sea (u,0,v)un H3-solucion de los sistemas (x), (x);, (), y sea hy € L?, entonces se

tiene la siguiente desigualdad:

d L L 2 2 2
7L @) = =5 [BEO)+Bo(t)]+D <|Utt| + |uat|” + [Oat] ) dx (13)
L
d Ly (242 bL o m2N2Ly (P2 2
< —
L2 (1) < 5 ( ; +1>B(t) 2 oo ( L1,t) [+ —5 /1 |0t|“dz
Ly h 2 2
_ _ 2) d 14
4(L2—L1)/0 (\Utt’ Hvt’) z (14)

Donde L = min{Li,ali} y D = % {1 +alq (2 + ,u2)\%) + m2}
Demostracion. Aplicando lema 3.2 con
z2=—mby — f (Wuy, 11 =0, 20 =L1,0=a
a la derivada respecto al tiempo de la primera ecuacion del sistema (x) con w; en reemplazo de
|

g, obtenemos (13). Procediendo similarmente, obtenemos (14).
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Lema 5.7 Sea (u,0,v) un H3-solucién de los sistemas (x), (*);y (*)o; h1, ha, hg € L%, entonces

se tiene la siguiente desigualdad,

d Sob L L?b%5, 9
il < _

L6 a [
S IR BO+Bo®] - § [ usalde
L
mNy L2 1 ke
+ 3 0 / |ty | d — T6a g da:
L1 a Ll
aCy "2 k2N (12
_ =0 |ux|2d$ + 0 / |9:13:)3|2d5C
8 L1 m Ll

L 2 2
+c7/ (102 + 10 ]?) de
Ly

bLd, Ly ) ;
_ Y
16 (2a% +b) (L2 — Ll)/0 ( [vee]” + vz > z

L2 2 2 I 2
+08{/ (1] + 1ha] )dm—l—/ |hs| d:c}
Ly 0

Demostracion. Usando el lema 5.4 y primera parte del lema 5.6, esto es, (13) obtenemos

o +aol< (5 -5) B0 -8 0] - (5 -ap) [ L jua? do

dh
No Lo Lo
— (m —50D) / ]umtlzdx—g/ ]um\zdx
4 L1 4 Ll

Lo kQN Lo
—“—CO/ 2 d mo/ 10yl da
L

1

Lo Ly
4 Co [ (10 10.2) d+ Co [ o d
Ly 0
L 2 2 o
+01{/ [\hl\ + |hol ]dw—i—/ N dx}
Ly 0

L
Entonces considerando § suficientemente pequenio tal que, § < TO y se obtiene

d Léo 1 [l
— t 1) t)| < —|B(t)— By (t)| — — d
i L0+ 001 (0] < TR B0~ Bo(0)] = g [ el
N Lo Lo Lo
dialy |ux,g|2dac—g |um|2d:c——ac0 lug|? dz
8 8
L1 1 Ll

k2Ny (L2 b2
+ [ onfdo+ Co [(0af + 102) o
m L L

1

Lq Lo L1
+C())\§/ ”Umt‘de‘—i—Cl {/ [’hl‘z—i-‘hgfz} dZ’—i—/ ’hg‘Q dx}
0 L1 0

Teniendo en cuenta la segunda parte del lema 5.6 dado en (14), obtenemos,

d Sob L L?b?6 9
_ <
H (t) + 5051 (t) + (L1> [’2 (t):| = 16 (2@2 + b) Ll |/U£Et (Ll) t)|

dt 2(2a% 4+ b)
Lo L Ny [
=0 [B(t)+ By (t)] — a4 —|—/ |t |* da — diall / |uge|? da:
8 4 I, 8 Jr,
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1 [l aCy [F2 k2Ny L2
- g daw — —=2 ug|? da + ——2 / 1000 da
16a L1 8 L1 m I

L2 2 2
+c7/ (10 + 6 o
Ly

Introducimos la siguiente funcional

L2
5 L
L (t) = Mo&y (£)+ Mo (t)+NE; (t)—Na (u) Uggda+H () +60L1 (1) +——

Lt
. 2(2a2 + b) Ly 2(t)

Donde My, N, §y son constantes positivas; My, N suficientemente grande y se fijan en el desarrollo
del teorema. [

Teorema 5.8 Sea (u,,v) una solucién fuerte de los sistemas (), (*); , (), y sean hy, hy € H,

ho € Lo. Entonces |,
d gl
— L)< ——L#)+A
GL < —Z-L)+
Donde ~, Cyg, A son constantes positivas

En particular, si h; = 0,7 =1, 2,3 se tiene,
.
M€y (t) + Mo () + NEs (1) < [£1(0) + Mo&s (0) + N&; (0)] e o’

Demostracién. Supongamos que (u,6,v) son H3— solucién, nuestra conclusién se siguen por
argumentos estandar. Usando los lemas anteriores y eligiendo My, N suficientemente grande,
tenemos

dic () < Y[EL (1) + E (1) + E ()] + Cp < ——1-L (£) + Cp
t Cho

Donde v > 0,C),, < +00,C1g < +00 son constantes positivas, y la siguiente desigualdad se tiene
presente,
Culéi(t) +& () + & )] < L(H) < Cralér () + & (1) + &3 (1))

Donde, C1, Ci2 son constantes positivas. [ ]

6. Conclusiéon

El trabajo realizado por Marzocchi [11] es mejorado por un andlisis més rigoroso en la
obtencion de la existencia y unicidad de solucién del sistema planteado. Como por ejemplo la
equivalencia de normas, estimativas de decaimiento y la existencia de solucién débil y regularidad
de soluciones y como también el espacio de soluciones. Se pueden crear nuevos problemas
incrementando término de memoria en la ecuacién que nos indicarad una informacién precedente
del fenémeno fisico
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