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Resumen: En este trabajo mostraremos una herramienta que nos permita
transformar una foliacién holomorfa singular a otra foliacién holomorfa singular de tal
forma que en ésta ultima tenemos més oportunidad a que las multiplicidades de las
sigularidades disminuyan y asi poder hacer un mejor analisis cualitativo de las 6rbitas
de la foliacion alrededor de una sigularidad. Esta herramienta es una aplicaciéon F :
U, — U llamada Blow-up, donde p € U C C" abierto y U, = [U — {p}]UCP(n—1)
es una variedad compleja. Mostraremos que E : U, — CP(n — 1) — U — {p} es un
biholomorfismo entre variedades complejas; lo que nos permite via el Blow-up tener
una conjugacion analitica entre la orbitas de las foliaciones Fz y F; respecto a los
campos vectoriales holomorfos sobre U — {p} y U, — CP(n — 1) respectivamente,
donde el campo Z = E*(Z) es el Pull-back de Z via el Blow-up E. Mostraremos
también que el campo Z puede ser extendido de manera holomorfa sobre el espacio
proyectivos n-1 dimensional CP(n — 1), teniendo asi un campo holomorfo Z sobre
toda la variedad (~]p de tal forma que la proyeccién de ésta via el Blow-up E coincide
con el campo original Z. La foliacion F; sobre todo la variedad Up asociada al campo
Z es llamada El Transformado Estricto de Fy.

Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Complejas, Foliacion Holomor-
fa Singular, Blow-up, Sistemas Dindmicos, Dinamica Compleja.

TRANSFORMED STRICT OF HOLOMORPHIC FOLIATIONS ON C»

Abstract: In this work we show a tool that allows us to transform a singular
holomorphic foliation another singular holomorphic foliation such that in the latter
we have more opportunity to the multiplicities of the singularities decrease so we can
do a better qualitative analysis of the orbits of the foliation around a sigularidad.
This tool is an application F : Up — U Blow-up call where p € U C C"
open and U, = [U — {p}] UCP(n — 1) is a complex manifold. We show that
E : U, - CP(n—1) — U — {p} is a complex biholomorfismo between complex
manifolds; allowing us via Blow-up have an analytical conjugation between the
orbits of foliations Fz and F; respect to holomorphic vector fields on U — {p} and
U, — CP(n — 1) respectively, where the field Z = E*(Z) is the Pull-back of Z via
the Blow-up E. We also will show that the Z field can be extended manner on the
projective holomorphic n-1 dimensional space CP(n — 1), also having a holomorphic
field Z over the entire manifold Up such that the projection of it via the Blow-up F
matches the original field Z. The foliation F; on the manifold Up associated with
the field Z is called Transformed Strict F.

Keywords: Ordinary Differential Equations Complex, Holomorphic Singular
Foliation, Blow-up, Dynamical Systems, Complex Dynamics.
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1. Introduccién

Sean M™ una variedad compleja de dimensién n, F una foliacion holomorfa singular por
curvas sobre M" y p € M" una singularidad aislada de la foliacion F. Sea Z el campo vectorial
que genera la foliacion alrededor del punto p (ver [4], [7]), en una carta (U, y) de M™ tal que
p €Uy e(p) =0 ¢€ C" Fijando coordenadas en esta carta, el campo Z se expresa como:

"9
Zzleia—%

donde Zy, Zs, ..., Z, € Oy p (aqui Oy, ) es el anillo de gérmenes de las funciones holomorfas en p)
y m.c.d(Z1,Zs, ..., Zy,) = 1. Denotaremos por F a esta foliacion, el cual coincide con la foliacion
F. Como p € U es una singularidad aislada de Z, entonces existe una vecindad abierta U, de p
en la que p € U, es la tnica singularidad y los demés puntos de U, — {p} son puntos regulares,
por el Teorema del Flujo Tubular (ver |7], [8] y [1]) tenemos que las orbitas alrededor de un
punto regular pueden “ser enderezadas” mediante una conjugaciéon analitica local, entonces ya
sabemos como se comporta localmente. Lo interesante seria ver qué pasa alrededor de un punto
singular p, i.e como se comporta las 6rbitas alrededor del punto p.

En este trabajo mostraremos una herramienta que nos permita tranformar una foliacion
holomorfa singular a otra foliaciéon holomorfa singular de tal forma que en ésta dltima tenemos
més oportunidad a que las multiplicidades de las sigularidades disminuyan y asi poder hacer
un mejor anélisis cualitativo de las orbitas de la foliaciéon alrededor de una sigularidad. Esta
herramienta es una aplicaciéon E : ffp — U llamada Blow-up, donde p € U C C" abierto y (~]p =
[U —{p}]JUCP(n—1) es una variedad compleja. Mostraremos que E : U,—CP(n—1) — U —{p}
es un biholomorfismo entre variedades complejas; lo que nos permite, via el Blow-up, tener una
conjugacion analitica entre la orbitas de las foliaciones F7 y F; respecto a los campos vectoriales
holomorfos sobre U — {p} y U, — CP(n — 1) respectivamente, donde el campo Z = E*(Z)
es el Pull-back de Z via el Blow-up E. Mostraremos que el campo Z puede ser extendido de
manera holomorfa sobre el espacio proyectivos n-1 dimensional CP(n— 1), teniendo asi un campo
holomorfo Z sobre toda la variedad Up de tal forma que la proyeccion de ésta via el Blow-up E
coincide con el campo original Z. La foliacion F; sobre todo la variedad (~]p asociada al campo
Z es llamada El Transformado Estricto de Fy.

2. Preliminares

Proposicion 2.1 Sea M # ¢ yF = {(Ua, va)} una familia de biyecciones pq : Uy — 00 (Uy) C
C™ que satisface las condiciones siguientes:
1. Para todo (Uy, pa) € F, el conjunto po(Uy) € C™ es un abierto de C".

2. M =U.

3. Si (Ua, va), (Ug,@g) € F son tales que UosNUg # ¢ entonces oo (UaNUg) y pg(UaNUg) son
abiertos de C" y la composicion ggopg! : 00 (UaNUs) — p5(UaNUg) es un biholomorfismo.

Entonces existe una tinica topologia T(F) sobre M que torna a la familia F un atlas complejo de
dimension n para M, ademds con la topologia T(F) las biyecciones se tornan en homeomorfismos.

Demostraciéon. Denotemos por 7(F) a la familia de subconjuntos de M definidas por
AeT(F) e pa(ANU,) C C" es abierto Vo

Es facil ver que 7(F) es una topologia sobre M. ]
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Proposicion 2.2 Sea M # ¢ y F = {(Ua,va)} con las condiciones de la Proposicion 2.1. La
topologia 7(F) es de Hausdorff si y solo si ¥(Uq, ¢a), (Ug,pg) € F con Uy NUg # ¢ no exista
ninguna sucesion (x,,) C ¢a(Us NUgG) tal que xn, — € a(Ua — Ug) y (050 a1 )(xy) — y €
v5(Us = Ua)-

Proposicion 2.3 Sea M # ¢ y F = {(Uq, ¢a)} con las condiciones de la proposicion 2.1. 7(F)
tiene base numerable si y solo si el cubrimiento {Uy} de M admite un subcubrimiento numerable
de M.

Las demostraciones de las proposiciones anteriores las puede encontrar en [10].
El siguiente Teorema nos dé toda la informacién cualitativa alrededor de un punto regular.

Teorema 2.4 (Flujo Tubular) Sean U C C" un abierto, Z € X(U) y z9 € U un punto regular
de Z entonces Z es localmente analiticamente conjugado al campo constante Y = (1,0,...,0)
alrededor de zg y 0.

Demostracion. Ver [7]. ]

Definicion 2.5 Sean (X, A), (Y,B) dos variedades complejas de dimensiones m y n
respectivamente y f : X — Y continua.

1. Decimos que f es holomorfa en p € X si existe p : U -V, o € Ay existe p : U' — V|
weBceompelUvyf(p)eU, f(U) CU tales que ho fop ™t :V CC™ — V' CC" es
holomorfa en o(p).

2. Decimos que [ es holomorfa en X si f es holomorfa en p, Vp € X.
3. Decimos que f es biholomorfa si f es biyectiva holomorfa y su inversa también es holomorfa.

4. Decimos que (X, A) y (Y,B) son biholomorfas si existe un biholomorfismo entre ellas.

3. El Espacio Proyectivo Complejo CP(n)

En C" — {0} definimos la siguiente relacion:
zr~w<e 3t eC=C—{0} tal que w = tz,

donde z, w € C" — {0}.
Es claro que “~” es una relaciéon de equivalencia. Al conjunto cociente definido por la relacion lo
denotamos por:

CP(n—1) = (C"—{0}) /~ = {lz] = [215 - 2na]; 2 € C" —{0}}.

donde [z] = {(tz1, ..., tz,); t € C*}.
Los elementos de CP(n — 1) son rectas complejas de C™ que pasan por el origen tal que el 0 € C”
no pertenece a la recta.

e Sin =1, CP(1) es llamado linea proyectiva o esfera de Riemann.
e Sin =2, CP(2) es llamado plano proyectivo complejo.
Demos una estructura de variedad al espacio CP(n—1). Sea U; = {[z] = [21;...;2,] € CP(n—1);
z; # 0} para 1 < j < n, definimos las aplicaciones
p;j: U — C1
) = (2 22 22
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es facil ver que las aplicaciones ¢; son biyecciones (1 < j < n), donde las inversas son
go;l : C"~! — U; dadas por:

®; (Wi ey Wn—1) = (W15t wj—1; Lwys s wy)].

Luego tenemos una familia de biyecciones F = {(Uj, ;) }1<; <, tal que: ¢;(U;) = C"~ ! es abierto
(1<j<n)yUl_(U;) =CP(n—1), con un facil cilculo se muestra que para U; NU; # ¢ se
tiene que ¢;(U; NU;), ¢j(U; NU;) son abiertos en C"~1. Ademas ¢; o gpj_l es un biholomorfismo
Vi, j e {1,..,n}.

Entonces la familia 7 = {(Uj, ¢;)}, <<, genera una topologia 7(F) sobre CP(n — 1) que torna
a F un atlas holomorfo de dimension n, como F es finito entonces 7(F) tiene base numerable
(ver Proposiciones 2.1 y 2.3).

Sean (U, i),(Uj, ;) € F tal que U; NU; # ¢ un facil calculo muestra que no existe ninguna
sucesion (x,,) C ¢;(U; NU;) tal que @, — x € 0;(U; = U;) v (pjop; )(an) — y € pi(U; —Us)
entonces 7(F) es de Hausdorff (ver Proposicoon 2.2). Luego tenemos que CP(n — 1) es un
espacio topologico de Hausdorff con base numerable, por lo tanto (CP(n — 1), A(CP(n—1))) es
una variedad compleja holomorfa de dimension n — 1, donde A(CP(n — 1)) es el atlas maximal
que contiene al atlas generado por la familia F.

Definiciéon 3.1 (CP(n — 1), A(CP(n — 1))) es llamado Espacio Proyectivo Complejo (n-1)
dimensional.

Proposicion 3.2 CP(n — 1) es compacto.

Demostracion. La demostracion puede ser encontrada en [10] y [5]. n

Observacién: El conjunto C"~! puede ser identificado con Uj, y sea el conjunto H,, =
{[#z1;.-;2n]; 21 = 0} en CP(n — 1), observe que la primera carta de CP(n — 1) no puede ver
el conjunto Hoo, = CP(n—1)—U; = CP(n—1) —C" !, es decir que Hy, no intersecta la imagen
de ¢1, donde (Uy, 1) es la primera carta de CP(n —1), es por eso que a Hy, = CP(n—1)—C"!
se le llama conjunto del infinito (en la 1ra carta).

4. El Blow-up Centrado en el 0 € C"

El Blow-up centrado en el 0 € C”, consiste en remplazar el 0 € C™ por un espacio proyectivo
CP(n—1), dejando todos los otros puntos invariante desde el punto de vista biholomorfo. Vamos
a dar un sentido matematico preciso a esta idea informal, empezamos considerando las siguientes
aplicaciones:

E;: c? — C"
Y1y ey Yn) —— E1(Y1, s Un) = (Y1, Y1925 ooy Y1Yn) = (215 oy 20),
para 1 < j < n. Es féacil deducir las siguientes propiedades:
1 B70) = {yn = 0}
2. Ej(C") ={C" - {#; =0}} U {0} ,i.e Ej no es sobreyectiva
3. Ej:C" —{y; =0} — C" — {2; = 0} es un biholomorfismo, cuya inversa es:
B €' {5=0) — C'-{=0)

J
1 Z1 Zj—1 Zj+1 Zn
(214 ey 2n) — E; (21 ey 2n) = [ —, ooy ) 245 R
Zj Zj Zj Zj
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De lo anterior deducimos que para poder cubrir todo el espacio C™ se necesitan las n-aplicaciones
E;, ademas el 0 € C" es llevado a un espacio (n — 1)-dimensional, {z; = 0}, via la aplicacion E;.

Para cubrir todo C" (es decir, todo punto de C™ tenga pre-imagen bajo Fj, ..., E,) necesitamos
pegar los n sistemas haciendo que los espacios {y; = 0}, ..., {y, = 0} se identifiquen dos a dos,
de tal manera que FEf1, ..., E, sigan siendo biholomorfismos, intuitivamente necesitamos construir
una variedad con ayuda de las apliaciones Fj, ..., E,.

Para 1 < j < n, definimos los conjuntos:
Uj = {(21, ey 20, [W0]) € C" X Uj; (21, 0-2j— 15 Zj15 s 2n) = 2jp5 ([w]) 1},
donde (Uj;, ¢;) son las cartas del plano proyectivo CP(n — 1). Observe que:

U; CC"xU; CC"x CP(n—1), (1<j<n).

Sea z = (21,...,2n) ¥ [w] = [w1;...;wy], definimos las funciones:
(ﬁj : 0j — "
(2 w]) — @z w]) = (ﬂ, e wj“,...%).
wj Wi wj Wi

Un fécil célculo muestra que las ¢;,(1 < j < n) son biyeciones, cuyas inversas son:

@;1: Ccn — Uj
W15 Yn)  — @jl(yl,---,yn):(Ej(yh---7yn),¢]1(y1,---,yj—l,yj+1,---,yn)>-

Luego tenemos una familia de biyecciones F = {(U;, $;)},< i<n

Definimos el conjunto
0 = U1 (Uj)

Un facil calculo se muestra que para U; N Uj + ¢ se tiene que @;(U; N (~]j), (pj(f]i N U]) son
abiertos en C". Ademas ¢; ogéj_l es un biholomorfismo para todo ¢, j € 1, ..., n. Entonces la familia
F = {(Uj, goj)}1<]<n genera una topologia 7(F) sobre C} que torna a F un atlas holomorfo de

dimension n, como F es finito entonces 7(F) tiene base numerable (ver Proposiciones 2.1y 2.3).

Sean (U3, ¢;),(Uj, ¢;) € F tal que U; NU;j # ¢ un facil calculo muestra que no existe ninguna
sucesion (z,,) C ¢;(U; NUT;) tal que z, — = € &;(U; —U;) y (@i 0p5 ) (wn) — y € $5(U; — Uy)
entonces 7(F) es de Hausdorff (ver Proposicion 2.2). Luego tenemos que CP(n —1) es un espacio
topolégico de Hausdorff con base numerable. Por lo tanto ( A((CO)) es una variedad compleja
holomorfa de dimensién n, donde A((C”) es el atlas maxunal que contiene al atlas generado por
la familia F.

Definicion 4.1 La variedad compleja (C3, A(CR)) es llamada Blow-up centrado en el 0 € C™.

Observe que @8 C C" x CP(n — 1), de manera natural existen dos proyecciones:

E: @8 — "
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i) Expresamos la proyeccion E en coordenadas; es decir, trabajando con las cartas de la
variedad C{. En la j-ésima carta (Uj, @)

(E ° @;1)(y1) ayn) = E](yla 7?/n)

Entonces (E o @;1) = L para todo j € 1,...,n, por lo tanto ahora si cualquier punto
z € C" tiene pre-imagen bajo Fi,E»,..., 6 E,. Ademas como las aplicaciones F; son
holomorfas para todo j € 1,...,n. Por lo tanto la aplicacion F : @6‘ — C" es holomorfa
entre variedades.

ii) Analogamente para la proyeccion w, es facil ver que 7 es una funciéon holomorfa entre
variedades.

Definicién 4.2 La funcion holomorfa E : @8 — C" serd llamada Blow-up con centro en el
punto 0 € C™.

Proposiciéon 4.3 La funcion E : @6‘ — C™ wverifica las siguientes propiedades:
(1) E71(0) =CP(n—1) ; donde 0= (0,0,0).
(2) C2 ={(2[2]); z€ C*—{0}} U{0} x CP(n—1).

(3) E|<tg_<cp(n_1) :Cjp—CP(n—1) — C™ — {0} es un biholomorfismo.
(4) E: @6‘ — C" es un mapeo propio.

Demostracion.

(1) En efecto, sea (z,[l]) € E=1(0) & E(2,[l]) =0 < 2z =0 < (2,]l]) € {6} x CP(n—1) entonces
E~Y0) = {0} x CP(n — 1), sea i : CP(n — 1) — E~1(#) la inclusiéon canénica, es claro
que 7 es una inmersién holomorfa, entonces es claro que {6} x CP(n — 1) es biholomorfa
a CP(n—1) (CP(n—1) ~ {6} x CP(n — 1)), entonces E~'(0) se puede identificar con

CP(n—1).

(2) En efecto, es claro que {(z,[z]); 2 € C* — {#}} U {#} x CP(n — 1) C CZ, veamos el otro
contenido.

Sea (z,[l]) € C¥ ; donde z = (21, ..., 2n), [I] = [I1, ..., In] entonces ocurren dos casos :

e Si z =6, entonces (z,[l]) € {6} x U; C {0} x CP(n — 1); para algtin i € {1,...,n} = (2,[l]) €
{(z,[2]); z€ C* = {0}} U{0} x CP(n —1)

e Si z # 6, sin pérdida de generalidad supongamos que (z,[l]) € Uy = (22, ..., z0) = z101([l]) =
Zl(%’ o é—’ll), Ademas z; # 0, entonces [z] = [I], luego (z,[l]) € {(z,[#]); z € C* — {0} }.

(3) En efecto, teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, se aclara por ultima vez

que E|_, chne) Cp — CP(n — 1) — C" — {#} es una biyeccion cuya inversa es :
(U

. C" — {#} — C& — CP(n — 1), ya sabemos que la aplicacion E es
-1

-1
(E|@g—<cp(n—1))

holomorfa , s6lo nos falta ver que ( sea holomorfa, como son aplicaciones

E|@"7<CP(n71))

0

entre variedades, entonces veamos mediante las cartas, es facil ver que @; o (E‘@n . 1))—1
o =T

-1

es holomorfa V i € {1,...,n}, entonces ( sea holomorfa.

E‘Cgfczv(nq))

(4) En efecto, sea K C C" compacto, ocurren dos casos:

e Si§ ¢ K, entonces por definicion de E, E~!(K) es compacto.
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e Sif € K, entonces E~}(K) = E~Y(K — {0#}) UCP(n — 1) es compacto.

Observaciones: Con respecto a la Proposicién anterior tenemos:

1. Teniendo en cuenta la identificacion en (1) de la demostracion anterior se tiene que

Cl = (2,[2]);2 € C" —0U{#} x CP(n —1).
2. Sea la proyeccion canoénica 7 : C"—{0} — CP(n—1) obtenida apartir de la relacion ” ~ 7
en C" — {0} ,para la construcciéon de CP(n — 1), es claro que la aplicacién 7 es holomorfa,
pues (p; o7) es holomorfa V i € {1,...,n},entonces el grafico de 7: G(7) es una variedad
Holomorfa, atin mas G(7) = {(z,[#]); z € C" — {0}} es biholomorfo a C™ — {0}; entonces
de (1) y (2) tenemos que:

€ = {(= )2 € € — {0}} U {0} x CP(n — 1) ~ (C" — {0}) UCP(n — 1),
entonces teniendo en cuenta las identificaciones en (1) y (2) tenemos el siguiente resultado:

Cr = (C"—{0}) UCP(n —1).

3. De la Observaciones anteriores (2) y de (3) podemos ver que que el origen 0 es remplazado
por el proyectivo CP(n — 1), ya que Cjj — CP(n — 1) es una copia fiel (desde el punto de
vista biholomorfo) de C™ — {0}.

4. Sea U C C™, y sea p € U, también se puede construir, de manera analoga al caso anterior,
el Blow-up centrado en p € U, denotandolo por U,

5. Transformado Estricto de Foliaciones

Sean U C C", Z : U — C" un campo vectorial holomorfo y p € U una singularidad aislada
de Z, se sabe que las soluciones de la ecuaci’on diferencial ordianria compleja 2’ = Z(2) asociada
al campo Z , induce una foliaciéon Fz en una vecindad de p € U, como p € U es una singularidad
aislada de Z, entonces existe una veciendad abierta U, de p en la que el p € U, es la tnica
singularidad y los demas puntos de U, — {p} son puntos regulares, por el Teorema del Flujo
Tubular nos dice que las érbitas alrededor de un punto regular las puedo enderezar mediante una
conjugacion analitica local, entonces ya sabemos como se comporta localmente. Lo interesante
seria ver que pasa alrededor del punto singular p. Es decir, como se comporta las érbitas alrededor
del punto p, una manera de poder observar es “levantandola.? Up via el Blow-up F : ffp — U
(mediante el Pull-Back de Z bajo el biholomorfismo E|Up7cp(n71) ). Formando una nueva foliacion

que sera llamada El Transformado Estricto de Fz y sera denotado por F.
Veamos que significa “levantariin campo holomorfo, en el caso general.

Sean U C C" abierto, Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo y p € U una singularidad
aislada de Z, sea la ecuacion diferencial ordinaria compleja

2 =Z(2) (1)

asociada al campo Z, y sea F' : V. — U un biholomorfismo (V' C C™ abierto). Si z = F(w),
entonces: F'(w)w' =2/ = Z(2) = Z(F(w)) luego:

w' = [F'(w)] 7 Z(F(w)) = [(F7 (F(w))Z(F(w)) = ((F~)".Z] o F)(w), (2)

donde F*(Z) = [(F~!).Z] o F es el Pull-Back de Z bajo F, observe que F*(Z) : V — C"
es un campo vectorial holomorfo, entonces en el sistema (2) se tiene: v’ = F*(Z)(w), ademés
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que F' es una conjugacion analitica entre los campos Z y F*(Z) i.e Z ~gnq F*(Z), entonces las
soluciones de la ecuacion (2) son transformadas por F' en soluciones de la ecuacon (1) (ver [4],

71y [8])-

Por simplicidad supongamos que U = C", p = 0 € C" (singularidad aislada). Como el Blow-up
E : C} — C™ es un biholomorfismo entre CJ — CP(n — 1) y C* — {0}, entonces podemos hacer
todo el procedimiento anterior, considerando el Pull-Back de Z restringido a C" — {0}. Entonces
E*(Z) es un campo vectorial holomorfo sobre C§ — CP(n— 1), el problema es que no esta definido
sobre toda la variedad @8, nos falta extender sobre el proyectivo CP(n — 1), pues en esta zona
es la que nos dara informacion de lo que pasa en el origen. Mas adelante se vera que E*(Z) es
extendido a todo @8

Sea Z =", Zia%i un campo vectorial holomorfo tal que m,(Z) = v, asi tenemos:

Zi(21, 0 2n) = Y _Z4(21, 000y 2 (3)

k>v

donde Z,f; son polinomios homogéneos de grado k, obtenidos al desarrollar Z; como series de
potencias alrededor del origen, 1 <7 < n.

Realizamos el Pull-Back del campo Z bajo la aplicacion del Blow-up. Viendo a E*(Z) con la
j-ésima carta del Blow-up tenemos:

E(yi, ey yn) = (21, 0y Zn)s
donde z; = y;y; sii # j y zj = yj.
El divisor (espacio proyectivo CP(n — 1)) es dado por:
EN0) = {(y1, 1 9n) : 95 = O}.

En esta carta, el pull-back de Z por FE es generado por:

. 0 " (ZioE -y ZjoE\ 0
B'(2)= (20 E)5 -+ ( viZ; )T' (4)
Yj Py Y; Yi
De (3):
(Zjo E)y) = > v} Z1())
k>v

donde y= (yl) ayn) y g = (yl) e Yj—1, 1ayj+1a J/n)
Luego tenemos:

> b Zi) —+ Z >y NZi0) — vz

k>v i=1,i#5 \k>v

<

g ©

Se presenta dos casos:

Caso I: Si Ji # j tal que Zi(§) — yZZJ( ) # 0.
En este caso E*(Z) es divisible por y] ~1. denotamos:

2y - HOW,
2y) = wZ@) + 12# (12:0) = wZ@)) 2= + ¥ W),
1=1,i#7

luego tenemos:
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donde Y es un campo vectorial holomorfo.

Observe que en este caso se tiene que E~1(0) es invariante por Fz, donde Fz es la foliacion
generada por Z. Asi E*(Z) se extiende sobre el conjunto {y; = 0}.

CASO II: Si V1 < i <ncon i # j se tiene Z}(9) — in,f;(@) =0.
En este caso E*(Z) es divisible por y, denotemos:

E(Z) ()

20) = 2@+ 2 (1Z000) -0 @) 5 +u ),
1=1,1%y

, luego tenemos:

donde W es un campo vectorial holomorfo.

Observe que en este caso se tiene que E~1(0) no es invariante por Fz, donde Fz es la foliacion
generada por Z. Asi E*(Z) se extiende sobre el conjunto {y; = 0}.

De los dos casos anteriores, se tiene la siguiente:

Definicion 5.1 Al campo holomorfo Z, que es la extension de E*(Z) en todo (@8, se le llama el
Transformado Estricto del Campo Z por E.

Como consecuencia del analisis anterior se tiene los siguientes dos teoremas:

Teorema 5.2 Sean U C C™ abierto, Z : U — C"™ un campo vectorial holomorfo, 0 € U una
singularidad aislada de Z y E : (@8 — C" la aplicacion Blow-up (en la j-ésima carta) centrada
en 0, tal que si 3i # j tal que Zi(§) — Yi Z1(§) # 0 entonces E*(Z) se extiende a una funcion
holomorfa

E*(2)

v—1 7’

Y;

7 =

donde Z esta definida sobre todo CJ. Ademds E~'(0) = CP(n — 1) es invariante por Fy.

Demostracion. Es una consecuencia directa del anélisis anterior vista en el caso I. []

Teorema 5.3 Sean U C C™ abierto, Z : U — C"™ un campo vectorial holomorfo, 0 € U una
singularidad aislada de Z y E : (@8 — C" la aplicacion Blow-up (en la j-ésima carta) centrada
en 0, tal que siV1 < i <n coni#j se tiene ZL(f) — yi Z1(9) = 0 entonces

E*(Z) es extendido a una funcion holomorfa

E*(Z)
v

Z:

)

donde Z esta definida sobre todo C2. Ademds E='(0) = CP(n — 1) es no invariante por Fy.

Demostracion. Es una consecuencia directa del anélisis anterior vista en el caso II. []
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6. Singularidad Dicritica

Sean U C C™ abierto, Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo, 0 € U una singularidad
aislada de Z, sea E : @6‘ — C" la aplicacion Blow-up centrada en 0 y Z es el Transformado
Estricto de Z por E. Siguiendo con las notaciones de la seccién anterior, siguiendo con las ideas
de [1], [2] ¥ [3] v gracias a los Teoremas 5.2 y 5.3 se tienen las siguiente definiciones:

Definicion 6.1 Decimos que 0 € C" es una Singularidad no Dicritica de Z cuando
E=1(0) = CP(n — 1) es invariante por Fz.

Definicién 6.2 Decimos que 0 € C" es una Singularidad Dicritica de Z cuando E~1(0) =
CP(n —1) no es invariante por Fy.
Observaciones:
1) Del Teorema 5.2 se tiene: Si para cada j € {1,...,n} 3 i€ {1,...,n} con i # j tal que
%78 — 2 ZL £ 0
siy solo si 0 € C” es una Singularidad no Dicritica de Z.

2) Note que en cualquiera de los dos casos Fg-(z) y Fz , las foliaciones generadas por E*(Z) y el
Transformado Estricto Z respectivamente, coinciden fuera del divisor E~1(0) = CP(n—1),

~ 1
pues Z = — E*(Z) en la j-esima carta, donde k = v — 151 0 € C" es una Singularidad
Yj
no Dicritica, k = v si 0 € C" es una Singularidad Dicritica.

3) Teniendo una foliacion Fz en C”, llegamos a obtener una foliacion Fg-(z) sobre Cp—CP(n—

1), la cual se extiende de manera tnica , obteniendo una foliacion F sobre @8 la cual es
llamada el Transformado Estricto de Fz (o de Z).

7. Conclusiones

1. Dado un campo vectorial holomorfo con una singularidad aislada, gracias a la herramienta
Blow-up es posible encontrar otro campo vectorial holormofo sobre una variedad compleja
de tal forma que entodos sus puntos regulares coincida con el campo original desde el punto
de vista holomorfo y que la singularidad aislada es reemplazada por un espacio prorectivo
n-1 dimensional.

2. En el transformado estricto Z via el Blow-up E sobre el campo Z se puede observar una
caracterizacion de singularidades. Esto es viendo si el espacio proyectivo CP(n — 1) es o
no es invariante por el campo Z.
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