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Resumen: Consideramos un problema mixto para una ecuacién de onda no lineal viscoeldstica
con condiciones de frontera disipativa lineal y término fuente no lineal. Probamos la existencia
y unicidad de su solucién local por el método de Faedo-Galerkin y mostramos la explosion de
soluciones por el método de la energfa.
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Global Nonexistence for a Viscoelastic Wave Equation with Boundary
Dissipative

Abstract: We consider a mixed problem for a viscoelastic nonilinear wave equation with boun-
dary dissipative lineal and nonlinear source term. We prove the existence and uniqueness of its
local solution by the Faedo-Galerkin method and show the blow-up of solutions by the energy
method.

Keywords: Viscoelastic wave equation, local solution, Faedo-Galerkin method, blow-up of so-
lutions, energy method.

1. Introduccién
En este articulo, consideramos el problema para la siguiente ecuacién de onda viscoeldstica:
t
v — koAu +/ g(t—s)div[a(x)Vu(s)]ds+ B (z)u' = f(u) en Q x]0,00], (1.1)
0

con condiciones iniciales

u(x,0) =ug (z), v (2,0) =ug (z) en (1.2)
y condiciones de frontera
u(z,t) = 0 en Ty x]0,00[, (1.3)
ou t ,
k0$ - / gt —s)[a(x)Vu(s)] -vds+d6(z)u’ = h(u) enl'y x]0,00[, (1.4)
0

donde ) es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera regular 022 = T'g U Ty, I'g y 'y
son cerrados, disjuntos y con medidas positivas, A es el operador Laplaciano, V es el operador
gradiente, div es el operador divergencia, g (t) es una funcién real continua no negativa para
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t >0, f(s)y h(s)son funciones reales no lineales para s € R; a(x), f(z) y 0 (z) son funciones
reales positivas para x € €, kg es una constante positiva, v es el vector normal unitario exterior

. . . 2
a J9). Las derivadas parciales con respecto al tiempo las denotamos: u' = %;‘ yu” = %.

Este problema tiene su origen en la descripcién matemdtica de los materiales viscoeldsticos.
Se sabe que los materiales viscoeldsticos exhiben amortiguaciéon natural, que es debido a la
propiedad especial de estos materiales para retener una memoria de su historia pasada. Desde el
punto de vista matemadtico, estos efectos de amortiguacién se modelan por los operadores integro-
diferenciales. Por tanto, la dindmica de los materiales viscoeldsticos son de gran importancia e
interés ya que tienen amplias aplicaciones en las ciencias naturales. Desde el punto de vista fisico,
el problema ( 1.1) — (1.4) describe la posicién u(z,t) de la particula material = en el tiempo
t, que se sujeta en la porcién I'g de su frontera 02 con su porcién I'y soportado por cojinetes
eldsticos con respuestas de frontera no lineal, representadas por la funcién h (u) y también estd
sujeto a la disipacién lineal representada por la funcién § (x)u'. Mds informacién al respecto,
ver [3, 9] .

Recientemente, los problemas con condiciones de frontera disipativa y/o término fuente para la
ecuacién de onda viscoeldstica, han sido estudiados por muchos autores, y se han obtenido la
existencia, comportamiento asintético y/o explosion de soluciones. Cavalcanti et al. [2] estudiaron
el problema de la forma

r t
u”—Au+/g(t—s)Au(s)ds:0 en ) x 0, 00l
0
U(.’,U,O) = Ug (ﬁ) ’ u (3370) =uw (I) €n Qa (1 5)
u(z,t) =0 en I'g x ]0, 00[, '
t
g:j—/g(t—s)Vu(s)~uds+h(u'):O en I'; x ]0,00][.
0

Ellos establecieron la existencia y la tasa de decaimiento uniforme bajo supuestos muy restric-
tivos en el término disipativo h y la funcién nicleo g. Para condiciones més generales sobre h y g,
Cavalcanti et al. [1] demostraron la estabilidad uniforme de (1.5), siempre que g(0) y [|gll 11 (0,0
son lo suficientemente pequenos. Li, Zhao y Chen [5] estudiaron un problema de la forma

t

u”—Au—l—/Og(t—s)div[a(x)Vu(s)]ds—f—|u|'yu:0 en 2 x |0, oo,
u(x,0) =wug (z), v (x,0) = uy (x) en €,

u(z,t) =0 en Iy x |0, 00[,
g:j—/og(t—s)[a(:r)Vu(s)]-Z/ds—l—h(u'):0 en I'y x ]0,00][.

Ellos demostraron la existencia y unicidad de su solucién global por el método de Galerkin
y mostraron que la tasa de decaimiento uniforme de la energia. Geng y Ma [4] estudiaron el
siguiente problema

( u”—Au—i—/O g(t—s)div[a(z)Vu(s)]ds+u =0 en Q x]0,00[,
u(x,0) =wug (z), v (x,0) = uy (z) en (,
u(x,t) =0 en I'g x 0, 00,
g:j—/o gt —s)a(x)Vu(s)] -vds =h(u) en I'y x ]0,00][.

Probaron la propiedad de explosién de soluciones, con argumentos de concavidad. Wu y Chen
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[12] estudiaron el problema de la forma

(

u’ — koAu —I—/O g (t—s)div[a(z) Vu(s) ds+ 8 (z) v = [uP?u en Q x]0,00[,

u(z,0) =ug (x), v (x,0) = uy () en

u(z,t) =0 en I'g x ]0, 00,
\ kogz —/0 g(t—s)[a(z)Vu(s)-vds+h(u)=0 en I'; x ]0,00][.

Ellos establecieron la existencia global y la tasa de decaimiento general de la energfa. En Taham-
tani y Peyravi [10] estudiaron un problema de la forma

;

u” — kogAu +/0 g (t—s)div[a(z) Vu(s)]ds+ f (v') = luP~?u en Q x]0,00],

u(z,0) =ug (z), v (x,0) = up (x) en €,

u(z,t) =0 en Iy x 0, 00,
\ ko% —/0 gt —s)[a(@)Vu(s)-vds+h(u)=0 en I'y x )0, 00,

donde f (u') = (kl + 6 (x) o |m_2> u’. Con algunas restricciones sobre los datos iniciales y la

funcién relajacién, probaron que la tasa de decaimiento es similar para una cierta clase de
funciones de relajacion g. También establecieron en dos casos, la propiedad de explosién para
ciertas soluciones.

Motivados por los trabajos antes mencionados, estudiamos el problema (1.1) — (1.4). Primero
mostramos la existencia y la unicidad de la solucién local mediante el método de Faedo-Galerkin
y el método de la energia, respectivamente. Segundo probamos la propiedad de explosién de
soluciones en tiempo finito, mediante el método directo de la energia, desarrollado por Li y
Tsai [6], bajo algunas restricciones a los datos iniciales y para la energfa inicial relativamente
arbitraria. En la discusiéon del problema (1.1) — (1.4), empleamos las estrategias y técnicas
inspiradas en los trabajos de Park and Park [7], Wu [11] y Tahamtani y Peyravi [10].

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2, se establecen algunas no-
taciones, se mencionan resultados sin demostracién y se imponen las hipétesis del trabajo. En
la Seccién 3, damos el teorema de existencia y unicidad de la solucién local y su demostracién.
Finalmente en la Seccién 4, enunciamos el teorema de no existencia global y su demostracién.

2. Metodologia

En esta seccién presentamos algunos conceptos, notaciones, hipétesis y resultados sin demostracién,
los cuales serédn usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea ) un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera regular 02. Denotamos el producto
interno en L% (Q) y L? (I'y), respectivamente por

(u,v)—/ﬂu(a:)v(w) dr y (u,v)p, —/ u(z)v (z)dl.

It

Denotamos por | . |, la norma usual en L? (1) para 1 <p < oo, y por | . |, la norma usual en

LP (I'y). Consideramos el espacio de Hilbert,

pzrl

Hllo () ={ve H' (Q); v=0sobre I'o}
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provisto con el producto interno y norma dados por

1
((u,v) /Vu Vo (z)dz y ]uH—(/ Vu (z)[? da:) ,
respectivamente.

Sea X un espacio de Banach, T' y p nimeros reales tales que 0 < T' < ooy 1 < p < o0.
Representamos con LP (0,7; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales w : ]0,7] —
X medibles con ||u(t)]|y € LP(0,T), dotado de la norma

1
T P
ll o sy = ( / ||u<t>||’;(dt) 1<p<oo

[ull oo o,7) = sup essflu(t)]x , p= oo
0<t<T

Similarmente, cuando 0 < T' < oo, representamos con C ([0,7];X) al espacio de Banach de las
funciones continuas w : [0,7] — X, provisto de la norma

lulleqoryxy = sup [lu(®)x -
0<t<T

. . . 2 _
Denotamos las derivadas parciales con respecto al tiempo: w’' = &f y w” = %T;”, y escribimos

w(t) (z) = w (z,t).
Hipdtesis. Imponemos sobre las funciones «, 3, 8, g, f v h las siguientes condiciones:

(H1) a,8:Q—Ryéd:T1 — R son funciones positivas y a € C* (Q), 8 € L>® (Q), § € L™ (I'y)
tales que
O<ap<a(z) y 0<d <d(z).

(H3) g:[0,00) — [0,00) es una funcién no creciente de clase C? tal que
g(0) >0, ko— HozHLoo(Q)/O g(s)ds=1>0

y existen constantes positivas £;, {5 y &3 tales que

—&19(t) < g'(t) < —&9(t), V>0

0 <g"(t) < &s9(t), vt > 0.

(H3) f,h:R — R son funciones de clase C! tales que f (0) = 0, h(0) = 0 y existen constantes
positivas Ng y My tales que

[f () = f ()l < No (|2 + [yl") |z — y|, Yo,y €R,

h(z) = h(y)] < Mo (|=" + [y|?) |z — yl, Yo,y € R,

donde 5
0<p§jparan23yp>0paran:1,2,

n_

1
0<q§jparan23yq>0paran:1,2.
7 —
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(H4) Existe una constante positiva v > k(jll*l tal que
sf(s)>22y+1)F(s) y sh(s)>2(2y+1)H(s),VseR,

donde
F<s>=/0 f)de H<s>=/0 h(€) dt.

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré). Si1 < g < % paran >3yl <qg< oo
para n < 2, entonces existe una constante positiva By tal que

1
luly < Bulull, Yu € Hy, ().
511 <¢q< % paran >3yl < qg<oo paran < 2, entonces existe una constante positiva

Bs tal que

Julyr, < Bz lull, Vu € HE, ().

q,I'1

Lema 2.2 (Desigualdad generalizada de Gronwall). Sea f : [0,00[ — [0,00] continua,
g :10,00[ — ]0, 00[ continua y no decreciente y sea C' una constante positiva. Si

t
FO <0 [ g ds 0t <,
0
entonces
ft) <G YT <00, 0<t<T,,

para cualquier nimero fijo T < G (c0), donde

G(T)—/ g(ls)ds’ para T > C.

Ademds, si G (00) = 00, entonces
f(t) <G Y1), para todo t > 0.

Lema 2.3 (Teorema de la divergencia). Sea Q2 un conjunto abierto y acotado de R™ con
frontera reqular 0Q. Si U € (H' ()" y w € H' (), entonces

/Qw(x)divU(x)d:c:/mw(x)U(:c)-ndF—/QU(:c)-Vw(:z:)dx,

donde n es el vector normal unitaria exterior a 0S).

Lema 2.4. Si g € C'([0,00[) yw € C* ([0,T];L*(R)), entonces

/otg(t— s) (aw(s), w'(t)) ds = —%% [(ng) (t) — </Otg(8)ds> | /aw (t)};}

59O Vaw O+ 5 (¢Tw) (¢) |

donde
(D) (£) = /0 ot — 3) |Va (w (£) — w(s)|? ds.
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Lema 2.5 ([6]). Seay >0 y B € C?([0,0[) una funcién no negativa que satisface
B'"(t)—4(y+1)B'(t)+4(y+1)B(t) >0, parat>0.
Si B’ (0) > r9B (0) + Ky, entonces B’ (t) > Ky, para t > 0, donde Ky es una constante y

re=2(y+1)=2/(v+ 1)y

es la menor raiz de la ecuacion cuadriticar® —4(y+1)r +4(y+1) =0,

Lema 2.6 ([6]). Si J (t) es una funcion no creciente en [tg, oo[, to > 0 y satisface la inecuacion
diferencial

[ ()% > a+b[J (W, parat > to,

donde a >0, v >0 y beR, entonces existe un niumero real positivo Ty tal que

lim J(t) =0
t—T,

y una cota superior de Ty puede ser estimada respectivamente, en los siguientes casos:

(1) Sib< 0y J(to) < mfn{l, \ /_ib} , entonces

T, <to+ In

(73) Si b= 0, entonces

(797) Sib > 0, entonces

3 1
T, < to+ 231\7/% (1 —[l+et (to)]*%) ,

donde c¢= (Z)Hi.

3. Resultados y Discusién

Existencia Local

En esta seccién, discutiremos la existencia y la unicidad de la solucién local del problema (1.1) —
(1.4), usando el método de Faedo-Galerkin.

Teorema 3.1 (Existencia local). Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hy) — (Hs) y
Ug € H%O (QNH?(Q), ug € Hllo (Q) satisfacen la condicion de compatibilidad

% + 6 (z)ur = h(ug) sobre T'y. (3.1)
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Entonces el problema (1.1) — (1.4) tiene una tnica solucion fuerte u en la clase

u e L™ (0,To; Hp, () N H? () ,
u' € L* (0, To; Hp, (),
u” € L™ (0,Tp; L? (2)) .

Ademds, si ug € H%O () y u; € L?(Q), entonces el problema (1.1) — (1.4) tiene una tnica
solucion débil u en la clase

u e C([0,Tp) ; Hp, () N C* ([0, Ty); L* (),
para algin Ty > 0.

Demostracién. Abordamos la demostracién en cinco etapas, como sigue:

Soluciones aproximadas. Sea (wy)cy una base en Hp () N H?(Q) que es ortonormal
en L?(Q) y V;, el subespacio de Hll () N H?(Q) generado por los primeros m vectores
W1, W2, ..oy Wy de (W) ey - Sea

0= rm®)u,

las soluciones aproximadas en V;,, del problema (1.1) — (1.4), donde las funciones rjp, (t), j =
1,2, ...,m, son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para
w eV,

t

(g, () s w) + Ko ((um(t), w)) + (B, w) — / 9(t = ) (@Vum(s), Vw) ds

0
+ (6u;n7 w)l"l = (f(um); w) + (h(um)v w)Fp (32)
Um (0) = UOm, u;n (0) = Ulm,
donde

Uom = Y T0jmWj, Uom — Up fuerte en H%O Q)N H?(Q),

e (3.3)
Ulm = Y T1jmWj, Uim — U1 fuerte en H%O (Q).

j=1

Por el Teorema de Carathéodory, aseguramos la existencia de una solucién local w,, del prob-
lema aproximado (3.2) en algin intervalo [0,7;,[. Ademds se tiene que 7jm, () y 77, () son
absolutamente continuas y 77, (t) existe c.t.p. en [0, Tp,[. Las siguientes estimativas a priori nos
permitird extender la solucién u,, a un intervalo [0, Tp] independiente de m.

Primera estimativa. Tomando w = u,,(t) en ( 3.2), obtenemos

} ‘2 th”Um ||2 ‘fu ’
g(t = 5) (aVun(s), Vi, (1)) ds + |Vour, “)E,n
= (f(um), up, () + (h(um), uly (1)) -

1

DO =

\&\&

(3.4)
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Del Lema 2.4, resulta

_/0 g(t — 5) (aVum(s), Vul, () ds = %% [(gDVum) (t)

_ < /0 t g(s)dS) Mo (t)@]

+50(t) |[VaTu, (1)

_% (¢'OVun) (8). (3.5)
De (3.4) y (3.5) , se obtiene
9B = (Fwm), vy (1)) + (hlat), vy ().,
—%g(t) [VaVu, (t)|5 + % (¢'OVun) (1), (3.6)
donde
E(t) = ;‘u;n(t)‘;—i-;/ﬂag(x,t) NV, (£)]? daz

w [ Vo as+ [ Vo, 6 ds+ 3 @IV 0, @)

7F1

ag(z,t) =ko — (3:)/0 g(T)dr.

Observar que ogy(z,t) > [, donde [ es dado en (Hsz). Ahora, usando la hipétesis (Hz), la desigual-
dad de Holder, la desigualdad de Sobolev-Poincaré y la desigualdad ab < ca? + ébQ, Ya,b > 0,
Ve > 0, se obtienen

—
=
IS
g
=

3
~
=
IA

No / i (O i, (8)] do
Q

No lum (DL Jul (1),

NoBY ™ [l (017 ury ()] (3-8)

IN

IN

IN

(h(um), ury, (75))F1 MO/F | (£)]71 {U;n (t)} ar

1

Mo [, (t)|gz;+1),rl |t (2) }2,1“1
1

MoBE™ |Jum (1) |, (t)‘zr‘l

1

4e

IN

IN

IN

2 1 2
MEBF ™ g (DI + £ [up, (8)] 5, (3.9)

Sustituyendo (3.8) y (3.9) en (3.6), tomando € = %0 y utilizando (3.3), se obtiene

p+2

en® <0+ C [ o ()4 ot 0)] . (3.10)
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donde .
2 2
o (1) = [ty (O] + [ (1)]2 + /O iy ()2, ds

y C es una constante positiva independiente de m y ¢.
Definamos la funcién

G (7) /T ds >
T) = ————,paraT > C.
C SPTH—Fs‘H‘I

Entonces

1 2
G(0) < —— 0 G(0) < —.
qC1 pC'r

Por esta relacién y utilizando la desigualdad generalizada de Gronwall, de (3.10), existe un
nimero Ty € ]0,G (c0)[ y una constante Cy > 0, independiente de m, tal que

|l (]2 + [l (8)] +/0 |up, (s)];rl ds < Cy, (3.11)

para todo t € [0, 7] y para todo m € N.
Aplicando la hipétesis (H3), la desigualdad de Sobolev-Poincaré y (3.11), existe una constante
Cs > 0, independiente de m, tal que

| (m ()3 + | (um (D)5, < Cay (3.12)

para todo t € [0,7p] y para todo m € N .

Segunda estimativa. En primer lugar vamos a estimar u//, (0) en la norma de L? (2). Reem-
plazando w por u!), (0) en (3.2) y considerando ¢t = 0, obtenemos

(v 00, 0) = o (S 0) . 00) (P50, 0)) (5 0.0, 0)

+ (0ug, (0) 13, (0) = (f (i (0)), 2wy (0)) + (e (0)), 21y, (0))r,-

Del cual, se tiene

ul, ()2 = (KoAum (0) — Buly, (0) + f (um (0)), ult, (0))

(1t (00 = 22 500, 0) 2, 0))

De esta igualdad, por (3.1) y ( 3.3), existe una constante C3 > 0, independiente de m, tal que

|um, (0)], < Cs, (3.13)

m

para todo m € N.
Ahora, diferenciando (3.2) con respecto de t y sustituyendo w por u!" (t), resulta

(s (t) st (8)) + Ko ((uny (8) i, (1)) + (Bugy, (£) , 1 (1))
— [ gt —s)(aVun (s),Vuy, (t) ds
) (

—g(0) (aVuy, (t), Vur, (t)) + (57#1 (t),ul (t))Fl
= (f (wm) up, (t) s up, () + (B (um) up, (t) , upy, ()7, -
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Y utilizando las identidades

¢ / " . d ¢ / /
/0 g (t = s) (aVum(s), Vup,(t)) ds = dt/o g (t = s) (aVun (s), Vu, (t) ds

t
_/0 g" (t—s) (aVum (s),Vu,, (t)) ds
-4’ (0) (aVum(t), Vu’m(t))

(aVum(t), Vup, (t) = % (aVun, (t), Vuy, (t))

— [Vavu, ()],

se obtiene

%% [ ulhy ()2 + ko ||ul, (t)H2] + ‘\/Bu;’n (t))z + ’\/Su’,’n (t))z

:% [ (=9 (aVum (5), Vi, (1) ds

- /0 g (t = 5) (¥ () , Vil (1)) ds — ¢ (0) (a Ve (), Vil ()

T

F(0) 2 (Vup (1), Vit (6) — 9(0) [VaVes, ()]
)y (1) (0)) oty (1) 1 () (314)

Desde que % + 2(p1+1) +% =1, la desigualdad de Holder, la desigualdad de Sobolev-Poincaré,

(3.11) y la desigualdad de Young, resulta

[(F ()t (8) iy )] < No fm (D)5 43) [t (B0 [ (B)]
< NoBY™ [, (1)) l|um, ()| e, (£)],
< NoBYMLCE ||l ()] [ulh (1),
< MBIV s, 0] + st (1)

2

= Civa||u, (t)H2 + |um, (8)]5 5 (3.15)

De manera andloga, se obtiene
2 2
[ () (8) s ()| < Conrs iy D + 2y )5, (3.16)

donde € > 0. Integrando (3.14) sobre el intervalo (0,%) y teniendo en cuenta ( 3.3), (3.13), ( 3.15)
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y (3.16), resulta
1 n k / K " 2 K " 2
g 1Y (t)}; + 50 Hum (t)HQ +/o ‘\/Bum (8)}2ds +/0 ‘\/Sum (S)‘zrl ds
t

< Lo+ /0 g (t = s) (aVum(s), Vuy,(t)) ds
— / /T 9" (1 = s) (aVum(s), Vu, (1)) dsdr — ¢'(0) / (aVup(s), Vu,(s)) ds

0 JO 0

+9(0) (05, (1) V() = 9(0) [ [VaTu (5)3 s

+01NB/0 [ (s)szs—i—/O |u, (s)|5 ds

t t
+02MB/ ||u;n(s)\}2ds+e/ [ulh, ()5 1, ds, (3.17)
0 0 ’

donde Ly > 0 es una constante independiente de m y t. Estimando, cinco términos de la derecha
de (3.17), se obtienen

/0 g (t = s) (aVum(s), Vuy,(t)) ds

<& lallmey | 9tt = 5) ()] ds

2
_ €1 llall oo o gl o
< I

)

/U ot — 8) [tm(3) [ ds + 1 [ (8)

—/0 /OT g (1t —5s) (aVum(s), Vu;n(r)) dsdr
<Gl [ | 005 lnts)] [t 7] s
< [ [l leslatiney [ o6 =5 lun(o)l ds] ar

52 200 ' - 2 t
<3H01|n“m/0 </0 g(r —s) ||um<s>||ds> A /0 ()

t 0)? (|| oo t t
0 [ (@), T s < Ty s [ 0 as

9(0) (aVun(t), Vuly(®)) < g(0) [l ooy lm (®)] s (1)
< 41ng2<0> 2 g et (82 4+ 7 [t (1)

—g(O)/0 |VaVu, (s)@ds < 9(0) HOCHLOO(Q)/O [, (S)Hst'

Sustituyendo estas ultimas cinco estimativas en (3.17), tomando € = %0 yn=
estimativa (3.11) y las hipétesis (Hy) y (Hz), se obtiene

ko

s utilizando la

b, (£) < Cy + C. /0 W (5) ds, (3.18)



70 No Existencia Global para una Ecuacién de Onda Viscoeldstica

donde .
O (0) = [ufy (O + [ O + [ [ul (93, ds
0

y C, es una constante positiva independiente de m y depende de Ty. Utilizando la desigualdad
de Gronwall en (3.18), existe una constante Cy > 0, independiente de m, tal que

[, (O + || (t)H2+/O [l ()2, ds < C, (3.19)

para todo t € [0,7p] y para todo m € N .

Pasaje al limite. De las estimativas (3.11) y (3.19), existen subsucesiones (u,), ¢y, (U;,) ey ¥
"

(u)en de (ur)pens (W) pen ¥ (Uh) pens Tespectivamente, tales que
uy, — u  débil estrella en L (0, To; Hllo (Q)) ,
u, — v’ débil estrella en L (0,Tp; HE (Q)), (3.20)
ull — u” débil estrella en L (0, To; L? Q)) )

u!, —u' débilen L2 (0, To; L?
uj) —u” débilen L% (0, Tp; L*

(
(Pl)) )
(Fl)) (3.21)

Desde que se verifica las inmersiones compactas H%O (Q) < 12 Q) y H? (') < 12 (T'1), por el
Lema de compacidad de Lions-Aubin, se tiene

u, — u fuerte en L? (O,TO; L? (Q)) )
uj, — v’ fuerte en L?(0,Tp; L? (),
u, — u fuerte en L? (0, Ty; L? (Fl))

y consecuentemente por las continuidades de f y h, aplicando el Lema de Lions, se obtiene

f(u,) — f(u) débilen L2 (O,Tg; L? (Q)) ,

h(uy) — h(u) débilen L2 (0,Tp;L? (1)) . (3.22)
Por otra parte, de la estimativa (3.12), resulta
f(uy) — x; débil estrella en L* (0,Tp; L* (Q)) ,
h(uy) — Xxo débil estrella en L™ (0,Tp; L2 (I'y)) .
De aqui y (3.22), implica
f(uy) — f(u) deébil estrella en L (0,Tp; L? (2)), (3.23)

h(u,) — h(u) débil estrella en L (0, To; L? (Fl)) :

De las convergencias (3.20), (3.21) y (3.23), por pasaje al limite en la ecuacién aproximada (3.2),
resulta
t

(v (t) ,w) — ko (Au(t),w) + /0 g (t —s) (div [a (z) Vu(s)],w) ds + (Bu' (t),w)
= ([ (u(®),w),

para todo w € Hllo (Q), en el sentido de las distribuciones D’ (0,Tp). De aquif se obtiene

q
dt

u” — koAu + /0 g (t—s)div[a(z) Vu(s)]ds + B (z) '
= f(u) en D' (Qx(0,Tp)). (3.24)
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Desde que 3 (z)u' € L™ (0,To; Hp, (), v’ € L® (0,To; L* (Q)), f (u) € L™ (0,To, L* (Q)) ¥
de la inmersién continua

HE (9Q) — L* (),
resulta

—koAu + /Ot g (t —s)div[a(z) Vu(s)]ds € L™ (0, Tp; L? Q).

Por tanto, de (3.24) se obtiene
t
U’ — koAu + / g(t—s)divia(z) Vu(s)]ds + 8 (z)u = f(u) en L= (0,Ty;L*(Q)). (3.25)
0
Considerando (3.25) y usando el teorema de la divergencia, se deduce

k%w—Ag@—ﬁkﬂ@VM$yww+umw=huoenD%@ﬂH“““D

y desde que h (u) € L™ (O, Ty, L? (Fl)), resulta

kO% - / g(t—s)[a(z)Vu(s)]-vds+d(z)u' =h(u) en L= (0,Tp; L2 (Ty)) . (3.26)
0
Denotemos
Au = —koAu + g * div [ (z) V] .

Entonces para casi todo ¢t € ]0,Tp[, Au(t) € L?(f). Por el Teorema de regularidad de los
problemas elipticos, para casi todo t € ]0, Tp], se tiene u (t) € H? (2). Ademés

lu Ol g2 () < C [[u” (O], + [Bu’ ()|, + 1f (u (t))]s] -

Desde que las funciones del lado derecho en esta iltima desigualdad pertenecen al espacio
L*>(0,Tp), resulta u € L (O,TO,H%O (Q) N H?(2)). Con esto se concluye la existencia de la
solucién fuerte del problema (1.1) — (1.4). A continuacién, pasemos a probar la unicidad de
solucién del problema.

Unicidad de solucién. Sean u y v soluciones fuertes del problema (1.1) — (1.4). Considerando
z = u — v, resulta que z satisface

(2" (t),w) + ko ((2(t),w)) + (B, w) — / g(t —s) (aVz(s), Vw)ds

0 (3.27)
+ (62", w)p, = (f(u) = f(v),w) + (A(u) = h(v),w)r,,

para todo w € Hf, ().
Sustituyendo w = 2'(t) en (3.27), implica

ko d

2
| )3 + %o = DI + | VB (1)

N

o\&‘&

t 2

g(t — 5) (aVz(s), V2 (1)) ds + ‘\/Sz' (t)(

2,

= (f(u) = f(v), 2" (1) + (h(u) = h(v), 2 (1)),

1
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y utilizando la identidad

se obtiene

4 [wova) )

_ (/Otg(s)ds> |Vav:z (t)@

F39(t) [Vavz (1)

5 (V=) ().

DN |

—/0 g(t —s) (aVz(s), V2 (t)ds =

% B 12 (1)]5 + ;/Qag(x,t) IVz (8)* da + % (90V=2) (t)

+ ‘\/Bz’ (t)‘z + ‘\/gz' (t)‘:rl + %g(t) |Vavz (t)@ — %
= (f(u) — f(v), 2 (t)) + (h(u) — h(v), 2 (75))1,1 . (3.28)

(4'0Vz) ()

Usando la hipdétesis (Hs), la desigualdad de Holder, la desigualdad de Sobolev-Poincaré y la
desigualdad ab < Z%aaQ + b2, Ya,b > 0, Ve > 0, se obtiene

(f(u) = f(v), 2 (1))

IN

No /Q (P + o () |2 (O] |2/ ()] da

No (1u(®)5 1) + 10 OB 1)) 12 Olagriny |2 (0]

IN

< M@+l OP) Iz @l @),
< M (@I + o) 10+ 2170 629
y
() = h(w). 2 O, < Mo [ (u "+ o @ |2 0] |2 0)] 8
< My (IOl + 10 O, ) 12 Olagrnn [ Oy,
< My (lu @+ o Q1D 1z @12 @)y,
< 7 (le@ I + o OI) 1O +e ] @, - (3:30)

Desde que u,v € L* (0, T; Hllo (2)), sustituyendo (3.29) y (3.30) en (3.28), tomando ¢ = %0, se

obtiene

FOR+ 1O <0 [ 17 @h+ 117

donde C' es una constante positiva. Aplicando el lema de Gronwall, resulta z (¢) = 0. Por tanto
u = v, es decir que la solucién fuerte es tinica. Los datos iniciales se verifican de modo estdndar.
Utilizando argumentos estdndar de densidad con problemas truncados, se obtiene la solucién
debil del problema (1.1) — (1.4). Las discusiones son similares como en [11]. Esto completa la
demostracién del Teorema 3.1. g

No Existencia Global
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En esta seccién, discutiremos la propiedad de explosién de soluciones en tiempo finito del prob-
lema (1.1) — ( 1.4). En la discusién emplearemos el método directo de la energia, utilizado por

Li y Tsai [6].
La energia del problema (1.1) — (1.4) se define por
Loy vz, 1 2 1
E(t) = B |u (t)‘2 + B ag(z,t) |Vu (z,t)|" dz + 3 (¢0OVu) (t)
Q

/QF(u(t))dx H (u(t))dT,

1N

para t > 0, donde

ag<x,t>:ko—a<w>/og<r>dn F(s)z/osf(ﬁ)dﬁ y H(s)z/:h(oda

Lema 3.2. La energia E (t) es una funcion no creciente para t > 0,

B'() = - [VBu )], - [Vou' @, - 390 [VaTu @]} + 5 (40Va) () <0
Y t 9 t 9
E(t)+/0 ‘\/Bu'(s) 2d5+/0 ‘\/gu/(s)‘27F1dS§E(0),
donde
E(O):;|u1|§+k20|uo||2/QF(uo (@) do~ [ H (w) ar.

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Demostracién. Multiplicando (1.1) por «/, integrando sobre Q y utilizando (1.2) — (1.4), se

obtiene (3.32). La desigualdad (3.33) es una consecuencia directa de (3.32).

O

Lema 3.3. Supongamos que se verifica las hipdtesis (Hy) — (Hy). Si u es una solucion del

problema, ( 1.1) — (1.4) con datos iniciales ug € Hp, (Q) y uy € L? (Q), entonces

A"(t)—4(y+1) [‘u' (t)‘; + /Ot |\/Bu' (S)Eds

n /Ot(mws)f ds] > 429+ ) E(0),

2,11

donde
2

A(t):|u(t)|3+/0t‘\/Bu(s)‘zds—i—/ot‘\/gu(s)‘ ds.

2T

Demostracién. De (3.35), resulta

At)=2(u(t),u (t) + ’ﬂu(t)‘z + )\/Su (t)’

2
2,

A" (t) = 2 ’u' (t)g — ko [|u (8)]|* + 2/0 g(t —s) (aVu(s),Vu(t))ds
+2(f(u (1)), u () + 2(h(u (t)), u (@))ry-

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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Por la desigualdad de Young, obtenemos
t ¢
2/ g(t —s) (aVu(s),Vu(t))ds = 2/ g(t — s) (Va (Vu(s) — Vu (1)), vVaVu (b)) ds
0 0
t
+2 </0 g(s)ds> |\/5Vu(t)}§
>~ [t |Va(vuts) - Va3 ds
0
—/0 g(t—s) ’\/aVu (t)}; ds
+2 </0 g(s)ds) |\/aVu(t)};
_ (/0 ) Vavu(t)|® - (gOVu) (1) (3.38)
Por (3.33), (3.37) y (3.38), se obtiene
A//( 4(y+1) [‘u }2 / ‘\[u d8+/ ‘\[u 2F1d8:|

> _4(2y+ 1) E(0) + 4koy [u (O — (47 + 1) ( / g(s)ds) Vavu(t)[’
+ 4y +1) (¢OVu) (t)
2 [/Q(uf(u) —2(27—1—l)F(u))d:E—l—/F (uh (u) —2(27+1)H(u))d$}

+47[/(:W5u'( ds—i—/‘\[u mds].

De aquf y utilizando v > 4l L iene (3.34). O

Lema 3.4. Supongamos que se verifica las hipdtesis (Hy) — (Hy). Si u es una solucion del
problema ( 1.1) — (1.4) con datos iniciales ug € Hp () y uy € L* (), y satisfaciendo una de
las siguientes condiciones:

(1) E(0) <0,
(1) E£(0) =0y A'(0) > Ko,
(i41) E(0) >0y A’ (0) > ro [A (0) + 4(%1)] + Ko,

donde

)
1

2 2
Ky = ‘\ﬁuo 2—1— ‘\/Suo

A0) = |uoly, A’ (0) =2 (ug,u1) + Ko,
Ki=4(v+1)Ko+4(2y+1)E(0),

re=2(y+1)=2y/v(y+1),

entonces
A" (t) > Ky, para t > to, (3.39)

A’'(0)—Kp

donde t(] = max {m,

0} en el caso (i) y to =0 en los casos (ii) y (ii1).
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Demostracién. Consideremos tres casos de acuerdo al signo de la energfa inicial £(0):
(1) Si E(0) <0, entonces de (3.34), resulta

A (t) > A (0) —4(2v+ 1) E(0) ¢
Considerando A’ (0) — Ko — 4 (2y + 1) E(0) t > 0, obtenemos
A’ (t) > Ko, para t > to,

[ A0) - Ky
t”‘max{umu)mor“}'

(13) Si E(0) =0, entonces de (3.34), resulta

donde

A (t) > A'(0).
Considerando A’ (0) — Ky > 0, obtenemos
A" (t) > Ky, para t > 0.

(13¢) Si E(0) > 0. Primero notemos que se cumple

z/ot <\/Bu/ (s),v/Bu (s)) ds = ‘\/Bu (t)‘z - ‘\/Buo‘z (3.40)

2/(: (\/gu’ (s),Vou (S)>F1 ds = ‘\/Su( ’ — ’\fuo (3.41)

21

De estos dos resultados, por la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young, resulta

‘\/Bu (t)‘z < ‘\/Buo‘z +/Ot ‘\fﬁu (S)Eds+/0t ‘\/Bu' (S)Eds (3.42)

‘\/Su(t)‘irl < ‘\/guo ;Fl—k/ot‘\/gu(s) ds+/ ’\fu

Ahora, usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young en (3.36) y por (3.42)—(3.43),
implica

ds. A4
2F1 s (3.43)

A'(t)gA(t)+KO+yu'(t)\§+/0t)ﬁu'(s)‘zds+/ \fu ‘ ds. (3.44)

2,I'1

Empleando (3.34) y (3.44), se obtiene
AT(@) —4(v+ DA +4(y+ 1) A() + K1 >0,

donde

Ki=4(y+1)Ko+4(2y+1)E(0).
Definamos la funcién
K

B =40+ 01y
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Entonces B (t) satisface las condiciones del Lema 2.5 . Por tanto, si

A0 2 (A0 + 7k ) + K

entonces del Lema 2.5, deducimos que
A’ (t) > Ko, para t > 0.
Esto completa la demostraciéon del Lema 3.4. ]

Teorema 3.5 (Explosién de soluciones). Supongamos que se verifica las hipdtesis (Hy) —
(Hy). Si uw es una solucion del problema ( 1.1) — (1.4) con datos iniciales ug € Hllo Q) y
uy € L?(Q), y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(1) £(0) <0,
(1) E(0) =0y A"(0) > Ko,

(47 (0) — Ko]®

(i) 0< BO) < 5140 1K

entonces la solucion u explota en tiempo finito Ty en el sentido de

lim [ju (t)]* = oc. (3.45)
t—T,

Demostracién. Consideremos la funcién
J(t) =[A(t) + (T1 —t) Ko| 7, paratc[0,T1], (3.46)

donde 77 > 0 es una constante que se determinard posteriormente y v es la constante dada en
(Hy). Tenemos

J(t) =~y [J ()7 [A (1) - Ko (3.47)

I (t) =~y [TV (1), (3.48)

donde

V()= A" (t) [A(t) + (Th — t) Ko] — (v + 1) [A (1) — Ko)*.

3 2 3 3
Utilizando (3.40) — (3.41), la desigualdad (Z aibi> < <Z a?) <Z bf) y la desigualdad de
i=1 =1

i=1
Holder, de (3.36), se obtiene

A (5)— Ko> < 4[A(0) + (Ty — 1) Ko [|u' Ol

+/0t‘\/5u'( d8+/ ‘\fu 2F1 } (3.49)

Por (3.48) y (3.49), resulta
J' () <y [T K (1), (3.50)
donde

K(t) = A" (1) — 4(7+1){ /‘fu ‘ds+/]fu )m ]
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De (3.34) y (3.50) , se obtiene
J" (1) < 4y (27 + 1) E(0) [J@)] T, para t > to. (3.51)
Utilizando (3.39) y (3.47), se tiene
J'(t) <0, parat > to. (3.52)
Multiplicando (3.51) por J' (t) y luego integrando de ¢y a t, resulta
[ (1)]* > a+b[J (®)]*7, para t > t,
donde

a =721 ()7 [[4 (to) - Kol® — 8E(0) [J (o)) =

b=8y*E(0).

Entonces, por el Lema 2.6, existe un tiempo finito T} tal que

ltm J (t) = 0.
t—T,

Esto indica que lim; ;- [u (t)|3 = co. De aqui, usando la desigualdad de Sololev-Poincaré, se
obtiene (3.45). Ademads se obtiene las estimativas para el tiempo finito de explosién T. Esto
completa la demostracion del Teorema 3.5. ]

Observacién 3.6. La eleccion de la constante positiva Ty en (3.46) se consigue con algunas
consideraciones. Las discusiones son similares como en [8]. Omitimos los detalles.

4. Conclusion

En el presente estudio se ha obtenido: Existencia de la solucién local mediante el método de
Faedo-Galerkin y no existencia de la solucién global utilizando el método indirecto con energia
inicial negativa, nula y positiva restringida.
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