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Resumen: En este trabajo empleamos la Transformada de Fourier para estudiar un teorema de regu-

laridad eliptica para la solucién débil de la ecuacion —Au + a()u = f € L2(R").
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On an Elliptic Equation in a Domain Unbounded

Abstract: In this paper we use the Fourier Transform to study a theorem of elliptic regularity for
solution weak of the equation —Au + a()u = f € L2(R").
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1 Introducciéon

En el presente trabajo estudiamos la regularidad de la solucién débil de la ecuacién eliptica

—Au+a()u = f en R" (1)

con f € L2(R").

Considerando « una constante real, H. Brézis [2| y S. Kesavan [4] estudiaron el problema (1)
con condiciéon de Dirichlet en la frontera. Motivados por los trabajos mencionados nosotros
estudiamos el problema (1) considerando o una funcion real de variable vectorial, esto es, a(x),
y con las hipo6tesis

ue H'(R"), o € WHP[R?) y a(x) > ap > 0 c.s en R”

demostramos con la ayuda de la Transformada de Fourier que u € H?(R") y

[ulg2@ny < Clf [L2@n)-
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2 Metodologia

Definicion 2.1. El Espacio de Sobolev H™(R") se define por
H™(R") = {u e LAR") / D*u € L*R"), |a| < m}

donde D%u es la derivada en el sentido distribucional,

Proposicion 2.1. FEl espacio H™(R™) con el producto interno

(u,v) gmgny = Z /Rnpau(x)l)av(x)dx

loe| <m

y con norma inducida

W = 3 [ 1D%uCoPds 2)

le|<m

es un espacio de Hilbert, reflexivo y separable.
Demostracion: Ver Adams [1].

Definicién 2.2. Diremos que u € H!(R") es solucion débil de (1) si
/ Vu(x) - Vw(x)dx +[ a(x)u(x)w(x)dx = / fx)wx)dx, Yw € H'(R™). (3)
Rn Rﬂ Rn

Teorema 2.1. Eziste una unica solucion débil de (1)

Demostraciéon: Basta aplicar el teorema de Lax-Milgram a la forma bilineal
a(u,v) :/ Vu(x) - Vu(x)dx +/ a(x)u(x)v(x)dx
R R”
Observacion 2.1. Reemplazando u = w en (3) se obtiene
/ |Vu(x)|?dx +/ a(x)|u(x)?dx = / F()u(x)dx
Rn Rn Rn
entonces

ﬁ|u|§_ll(Rn) = /Rn f(X)u(x)dx

| L2@my 4] 51 gy

A

donde B = min{l,ap} > 0.
Por lo tanto,

[ul 1 gey < Crl flL2@ny- (4)

Definicién 2.3. Sea u € L1(R"), la Transformada de Fourier de u, denotada por u, es una
funcién definida en R” por:

i) = [ e metues

donde (x, &) = x1&1 + -+ 4+ x,&, es el producto interno usual de R”.
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Observacion 2.2. La transformada de Fourier esta bien definida en L (R") .
En efecto, como u € L1(R") tenemos

()] < /R e u@)lds < /R u@®)1dE = [ulpi gy < oo

De la observacion 2.2 se deduce que

|ifl\|Loo(Rn) < |u|L1(R”)'

Por otro lado, usando la identidad de Green, se obtiene

u D .
M =/ e 2mi(e8) T ey e Znixj/ e 2T Ey (£)dE = 2mixjTi(x)
R” Rn

JE; 98
Y _—
— %u - 2 20,2
—Au = —kZ::l @ = —kX::l(ZMxk) u = 4n”|x|“u. (5)

Para todo m € N, consideremos el siguiente espacio
H = {u eS'R) / (1+x)"* 7 e LZ(R”)}

dotado del producto interno

((u, v))H = /R" (1+ |x|2)mﬁ(x)7}\(x)dx

y con norma

lul|7 = /R (14 |x]?)"[(x)|*dx. (6)
Proposicion 2.2. Para todo m € N, se cumple
H"(R") = {u e S'®") / (14 [xPy"/? 7 e 12R)}.

Ademds las normas dadas en (2) y (6) son respectivamente equivalentes.
Demostracion: Ver Cavalcanti y Domingos [3].

Ahora enunciamos el resultado principal de este trabajo

3 Resultados y Discusion

Teorema 3.1. Dada f € L>(R") ya € WHO(R?) con a(x) > g > 0 c.s en R*. Siu € H'(R")
es solucion débil de la ecuacion (1) entonces u € H*(R") y

[ulg2@ny < Clf|L2@n)
donde C es una constante independiente de f.

Demostracion: Sea u € H'(R") se tiene

ooy = [ Pdx = [ (1 PP = sy < o0
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luego
i e L*(R"). (7)

Como a € WL®(R") entonces

le(ul2@ny = la(ulp2@ny < |@|oolul 2@y < 00

luego -
a()u € L2R"). (8)

De (1), (5), (7)y (8) se obtiene
1+ )i e L2R")

entonces
u € H2(R").

Por otro lado,

IA

I(1 4 |x )] 2@ @l 2@ny + 11X L2 @

< Ci(2[lL2n) + |?|L2(Rn))-
Por el teorema de Plancherel se tiene
|(1+ x|l p2@ny < C1(2Mul2@my + | f I 2@ny)- 9)
De las desigualdades (4) y (9) se obtiene
|(1+ x|l L2gny < CLf | L2@m)- (10)

Por otro lado,
iz = [ (1 PPEOR = [ 10+ DR = 10+ Pl agany.
De la desigualdad (10) obtenemos
[ulg2@ny = Clf | L2@ny-

4 Conclusiones

Usando las propiedades de la Transformada de Fourier, se demuestra que si u € H'(R") es
solucion débil de la ecuacion (1) entonces u € H2(R") y

[ul g2y < CLf [L2@n).-



90

Referencias Bibliograficas

[1] Adams, R. A. (1975). Sobolev Spaces. New York: Academic Press.
[2] Brézis, H. (1973). Analyse Fonctionnelle - Théorie et Applications. Paris: Mason.

[3] Cavalcanti, M. M., Domingos Cavalcanti, V. N. (2009). Introducao a Teoria das distribugoes
e aos Fspagos de Sobolev. Maringa: Eduem.

[4] Kesavan, S. (1990). Topics in Functional Analysis and Applications. New Delhi: Willey Easten
Limited.



