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Resumen: En este articulo se presenta el Teorema de Lyusternik, usado en problemas
de optimizacién de funcionales definidas en espacios de Banach de cualquier dimen-
sién, asimismo, en el estudio de la optimizacién con restricciones de funcionales Fréchet
diferenciables bajo condiciones suficientemente regulares.
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Abstract: In this article we present to the Lyusternik theorem, used in optimization
problems of functional defined in Banach spaces of any dimension, it is also, the study
of constrained optimization Fréchet differentiable functional under sufficiently regular
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1. Introduccion

En la teoria de optimizacién clasica, dada una funcién diferenciable f : D C R — R, la condicion
necesaria para encontrar el punto éptimo de f en D es dar solucién a la ecuacién f'(x) = 0 donde
f'(x) es la derivada de la funcién. Para el caso de una funcién real de varias variables reales, se
utilizan los métodos del gradiente y la matriz Hessiana para resolver los problemas de optimizacion
sin restricciones; asimismo el uso de la funcién Lagrangiana y los multiplicadores de Lagrange para
el caso de la optimizacion con restricciones de igualdad.

Hacia la mitad del siglo XX, H. Kuhn y A. Tucker, estudian el problema de minimizacién de una
funcién de varias variables, bajo restricciones o condiciones de desigualdad, obteniendo condicio-
nes necesarias y suficientes para los puntos minimizantes. A partir de dichos resultados, muchos
investigadores estudiaron la existencia de soluciones para el problema de minimizacién:

min f(z),
donde X es un espacio normado y f es un funcional real. La necesidad de esta extension, se debe a
que casi todos los modelos mateméaticos de la vida real, en especial los modelos de aplicacion hacia
otras ramas de las ciencias exactas, trabajan sobre espacios que no son necesariamente el conjunto
R o en general como el caso del espacio R”.
Para abordar el problema de la optimizacién en un espacio de Banach X, se emplean conceptos de
diferenciabilidad méas generales que la definicién de derivada clésica, asi como también resultados
especificos del Anélisis Convexo y del Analisis Funcional en dimensién infinita, para lograr la for-
mulacién del teorema de los multiplicadores de Lagrange y las condiciones de Kuhn-Tucker para
funciones reales definidas en X.
En este articulo, se expone el teorema de Lyusternik [3] formulado en un espacio de Banach, el
cual es considerado un resultado de vital importancia en la teoria de optimizacién abstracta, en la
resolucién problemas de optimizacion de funcionales sobre espacios normados, en particular en la
optimizacion de funcionales sujeto a restricciones.
La version original del teorema dada por Lyusternik en 1934, ha sido continuamente mejorada
y generalizada por diversos autores. En Dmitruk [2] se presenta una generalizacién del teorema
empleando métodos secuenciales denominados esquemas iterativos de Lyusternik consiguiendo re-
sultados que permiten dar solucion a optimizacién de funcionales no diferenciables. En el trabajo de
Dontchev [3] se estudia una versién mejorada del teorema de la aplicacién abierta para aplicaciones
no lineales, bajo hipétesis de diferenciabilidad adecuadas. Como consecuencia de este resultado,
se formula una nueva demostracion de teorema de Lyusternik. En este articulo presentamos la
demostracién del teorema, siguiendo las ideas expuestas en Jahn [4] y Luenberger [5].

2. Preliminares

Considerar X un espacio vectorial normado (e.v.n) con norma || ||, X* su espacio dual topolégico
dotado con la norma

1l = sup L&)

M
x#0 HxHX
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donde f € X*. Asimismo, si X e Y son dos espacios normados, se define el espacio de las funcionales
lineales continuas L(X,Y") equipado con la norma

If(@)lly
f =8Sup ——————
H ||L(X,Y) 2#0 ||IHX

Los siguientes resultados pueden ser vistos en [1] y [6].

Teorema 2.1 Sea X un e.v.n. Si x € X entonces existe | € X* tales que ||l|| . =1 y l(z) = ||z

Demostracién. Ver [1, pp. 19].

Teorema 2.2 (Aplicacion abierta) Sean (X, || ||x), (Y| |ly) dos espacios de Banach yT € L(X,Y)
una aplicacion sobreyectiva. Entonces T es una aplicacion abierta; es decir, para todo conjunto
abierto U C X, f(U) es abierto en Y.

Demostracién. Ver [6, pp. 61].
Las siguientes definiciones seran empleadas a lo largo de este articulo.

Definicién 1. Sean (X, || [|x) e (Y, |ly) dos espacios normados, S C X un subconjunto abierto no
vacioy f: S — Y una aplicacién. Se dice que f es Fréchet diferenciable en € S si existe una
aplicacién lineal continua f/'(z) : X — Y tal que

If(Z +h) — f(&) — [ (@)hlly

IRl —0 1Rl x

=0,

1/ (%) serd llamada la derivada de Frechet de f en T.
Definicién 2. Sea (X, ||) un e.v.n, S € X no vacloy 7 € S.

1. Diremos que u € X es un vector tangente a S en 7 si existen dos sucesiones (,)neny € Sy
(AM)nen € RT tales que 7 = lim z,, y w = lim \,(z, — T).
n—o0 n—oo

2. El conjunto T'(S,z) = {u € X/ u es vector tangente a S en z} serd llamado cono tangente
secuencial de Bouligand a S en Z o cono contenedor de S en Z.

En principio, presentamos el siguiente teorema referido al cono tangente T'(S,T).

Teorema 2.3 Sean (X, ||||x) v (Z, ||| ;) dos e.v.n y h : X — Z una aplicacion. Consideremos el
conjunto S = {x € X/h(x) =0z} yz € S. Si h es Frechet diferenciable en T entonces

T(S,z) CW
donde W = {x € X/W(z)x =0z}.

Demostracién. Sea y € T(S,). Si y = Ox entonces y € W pues h/(Z) es una aplicacién lineal.
Supongamos que y # Ox, por la Definicién 2 existen dos sucesiones (z,) C Sy (\,) C R tales que

= limz, ey = lim A\, (z, — 7).
n—ro0 n—oo

PESQUIMAT 20(1): 95-102 95



Aycho Flores y Nunez Lay

Como h es Frechet diferenciable en Z tenemos

W (Z)y = K (%) { Tim (- :E)}
= JLH;O)\nh/(a’:)(xn — )
= 1im Ay () — h(z) — (h(s) — h(2) — (@) (2, — 7))}
oy M llzn = Zllx {Alan) — A(E) — W(Z) (20 — )}

= I — (Tn, T € S)
n—00 [zn — Z[|
) {h(zn) — h(z) — W' (Z)(zn — 7)}
nl—>H<;lo Hy ”X Hxn — ‘fHX HyHX {OZ} Oz

En consecuencia, h'(Z)y = 0z por lo tanto y € W, mostrando asi el resultado.

3. El Teorema Central

Teorema 3.1 Sean (X, || ||y) v (Z,]/||,) dos espacios de Banach reales y h : X — Z una apli-
cacion. Consideremos el conjunto factible S = {x € X/h(x) = 0z} y el punto T € S. Supongamos
que

(i) h es Fréchet diferenciable en una vecindad de Z.

(i1) W' (-) es continua en Z.

(14i) W (Z) es una aplicacion sobreyectiva.
Entonces W es un subconjunto de T(S,Z).

Demostracién. Por hipétesis (ii7) la aplicacién h/(Z) es lineal, continua y sobreyectiva. Asf por el
teorema de la aplicacion abierta h'(Z) es una funcional lineal abierta. Como B(0x, 1) es abierto en X
entonces h'(Z)(B(0x, 1)) es abierto en Z por tanto existe p; > 0 tal que B(0z, p1) € 1/(z)(B(0x,1))
puesto que 0z es punto interior de h'(Z)(B(0x,1)).

Afirmacién 1. #/'(z)(B(0x,1)) es acotado.
En efecto, sea w € W' (Z)(B(0x,1)), asi existe u € B(0x,1) tal que w = h'(Z)u. Como h/(T) €
L(X, Z), tenemos que
lwll; = (|0 (@)u]|,
< W @] 5 lullx < |7/ (@)]]

con lo cual w € B(0z, ||/ (Z)|| 4+ ), demostrando nuestra afirmacién 1.
Consideremos el conjunto

I = {p>0/B(0z,p) € }(@)(B(0x, 1))}

Claramente, p; € I', asi I' es no vacio y por la Afirmacién 1, acotado superiormente. Sea pg = sup I
Consideremos € € (0, &) arbitrario. Por la hipétesis (i7) existe 6 > 0 tal que

[W(Z) = B(@)| oz <€ (1)

para todo & € B(Z,20). Tomemos 1,Z2 € B(Z,2d), como h(Z2) — h(Z1) — b/ (Z)(Z2 — Z1) € Z por
el Teorema 2.1, existe [ € Z* tal que [|l]| ;. =1y

U(W(&2) = h(F1) — W (2)(F2 — #1)) = ||P(F2) — h(F1) — W' (2)(&2 — 31|, - (2)
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Definimos la funcién
¢:00,1] — R

t — (p(t) = l(h(ii‘l + t(i‘g - .i'l) - th/(.if)(i'Q — ii‘l))
Dado que | € Z* podemos escribir ¢(t) como
p(t) = (Lo h) (@1 + t(T2 — T1)) — t(L o W (2))(Z2 — T1)),

para cada t € [0,1]. Observemos que p(0) = Lo h(Z1) y ¢(1) = l(h(Z2) — W(Z)(Z2 — Z1)). Por la
convexidad de B(Z,20) tenemos que &1 + t(Z2 — 1) € B(Z,20) para todo ¢ € [0,1] y por hipdtesis
h es Frechet diferenciable en una vecindad de . En consecuencia, la aplicacion ¢ es diferenciable
en (0,1) y por la regla de la cadena se obtiene

¢ (t) = UK (@1 + (T2 — 31))(Z2 — T1) — LW (2) (2 — 71)
= l(h/(jfl + t(.f'g — i’l))(.f'g — i‘l) — h%(f)(.f’g — i’l)) (3)

Luego, por el teorema del valor medio para derivadas, existe ¢ € (0,1) tal que ¢(1) — ¢(0) = /().
Notemos que

0(1) = 9(0) = U(h(Z2) — I'(2)(Z2 — T1)) — Lo h(Z1). (4)
Por lo tanto, de (2), (3) y (4) conseguimos la desigualdad

|A(E2) — h(Z1) — W (Z) (22 — fl)HZ = I(h(Z2) — h(Z1) — W' (Z)(Z2 — 21))
= (1) — »(0)
= ¢'(?)
= 1(R'(Z1 + t(Z2 — 21))(Z2 — Z1) — W (T)(Z2 — T1))
< Ul W@ + 8 — 310)) — K@) 132~ Bl

De esta desigualdad, considerando que [|/l|| ;. = 1y &1 + {(Z2 — Z1) € B(Z,20) logramos

|h(E2) — h(i1) — B (Z)(Z2 — £1)]| , < €llT2 — 21l x (5)

€ 1
para cualesquiera Z1,Zy € B(Z,20). Por la eleccién de e tenemos que — < 3 Tomemos « > 1
Po

1
tal que « <6 + 2> < 1 y consideremos x € W. Si x = 0x el teorema se satisface puesto que
Po

0x € T(S,z). Consideremos el caso en que z # Ox y tomemos A € (0, A] fijo pero arbitrario, donde
A= ——. Como N (%)X = Z, podemos definir las sucesiones (r,) y (uy) de la siguiente manera:

2 x
Para r; = Ox existe u; € X tal que W' (Z)u; = h(Z + Az + r1). Definimos ry = r; — uj, para

este elemento, existe ug € X tal que h/(Z)us = h(Z + Az + r2). Andlogamente, para r3 = 19 — us
existe ug € X tal que h'(Z)us = h(Z + Az + r3). En consecuencia, para cada n € N se obtienen las
sucesiones (1) y (un) que satisfacen

h’(yﬁ)un = h(f + Ax + Tn), Tn+1 =Tn — Un,

Observemos por la definicién de I' y a > 1 se satisface B(0z, @) C W' (z)(B(0x,1)).
«
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Afirmacién 2. |luy|/y < < |h(Z + Az + 1,)||, para todo n € N.
Po

Un

En efecto, si u, = 0x la desigualdad es trivial. Supongamos que u,, # 0x y definamos w,, = Tonlx
Un || x
De esta manera w,, € S(0x,1), siendo este conjunto la frontera de la bola unitaria en X. Asi tenemos

B(0z, %) C B(0z, po)
C W(z)(B(0x,1)).

De esta tltima inclusién, como w,, € S(0x,1) se obtiene la desigualdad

W (T)—m

<
(0%

lunllx 1l 7

Por (6) y (7) se obtiene
QL
ol < £ [ @,

a
=—||MZ+ Xz + 1)l 5
Po
Demostrando la Afirmacién 2.
Definimos d(\) = ||h(Z + Ax)||, ¥y ¢ = Y Por la eleccién de \ obtenemos
Po
Azl = Ml x

< Mzl x
=9.

Por lo tanto || Az||y < J, en consecuencia ||z + Az — Z|| < § < 20. Luego por las hipdtesis sobre z y
z (h(Z) =0y h(z)x =0), la desigualdad anterior y (5), logramos

d(\) = ||z + Az) — h(z) — I (z)(A2)|,,

<e|az| < €. (7)
e a 1

Como o> 1tenemos g=— <1—— < —.
Po 2 2

Afirmacién 3. Se cumplen las siguientes desigualdades

a 1— qnfl
@ Il < a0 (72

(®) [1(E + Az + 1) < d(N)g" ™!
() flunllx < gal()\)q”_1 para cualquier n € N.
Po

En efecto, procediendo por induccién sobre n.

Para n = 1 tenemos: o

(a) Como r; = 0x tenemos 0 = ||r1]|y < —d(X)(0).
Po

(b) [|MZ + Az + 1) = [|h(Z + Az)|, = d(\) (por definicién de d())).
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(c) De la Afirmacién 2 y (b) tenemos
a
Jurllx < P [h(Z + Az + 71 4
a _
= —[|h(z + A2)l 4
Po

o
p” d()).

Supongamos validas las tres afirmaciones para n (hipé6tesis inductiva).

Para n + 1 tenemos,

(a) Por la definicién de r,, la desigualdad triangular e hipétesis inductiva (a) y (¢) conseguimos

Irntillx = llrn — unllx
< l7nllx =+ [lunllx
a 1—q"1> a 1
< Laoy (/) + Lapng
Po ( )( l—q Po 2

@ 1—gn ! _1) Q (1—q">
Y (L ) = Lao .
p0<>(1_q g L) (T2

(b) Por hipétesis inductiva, la definicién de ¢ y (8) tenemos

Az + 7ol x < 1Azl x + lIrnllx

<5+ LA (“qn_l>

Po 1—gq
«a 1—q”1>

<o+ —(ed < 8
) (4 (8)

5q n—1

§(5<14-ffq{1-—q"—1}>;§25

Az + 7 — unllx = [IA2 + ropallx
< Azllx + llrntallx

<o+ ) <11__q;> (9)

_ q _n—1
6<1+1_q{1 q }>§25,

a {1—q”_1} es menor quelyq:g.
-4 Po
Luego, por la definicién de u, y la linealidad de h'(Z) conseguimos

puesto que el producto 1

12(Z + Az 4 mny1)ll; = 1T + Az + 10— un) |
=|h(Z+ X +71n) —R(Z+ Az + 1) + h(Z+Ax + 15 —up)l|,
= ||[-h(Z)(—up) — h(Z + Xz + 7)) + LT + Az + 10 — up)|l, (10)
= ||h(Z +Xx + 1y —up) — R(Z + Az + 1) — h(Z)(—uy)] , -
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Considerando o =T+ Az + 1, —u, vy 1 = T + Az + 1y, de (9) y (10) logramos

To—T1 =@+ Az +r,—u,) — (Z+ Az +1,) =—uy
[Z9 — &l x = [|(Z + Az 4 70 — up) = Z||x = | Az + 70 — upllxy <26 (11)
121 — Z|| x = [|IAz + |y =< 26.
De (12), concluimos que los puntos  + Az + r, — uy, y T+ Az + 15, pertenecen a B(Z,20). Luego de

(10), (5) y la hipdtesis inductiva (c¢) obtenemos
17(Z + Az + rnga)ll 7 < €ll—uall -

< LaNg T = dN)g" (12)
Po

(c) De (13), resulta que

IN

« _
luns1ll x 2 [A(Z + Az + 1)l 5

(8]
ZdNg™.
o (Mg

IN

Quedando demostrada la Afirmacién 3.

Afirmacién 4. La sucesién (r,) es de Cauchy en X.
En efecto, como ry,+1 = r, — u, para n, k € N tenemos

I7ntk — Tn”X = Irnik—1 — Unyr—1 — Tn”X
= ”7’n+k72 — Un4k—2 — Untk—1 — T’nHX
= |Irn — Up = Un41 — Ung2 =+ = Unjk—2 — Untk—1 — Tnllx (13)
= Hun + Up41 +Upg2 + 0+ Upgp—2 + un+k71”X

< llunllx + luntillx + llunsellx +- -+ lunsr-allx +llunis-1llx -

De la Afirmacién 3 y la desigualdad (14) tenemos

17k = rollx < llunllx + lunsillx + -+ lunpr—2ll x + lunse—1llx
« « « [0

< —dN)g" T+ —d(N)g" + -+ —d(N) " TFP + —d(N) g2
/%) 12 0o £0

(6% _ _ _
= A" it 241 (14)
o i [1-4F o i (1—gF o g
:d)\”l{ }<d)\”1{ < —d(\ ,
Po()q l1—gq Po()q l1—gq Po()l—q
n—1

puesto que 1 — ¢* < 1. Por lo tanto ||r,1k — mnllx < —d(}) . Haciendo tender n — oo el
Po q

termino ¢"~! tiende a cero, en consecuencia ||rp4x — rnlly — 0 si n — co. De donde la sucesién
(rn) es de Cauchy en X. Demostrando asi la Afirmacién 4.

Como X es un espacio de Banach existe 7(\) € X tal que lim 7, = r(\). Observemos que dicho
n—oo

limite depende de A. Asimismo, siendo wu,, = rp4+1 — 7y, la sucesion (u,) es convergente y por la
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Afirmacion 3, logramos
o e
lunllx < —d(A)g" ™"
a
< —(ed)g™ !
< po( )q
< 4q"

Obteniendo la desigualdad |lu,||y < d¢". Tomando limite cuando n — oo tenemos que (uy) — Ox.

Afirmacion 5. lim r)
n—oo A\

=0x.

En efecto, como W' (z) € L(X, Z), u,, — Ox, r, —> 7(\) y por la identidad (6) tenemos
h(z + Xz +7r(\) =KW (z)(0x) =0, (15)
puesto que T + Az + r, € B(Z,20). Por la Afirmacién 3, obtenemos la desigualdad
o 1— q”1>
Tolly < —dN) | ——— .
Il < a0 (1
Tomando limite cuando n — oo a la desigualdad anterior y dividiendo por A se obtiene
lrMllx @ 1
— 2 < —dA) [ —— . 16
P < L (7 (16)

Por la definicién de d()), las igualdades h(z) = 0 y h'(Z)x = 0 y efectuando la divisién por ||z,
de (17) resulta que

lrMllx oo dV)

A T opo(l—q) A
_ o |h(EZ+Ar) = h(Z) = A (Z) ()|l 5 1]l
po(1—q) Mzl x

~ po(1—q) Azl *

Por otra parte, como h es Frechet diferenciable en Z tenemos que
Wz + A\z) — h(Z) — W' (Z)(\
huiet alx
A

En consecuencia, de (18) y (19) tenemos lim ”T(/\)H = 0x. Demostrando de esta manera la afir-

macién 5.

Consideremos una sucesién (\,) C R tal que 0 < \,, < A paratodon € Ny )\h’m+)\n = 0. Sean las
—0

sucesiones (u,) C RY y (z,) € X definidas por

1
Pn=5-Y T =T+ Az +71(Ap)

n
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para cada n € N, donde 7(\,) es el limite de la sucesién (ry) para el valor A,. Claramente j, > 0
y por (6) h(zn) = h(Z + Az +7(\n)) = 07. Asi x,, € S para todo n € N. Por la afirmacién 5 y la

convergencia de (\,) tenemos
lim z, = lim Z + Az +r(\y)

n—oo n—oo
= h'm:i—l—)\n{:zr—kr(/\n)}
n—0o0 An
=T

y ademas

1
i pin (2, — ) = lim — (7 + Aoz + 7(\y) — Z)

n—oo 'I’L—}OO‘LLTL
A
= h’m:r—l—L n) =z
n—oo An

Por lo tanto, z € T'(S, ), es decir W C T'(S, ), quedando demostrado el teorema.
O
Observacion. Del Teorema de Lyusternik y el teorema 3, cuando se satisfacen sus hipétesis res-
pectivas, obtenemos la igualdad
T(S,z) =W.

4. Conclusion

El teorema de Lyusternik establece una relacién entre el cono tangente y el niicleo de una aplicacion
suficientemente regular. Este resultado permite trabajar directamente con el cono tangente en pro-
blemas de optimizacién restringida cuando las funcionales de restriccién cumplen ciertas hipotesis
de diferenciabilidad.
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