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Resumen: En el presente articulo se presenta los principales lemas y teoremas que
fundamentan y prueban las bondades del algoritmo del elipsoide de Khachiyan, pero
de una menera menos complicada que el trabajo original con la finalidad de poner
al alcance de los interesados y de los estudiantes del area de optimizacién un tema
tan importante desde el punto de vista tedrico y que ha sido el punto de partida de
muchos de otros trabajos de investigacién.
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1. Introduccion

En el ano 1979, el matemadtico soviético L.G. Khachiyan [2] publicé la demostracién para un
algoritmo que resuelve problemas de programacién lineal, que lo hace en tiempo polinomial,
resolviendo asi, al menos tedricamente una cuestién abierta desde mucho tiempo atras. El resul-
tado de Khachiyan se baso en los trabajos de otros matematicos soviéticos sobre programacion
no lineal como Shor, Yudin y Nemirovskii [4] ; y dicho algoritmo es conocido como el Algoritmo
del Elipsoide.

El algoritmo del elipsoide toma como entrada un conjunto convexo y retorna un punto del con-
junto, probando de esta manera que el conjunto es no vacio, caso contrario el algoritmo retorna
el mensaje que el conjunto es vacio. Es claro que este algoritmo es 1til para probar la feasibilidad
de los Problemas de Programacién Lineal . Asi mismo el algoritmo también puede ser usado para
resolver Problemas de Programacién Lineal. Formalmente, el algoritmo del elipsoide averigua si
un conjunto convexo K C R™ es vacio o no.

El Algoritmo necesita como entrada:
1) El conjunto convexo K C R"

11) Un ndmero R € Q, R > 0 tal que K C B(0,R) = Ey

Dicho algoritmo se aplica de la siguiente manera: Dado un conjunto K determinado por desigual-
dades lineales Ax < b, y se construye en cada iteracién una elipsoide que contenga siempre al
conjunto K. El elipsoide construido en cada iteracion es siempre “mas pequeno”que el anterior,
de manera que, despues de un nimero determinado de iteraciones se encuentra un punto de K
o se concluye que K es vacio, es decir que tal punto no existe.

Graficamente podemos esbozar el método de la siguiente manera. Supongase que se tiene un
elipsoide Ey = FE(ck,Qk) v también tenemos un hiperplano separador H = {x/ai:p = afcci}

donde az, es la fila de A* que ¢; no satisface.

Nuestro objetivo sera calcular (o determinar) el elipsoide de volumen minimo Ej1 que contenga
al semi-elipsoide Ey y K C Ej1 es decir a',;x > a’,;ck, y este proceso se repite.

Ey,
Ck @

o Ck41

Ey 1
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2. Preliminares

2.1. Algoritmo del elipsoide

Consideremos el siguiente sistema de desigualdades lineales estrictas con coeficientes enteros
alr <b; i=1,2,...n (1)

donde a; € Z™, x € R™, b; € Z. El conjunto de todos los puntos x que satisfacen (1) es llamado K.

Debemos notar que si tuvieramos coeficientes a; y b; en Q — Z racionales estos podrian ser
llevados al formato entero, simplemente multiplicando por el minimo comun multiplo de (a; y
b;) a todas las desigualdades y si fueran irracionales, estos serian truncados cuando se “lleve” el
problema al computador, por lo que pueden ser tratados como racionales.

Por la definicién de un elipsoide, existe una transformacién alfin invertible L= que toma la
elipse Fj, y lo transforma en una bola B(0,1) de centro 0 y radio 1, entonces E; = B(0,1). Al
vector ap que es una fila de A; y que el punto ¢ no satisface lo lleva a a;c = (-1,0,0,..,0).

Con estos elementos y las formulas (3) y (4) construimos E,; 41, luego lo “regresamos” al espacio

original y obtenemos el elipsoide que buscamos Fy11 = L(E,/C +1)'

Sea, el problema de hallar un = que satisfaga
Az < b (2)
donde A € R™*" x € R™ b e R™.

Definicién 2.1 Se define el tamano del problema (2) como:

L= Z (log|ai;| +1) p + Z (log [bi| + 1) p + {log(mn) + 1}.
%1}]#0 b0

Definimos una sucecién {zx} € R™ de vectores y una sucesiéon de matrices simétricas definidas
positivas de orden n: {A;} C R™™ en forma recursiva:

1 A a;
Th+1 = Tk — el (3)
n+1 JJat Apa;
1k ki,
n? 2 (Apai,) (Agas,)*
Api1 = ——— | Ay — kL U 4
R T2 ( SR agkAkaik (4)

con g =0, Ay = 2%L7, a;,, €R", b, e R, R= 2L,

Veremos que si xj, es solucién de (1) el proceso dado por el algoritmo se detiene, caso contrario,
una de las desigualdades de (1) no se cumple, es decir

t .
a;, T > b,

y con este vector a;, se genera un nuevo punto xy4i.
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A continuacién presentamos el algoritmo del elipsoide.

Algoritmo Elipsoide (A,b)

ay

a2
Inicio: 29 =0, Ag = 2L, A= . a; filas de A, b € R"

Gn

Paso 1: Si x; es solucién de
Az <b (oalx <b;Vi=1,2,...,m)
Entonces, paramos
: t t }
sino 3 a;. tal que a; Tp > bi,

Paso 2 : Generamos

1 Akaik

Ti41 = Tk —
n+1 /aﬁkAkaik

n2 (A 2 (Akalk) (Akalk)t>

A = —
s 21 k n+1 a§kAka,-k

n
k = k+1

Paso 3: Si k > 4(n + 1)2L entonces PARAMOS ( el conjunto es vacio no tiene solucién)
Si no volver al paso 1

Debemos notar que una elipsoide puede ser definida como la imagen de una bola unitaria via
una transformacién afin L, es decir

L(B(0,1)) = {Lz€R"/ze B(0,1)}
{y=LzeR"/z=L"eB(0,1)}

{yeR"/ 0Lyl <1}

= {yeRY/|IL7 | <17}

= {yery 7y (17y) <1}

= {yeryy () () <1)

= {yer/y (zr) Ty <1}

= {yeR"/ y'Q 'y <1} = E(0,Q), donde @ = LL".

Al dltimo conjunto se le llama Elipsoide centrado en cero y asociada a la matriz cuadrada
Q = LL! que es simétrica y definida positiva. En efecto,

i) Q= (LLY) = (L)' Lt = LL' = Q, (Simétrica)
ii) Para cualquier z € R"
'Qr = o (LLt) r = (xtL) (th)
= (L%2)" (L'z) = ||L'z|]> > 0.

4 PESQUIMAT 20(2): 1-20
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Definiciéon 2.2 En general podemos definir una elipsoide:
Dado xg € R™ y una matriz @) simétrica y semidefinida positiva, definimos el elipsoide F(z¢, Q)
con centro en xg y radio 1 al conjunto

E(z0,Q) = {y € R"/ (y —20)'Q " (y — w0) < 1}

Observacion 2.3
1) Si Q = I entonces E(zg, Q) = E(xo,I) = B(xo,1)
Quiere decir que la bola de centro zo y radio 1 es el elipsoide con centro xg asociada a la
matriz identidad.

2) Si Q = R%I, R € R, entonces E(z¢,Q) = B(xo, R). En efecto:

R N
R? 0 B 0
SiQ=R*= ] entonces Q! =
0 . 0 K
R? 72
decir Q1 =
Es decir Q7" = ?I, Luego

E(z0,Q) = {yeR"/ (y—20)'Q '(y—wo) <1}
_ {y R/ (y— mo)t%I(y ) < 1}

= {yeR"/ (y—x0)'(y — x0) < R*}
= {yeR"/ |ly—xol* < R’} ={y € R"/ |ly — zo|]| < R} = B(xo, R)

3) Se cumple que:
B(29,Q) = {y€R"/ (y—20)'Q '(y—m) <1}

= {yGR”/ (y — x0)’ (Qt%Q‘5> (y — o) < 1}

{yGR”/ [(y—wo)t (Qé)t] Q73 (y—w0)] < 1}

_ {yeR”/ [(Q_%>(y—:p0)r [Q—%(y_xo)] < 1}

= {ver Qi y-a)P <1} ={yer"/ Q@ y - w0l <1}

Lema 2.4 Las matrices Ao, A1, ..., A de orden n x n definidas por (3) y (4) son simétricas y
definidas positivas.

N

Demostracion. Probemos la simétria: Por la definicién de Agy1 y considerando Ay simétrica

(Aip)! = [ s <Ak 2 <Akaik><Akaik>>

n2—1 n+1 agkAkaik
t
_ n> \' (. 2\ | (Arai) (Agai)’
= () (A /
n?—1 n+1 aj, Agai,

( - > A — 2 ((Ara:,)")’ (Axaiy)!
' t

PESQUIMAT 20(2): 1-20 5
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( n’ ) Ay — 2 (Agaiy,) (Ak’aik)t
n+1 t
o, AL (o))

TL2 2 (Aka )(Aka )t
— Ay — > Mta) Peda) ) _ 4
<n2 — 1) ( S| aj Apai, ol
|

Debemos tener presente que nuestro algoritmo se va iniciar con un elipsoide Fy = (0, R?I ) con
centro en el origen y matriz simétrica definida positiva Q@ = R%I con R = 2F.

Por la observacion (2.3) sabemos que ésta primera elipse es en realidad una bola B(0, R) con
centro en el origen y radio R (Se probara mas adelante que la B(0, R) contiene a la regién factible
K = {x/ Az < b}). También debemos considerar que el punto inicial sera zp = 0 el origen y que
este punto g ¢ K.

Observacién 2.5 El Ay = Q = R*I, como zo ¢ K = 3 agk fila de A tal que a;, 9 > b;.

En general supongamos que Ey = E(xy, Ax) es una elipsoide asociada con Ay, simétrica y definida
positiva. Entonces, para toda elipsoide Ej, existe una transformacién afin L~ tal que

L=Y(Ey) = B(0,1), y la matriz asociada a L es A;i, que es diagonal y definida positiva,

con L7l (zp)=0=yo y L7 (a;,) = (-1,0,...,0).
Luego, en el espacio transformado calculamos el y; segun (3) y (4)

y y A( 1,0,...,0)
1 = 0 —
”*1 \/ —1,0,...,0)tA,(—1,0, .., 0)
-1
1 1 , 0 1
y1 = 0-— n+1a7;€(—04k,0,,0) = <n+1,07,0)
0

y de aqui calculamos zx4+1 = Ly;.

Ahora calculamos A;C 41 el cual también serd diagonal definida positiva. En efecto, usando (3) y

(4)

Z

A = n?—1 ! n+1 -1

6 PESQUIMAT 20(2): 1-20
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r 2
A n? 2 0 0 n? 1 0
ML 21 |0 a1 oo n2-1 0
I 0 1
n—1
n+1
2 1 0 2 1
/ n n n
A, = - diag (== 1,1
ket n?—1 0 n?—1 zag<n+1 )
1

el cual es definida positiva y diagonal.

A partir de A;g 41 calculamos Ay = LA;I€ 41 que serd la matriz asociada a la elipse

Epr1 = (Tpt1, Akt1)-

Notacién: Por simplicidad vamos a denotar a la elipse F(zy, Ag) por F.

Lema 2.6 Se cumple

m n m
2" > [T1I Uil + 1) - TT (bil + 1) (mn + 1)
i=1j=1 i=1
donde L es el tamano del problema 2.
Demostracién. Primero se probara que:
glentl > (p41) VneN-{0} (5)

o equivalentemente logy(n + 1) <logyn + 1.
Consideremos el intervalo I, = [27,2°"1 — 1], p € Ny n € I, N (N —{0}). Por ser log, una
funcion mondtona creciente se tiene

n < 2ptl_q
n+1 < 2°FL
logo(n+1) < p+1 (6)
y
2P < n
logs 2P < logyn
p < logyn
p+1 < logyn+1. (7)

De (6) y (7) se obtiene
logy(n + 1) <logy(n +1).
Finalmente

ol — 9323 (log(|ai;[+1))+> (log(|bi|+1))+(log(mn+1))

olog(laij|+1) . glog(lamn|) . glog(|bil+1) . . 9log(|bm|+1) , ,  glog(mn)
m

= H H olog(lai;|+1) | H olog([bil+1) | glog(mn+1) (8)

i=1j=1 i=1

PESQUIMAT 20(2): 1-20 7
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De (5) y (8) se obtiene

ol > T (asl+1) - T (Ibsl + 1) (mn +1).
i=1j=1

i=1
]

Lema 2.7 Si M es el valor de la determinante de una matriz A = [aijlmxn cuyos elementos
son a;; € Z que define el vértice de un poliedro, se cumple

m n

o < T[T 0as! + 0.

i=1j=1

ail a2 a3
Demostraciéon. Veamos para el cason =3, A= | ao1 aos a93
a3l as2 ass3

Sea
M1 = ali
ail a2
My = = a11a22 — (21012
as1 a2
az2 a3 a1 as3 a1 a2
M; = an — a2 — a3
azz ass azy ass asy as2

= a11(aeas3 — asgasz) — aiz(aziass — aziazz) + arz(aziasy — ageas;)

= (11022033 — 011032023 — G12021033 + 12031023 + A13021032 — 413022031

Es facil notar que

M; < (laun] + D (larz| + 1)(Jars| + 1)(Jaa1| + 1)(|agz| + 1)(lazs| + 1) - -
o+ (laz1| + 1)(lasz| + 1)(ass| + 1)

pues el lado derecho es un polinomio de grado 9 y los determinantes son de grado a lo més 3. El
mismo andlisis se hace para n =4 y n = 5. Concluyéndose por induccién que es valido para n.

|
Lema 2.8 Sea v' = (v!, 02, ...,v") un vértice cualquiera del poliedro
Az <b
r = e R"” ~

{”“” /a0 }

Ly < b;
= xeR”/a’JU_ YLi=1,2,---,my conm<n.

x>0

Se cumple
2L
a) Las coordenadas de v son nimeros racionales de denominador menor que —.
n

b) ||v]| < 2L.

8 PESQUIMAT 20(2): 1-20
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Demostracion.

a) Por ser v un vértice, entonces satisface Av = b luego v es solucién del sistema m x n. Por la
i
donde M"y M son determinantes de submatrices que a lo mas

Regla de Cramer los v* =
seran de orden m X m. Asi mismos esas determinantes son el producto de los coeficientes o
entradas de A y b (a;; y b;) por lo tanto como a;j, b; son enteros, entonces M y M* también
seran enteros. Luego por el lema anterior

< HH Jaig| + 1) TT(bil + 1)
i=1j=1 i=1
Por otro lado
ITTIGas + 0 Jaed+1) < TTTTxas!+ 0 (%l + Dn
i=1j=1 i=1 i=1j=1 i=1
< T T]0as+ 0 (bl + 1) (mn + 1) < 2°
i=17=1 =1

De aqui

m n m
ITT1xas + 0 ][00l + D0 < 28
1=1

i=1j=1
HH(yaij\H [l +1) < —~
i=1j5=1 =1
' L
b) Por ser M entero no nulo = |M| > 1. Por las mismas razones de (a) M* < —
n
Luego
. M . 9oL
= <M< Wi=1,2,-
v ik < i n
Entonces

Esto prueba que el poliedro I' esta acotado.

Definicion 2.9 Definimos el volumen de la Envoltura convexa en R" como:

" Yk Y
Vol, = abs Z(—nk/ Voly 1 = dy
k=0 0 Yk

PESQUIMAT 20(2): 1-20 9
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(n+1)x(n+1)

donde yj, es la tltima componente de (uf, yx) = (uok, w1k, - - s Un—1)k> Yk ), ademds
1 1 e 1 1 e 1
1 U10 u11 U1(k—1) U1(k+1) Uln
Vol,_1r = ———det 20 Uu21 Ug(k—1) U(k+1) U2n
’ (n—1)! ) )
Un—1)0 Un-1)1 Un-1)(k—1) Un-1)(k+1) U(n—1)n nxn
de esta manera
1 1 e 1 1 1 e 1
u10 U11 U1(k-1) Uik U1(k+1) Uln
1 U20 U21 U2 (k-1 U2k Ug(k4+1 U2
Vol, = — |det (, ) ) (.+ ) .n
n' :
Un-1)0 YU(n—-1)1 Un—1)(k—1) YUn-1)k Un-1)(k+1) U(n—1)n
Yo A1 Yk—1 Yk Yk+1 Yn
Lema 2.10 Sea @ = {:L" e R/ féﬁigi, a; € R"Vi=1,2, ..,n} es un poliedro acotado

Se cumple

a) Q C Ey = B(0,R?I), con R =2F
b) SiQ# 0 entonces Vol(Q) > 2~ (1L

Demostracion.

a) Iniciamos Ey = F(0, R%I)

B(0,R) con Ag = RI y R = 2. Esta parte estd probada por

b)

(b) del Lema 2.8.

Por el Algoritmo: El zp que se elige es el que no pertenece a I', por lo tanto debe existir un
aﬁk tal que no satisface

(9)
Entonces existe un Hiperplano Haik,rk = {x e R/ a’;kx = agkxk} que separa I' y el punto
T

Por otro lado sea = € Q = af x < b;, < aj x, (por (9)), luego z € T.

t
a; T > bi.

LQCT CR" (dim(T) < dim(R™))

Si Q # ) entonces como @ es un conjunto abierto ha de contener un punto interior. Se verifica
que dicho poliedro tiene n + 1 vértices linealmente independiente.

En efecto, si todos los conjuntos de n + 1 vértices son linealmente dependiente, entonces el
poliedro estaria contenido en un hiperplano de dimensién menor que n. En efecto, como a lo
més @ C I tendria n vertices linealmente independiente eso implica que dim(Q) <n—1y
como el hiperplano a lo més posee dim H = n — 1, entonces el poliedro esta contenido dentro
del hiperplano.

Por otro lado, sea x un punto interior y sea € > 0 la minima distancia de x a las caras del
poliedro.

Evidentemente, € > 0y la esfera de centro = y radio € esta totalmente contenido en el poliedro
C Hiperplano pero la esfera € R” y H es un hiperplano € R™, jamas una esfera estd dentro

10
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de un hiperplano si ambos subconjuntos son de R" (contradiccion).

Sean wvg,v1,- - ,Un,n + 1 vértices linealmente independiente. Denotemos por Cy la capsula
conveza definida por dichos vértices.

Si x € Cy, por una parte verifica a;xz < b;, para todo ¢

Por otro lado, como v; € Cy = ||v;|| < 2F, Vi
n

n
Como z € Cy es combinacién convexa entonces © = g Qv Yy E a; =1, a; > 0.
=0 =0
Luego
n

=]l =

QU
0

1=

n n
< vl =) el il
=0 =0
n n
< a2l = ol <Z ozi) = ol
=0

=0

Esto prueba que
int(Cy) C Q = Vol(Q) > Vol(Cp) (10)

Por otro lado

Yo V1 V2 - Up

1
Vol(Cy) = ] det

111 L) a1y x )
, i
y por ser v;- = Mj" se tiene
My, M, --- M,
1 1 : : :
Vol(Cy) = () < ) det : : :
n! | Mo|| M| - - - | My, Mp MP oo M
My M, --- M,

Notemos que el valor absoluto de la determinante es entero y diferente de cero (pues los v; son
L

linealmente independiente) entonces es mayor o igual a 1 y como los |M;| < — Vi=1,---n;
n

1 Lo g
uego —— —. ntonces
8] 7 2k
My M, --- M,
1 1 : : : 1 1
VOZ CO p— — det : : ) 27'
©o) = 0 DA 8] " | e o ar || GV 3]
My M, --- M,
.. +1
L Looneneeen 10 0™ L o pmt) (1)

nl 2L 2L 2L pl (2L)nd1 7 oL(nt1)

De (10) y (11) se tiene
Vol(Q) > 2~ LD,

PESQUIMAT 20(2): 1-20 11
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Observacién 2.11 En caso de que el poliedro
K= {meR”/ atr < b, i=1,2,---,m; a; €Z", b; EZ}
no fuera acotado, bastard anadir las restricciones
‘xi|<Z’ 1=1,2,-+-,n.
Lema 2.12 Para todo k

Eyn{zeR"/ —a (x—ai) >0, ai, vp € R"} C By

Demostracién. Siguiendo los mismos pasos de la pdgina 3 y 4, podemos decir que existe una
transformacion Afin, tal que Ej puede ser transformado en la esfera de radio 1 centrado en el
origen (que deja dicha esfera invariante), el vector —a;, se puede transformar en (41,0, ,0)".
Por la propiedades de dichas transformaciones en R", podemos realizar la demostracién con

dichos elementos siguiendo los pasos dados en la paginas 3 y 4.

1
Th+1 = <n+1’07“.’0>
n? n—1
Apy1 = n2_1d1a9<7H_1717"';1)~

Sea z € E,N{z €R"/ — aﬁk(x — ) >0, a;,, zp € R"}, entonces z € Ej, luego |[z|> < 1.
Como zj = 0, podemos operar

0 < —a; (v —z1x) = 1(z1 — 0) = 1o1 = 1.

Ahora probamos que x € Ej1, para esto hacemos z = (21, %)

ntl
n—1
2 _ t 1
A n? -1 1 1 -
(@ = 2hr1) Ay (@ —2pn) = — 5 (wi_n+1’x> (xl_nJrl’x)
1
I 1 1
=t (o - )
n2_1 1 t T2
= 2 <x1_n+1,x> IL"3
L xn -
n?—1[n+1 1 2+—
n? |n—1\" n+l
(n—1) (n+1) 1 \? n2-1,_ ,
vy 2 (o - Ll
(n+1)2 1 o, (" —1)
= et e WP 2)

Sabemos que ||z|| < 1, entonces

12 PESQUIMAT 20(2): 1-20
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En (12), obtenemos

_ 1 (n? —1)
(& = zp1) Ay (@ —ap1) < ﬁ((” + 1)z —1)* + 7 (1—=7)
1 n?—1 (n?-1
= ﬁ[(n+1)2x%—2(n+1)x1+1]+ 2 _ 3 )x%
(n+1)% 5 2(n+1) 1 I (n=1Dn+1) ,
- T T atptlon sy W
n+1 2(n+1)
2(n+1)
= > (3 —x)+1<1
Por otro lado, si consideramos
0<z<1 = 0<af<r <1
1 1 1
o s () o 3)
n-n n o n
Como
1 1
n>1 = —<1y <=<1
n n
1 1 1 1
= 4’+"§ — 4+ —
n n o n
Luego
2 1 4
0 (”7_;) < - <1 VYn>4
n n
2(n+1)
1 > 0> T(w%—a:l) > (2% — 1).
Esto prueba que = € Exy1 = E(xg41, Agt1)- [ |

Definicién 2.13 Sea T : R™ — R" una transformacién afin definida como Tx = Ax + b, A €
Myxn v b€ R"y la imagen de un conjunto y

T(y)={yeR"/y=Tr=Ax+b, si x €v}.

Definicién 2.14 El volumen de un conjunto v C R™, lo denotamos por Vol(y) y se define como:

Vol(y) = / dx
xrey

Vol(T(7)) = / ol / (det(J (x))|dz
el (y xey

Y

de modo que

J(x) es el Jacobiano de T'(x)

Vol(T(y)) = / (det(A)|dz = |det(A)] / do
TEY rey

= |det(A)|Vol(~)
Vol(T(y) = |det(A4)[Vol().
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Observacion 2.15 De aqui, podemos deducir que el volumen de una elipsoide E(c, Q) que es
la imagen de una esfera unitaria B(0,1) a travez de una transformacién afin 7' = Lx entonces

E(c,Q) = L(B(0,1)) + ¢ entonces

Vol(c,Q) = |del(L)|Vol(B(0,1)) 6
Vol(c,Q) = +/det(Q)-Vol(B(0,1

donde Q = LL!.

Observacion 2.16 Si R es una matriz de rotacion definida como

2(u — [[uler) (u + [Juller)’

R =
u+ ||uller

—1I, e1=(1,0,---,0), u € R™.

Entonces RPR = 1.

Por otro lado, si D es simétrica y definida positiva entonces posee inversa D~! y puede definir
una elipsoide. Ademads se puede descomponer en:

D'=D:.D 3 y D=D32-Dx.
Entonces, dadas las elipsoides
E (O RtR) (0 I) y E1 = E(.%'(),D)

definimos S(z) una transformacién afin como: S(z) = D*%(x — Tp).
Ademas, W(x) = RS(z) es otra transformacién afin y W(z) = RDfé(x — Tp).
Si x € E, entonces

1S@) = S'(z)-S(x)

IA
)

8

(=}
~—
-~
3
—~

8

|

8

(=)
S~—

Luego,
S(z) € B(0,1) para todo = € E.

Sea y = S(z) € B(0,1)

R(B(0,1)) = {RyGR/yEB(O 1)} = {z=Ry/yeB(0,1)}
1

= {z/ R™'2 o~ B(o )} = {2/ HR—lez < 12}
{z/( )Sl} {z/ (2 )(z)gl}
- {z RRt z < 1} = Fy=F 0 RRt)
Esto prueba que
W(E,) = Ey.
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Por otro lado, definimos la transformacién afin lineal F' : R” — R" como F(z) = D3 (x — x9).
Si x € F, entonces

|1F@)]] = F'(z)- F(x)

|
—_~
8 8
|

8

(=]
~—
~+~

-

| |
|

-l

[ V]
£}

|

8
N

IN
—_

Luego,
F(x) € B(0,1) para todo = € F.

Esto prueba que
F(Ey) = Eyp.

Finalmente E; = F~1(Ej), entonces.
Vol(E)) = Vol(F~Y(Ey)) = |det (D%) IV ol(E)
Vol(E)) = +/det(D)Vol(Ep).

Lema 2.17 Se cumple

a) Vol(Epy) < 20+

1
b) Vk, Vol(Eyi1) = c,Vol(EY), siendo ¢, < 2 2(ntD)
Demostracion.

a) Consideremos

Ey = B(0,2*'1) = {x/xf (22L1) ' a < 1}
2°k1 = (2'1) (2'1) = {a/2' (27 ) 2 < 1}
{z/ 272 (2 1) < 1} = {z/ 2z < 22L}
= {z/ |z <2*} = {z/|lz]] < 2"} = B(0,2").

Esta bola estd incluido en un cubo de lado 2 - 2% es decir de lado ¢ = 2EF! y cuyo volumen
es ™

Vol(cubo) = 2L+
Vol(Ey) < Vol(cubo) = 2"+,

b) Razonemos como en el lema anterior
E}; es la esfera centrada en el origen y de radio 1 y a;, = (—1,0,---,0). Tendremos

Vol(Exy1) = +/det(Agt1)- Vol(Ep)
VOl(Ek) vV det(Ak) . VOZ(E()).
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Entonces
1
det(Ak+1) 2
Vol(E = |——=| Vol(E
ol(Ep41) [det(Ak) ol(Ey)
y
Vol(Epi1) < [det(Api1)]2 - Vol(Ey) = cnVol(Ey)
n? n—1
nZ—1 " n+1 5
n? n—1 5 0
A = j 1, 1) = e
Como Ap1 n2—1dmg (n—i—l’ R > 0
’I’L2
n2—1
Entonces

e = [det(Apy)))? = Kn;ﬂil)"(ZID]
YT )

B (nQni 1)"1_ ((n— 17)LG+1)> | <Z:>

n n? T
- (n—kl).(nz—l) '

Usando propiedad 1+ z < exp(z) se obtiene

S

n 1 1 < 1
= — exp| ——
n+1 n—+1 P n-+1
B S -
n2—1 n?—1 P2 T
Luego
n—1
< 1 1 2 n—1 1
c exp| — | -exp | —— = ex —
" Pl Plnz =1 P 2(n2-1) n+1

1 S S
cp, < €exp <_2(7’L—i—1>> < 2 2(nt1)

Teorema 2.18
Si el algoritmo se detiene, xy, es una solucién de (1) (F #10)
Si el algoritmo no se detiene en 4(n + 1)2L pasos, entonces (1) no tiene solucion (es decir

F=0).
Ax <b
= R" A€ Lpsn, beEZ", x €R" .
Q {xe /Ha:\|<2L’ € Znpxn, b € s }
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Demostracién. Supongamos que F # () = Q # () es decir existe z € F y el algoritmo no ha
proporcionado en k pasos con k > 4(n + 1)2L.
Por el Lema 2.17

Vol(Ey) = e Vol(Ey 1) = --- = ciVol(Ep)

4(n+1)2L
< 9~ 3D . g(L+D) < 9 D . on(L+1)

— o—(n+DL o9—(n+1)L  9n(L+1)

9=(+DL gn=L o o=(n+DL  pyesp < L.

Por otro lado los lemas implican
QC Ep=Vol(Q) < 2~ (DL,
Sin embargo, si @Q # () por el Lema 2.10 se tiene
Vol(Q) > 2~ (m+DE

lo cual es una contradiccién. [ ]

2.2. Solucién de un problema de programacién lineal (P.P.L)

Sea el (P.P.L)
min ciz
s.a

Ax >0
x>0

(P)

donde A € My, xn; ¢, x € R™; b € R™ y por el otro lado su dual

max by
s.a
Aly > ¢
y=>0

(D)

donde y € R™.

Por teoria de dualidad sabemos que si Z, ¢y son factibles en (P) y (D) y si ¢
y ¢ son soluciones en (P) y (D).

Consideremos el siguiente sistema

{2 = b'y entonces

clx = by
Ax > b
Aty S c (C)
x>0,y>0

Si la solucién de (P) existe y es finita, entonces para hallarla basta calcular una solucién de (C').
Por dltimo, observemos que el algoritmo del elipsoide se aplica a un sistema con desigualdades
estrictas. En el caso de que esto no suceda, como por ejemplo en el problema (C), el sistema se
puede transformar en otro con desigualdades estrictas anadiendo perturbaciones. La validez de
este procedimiento queda asegurada por el siguiente lema.
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Lema 2.19
El sistema
alx <b;, (i=1,2,---m,z€R" a; €Z", b; €Z) (13)

tiene solucion si y solo si el sistema
atxr <bi+e (i=1,2,---,m,a; €Z", b; € 7) (14)
tiene una solucion. (Donde e = 272F)
Demostracion.
(=) Si x satisface a;xz < b;, entonces también satisface (14).

(<) Sea x( solucién del sistema (14). Consideremos el conjunto de vectores
I={a; €Z" ) b; < alwo < bj+¢€ z9 €R", b €Z}.
Podemos suponer sin perdida de generalidad que

aj = g Bjiai, Vj, Bji constantes.
a; el

En efecto, si a; es linealmente independiente de los vectores a; € I, entonces el sistema

0
alz=0,i€l,zeR" At :
atz =1 < al =
J j 0

1

tiene una solucioén zg
Tomamos 1 = xg + Azg para A suficientemente pequeno
entonces
bt _ ot ¢
a;x1 = a;(xo + A20) = a;x0 + Aajzp

como b; < afa:o < b; +e.
Luego existe A € R tal que

b; < b; + )\a’;zo < aﬁxo + )\a’;zo < afjxo +A<b +e

y donde
afzo =0, si 1€l
alzo=1, si i=j

un A tal que A < ¢, entonces

a§$o+)\ < bj+e
a;x; < b;j+e

TS
<

i

Con esto probamos que z1 € I y a; € 1.
Este procedimiento lo podemos repetir hasta m veces. Asi pues

aj = Z Bjia;, Vj para algun I'cI
a¢€I/
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de vectoreslinealmente independiente de I.

Por la regla de Cramer, los coeficientes j; son cocientes de determinantes de valores absolutos
menores que 2 (Lema 2.8)

Mij
| M|

Escribamos 3;; = y consideremos Z una solucién z del sistema

t. /
a;x =b;, a; €1

Para cada j tendremos:

_ Mij 4
| M| (aéa:—bj) = |M| Z |]Ww|a§$—bj
aiGI/
= Z Mija;z — | M b,
a¢€I/
S Mgh—

aZ'EI/

= — ZMU (afxo — bi) + | M| (a§x0 — bj)

< 6<—ZMZ‘]‘+\M|) < 6(Z|Mw|+‘M|>

< 272 (m1)-2F < 272 ol ol —

Pero como 2% > m + 1 entonces
|M](a§-a_c —bj) < 1.
Por otro lado, por la definicién de x los denominadores de sus componentes dividen exactamente,
es decir debe ser entero, entonces
|M|(a}z — bj)
debe ser entero y menor que 1. Por lo tanto
(aﬁ-i“ —bj) <0.

Luego la ecuacion (1) tiene solucion. [ |
Observe que la construccién de x es a partir de xg en un niimero polinomial de pasos.

3. Resultados

El algoritmo del elipsoide resuelve el problema de feasibilidad de un conjunto poliédrico racional
en tiempo polinomial. El algoritmo establece la existencia o no de un punto en el poliedro de un
modo satisfactoriamente teérico.

4. Discusion

Se debe notar que en cada iteracién el algoritmo del elipsoide necesita identificar la restriccion o
desigualdad que es “violada”. Esta identificacién es equivalente a resolver un problema de sepa-
racién es decir hallar el hiperplano que separa al poliedro. Aqui hemos asumido que el niimero
de restricciones que describen al poliedro K no es exponencial y que pueden ser “chequeadas”
cada una de ellas. ;Que pasaria si el nimero de restricciones que describen al poliedro sea de
orden exponencial en n; el algoritmo seguiria siendo polinomial?. Podriamos hacer otra pre-
gunta, jsi para un poliedro racional, el problema de feasibilidad puede ser resuelto en tiempo
polinomial, entonces el problema de separacion para el poliedro puede ser resuelto también en
tiempo polinomial?

PESQUIMAT 20(2): 1-20 19



Montoro Alegre et al

5. Conclusion

Ha sido posible presentar el algoritmo del elipsoide que resuelve el problema de feasibilidad para
un poliedro racional

Como una aplicacion del algoritmo del elipsoide se tiene la solucién de un problema de progra-
macioén lineal cuyo conjunto factible es un poliedro racional.
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