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Distribucion asintética de los estimadores MCO en una regresion lineal con
variables explicativas que siguen procesos estocasticos strong-mixing y tendencia

Juvert Huaranga Narvajo'

Resumen: El presente trabajo tiene el propodsito de obtener la distribucién asintética
de los estimadores de minimos cuadrados ordinarios en el modelo de regresién lineal
donde los regresores siguen procesos estocasticos strong-mixing y tendencia, el uso
de procesos strong-mixing permiten obtener resultados més generales dado que se
incluye variables tanto estacionarias como no estacionarias. En la derivacién de la
distribuciéon asintética se utilizan resultados de la teoria de la probabilidad y anélisis
real para procesos dependientes. La distribucion obtenida difiere de las distribucién
normal standard y depende de los pardmetros de las variables.
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Aymptotic distribution of OLS estimators in linear regressions with strong-mixing
explanatory variable and trend

Abstract: The aim of the paper is to obtain MCO estimators in a linear regression
with strong-mixing explanatory variables and trend. Strong-mixing process offers a
greater degree of generalization given that stationary and non-stationary regressors
can be included. To obtain the asymptotic distribution results from real analysis
and probability theory for dependent processes are used. Unlike classical results
for estimators in linear models the derived asymptotic distribution is not normally
standard and depends on the parameters of the variables.
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1. Introduccion

La existencia de fendmenos que siguen procesos estocasticos no estacionarios ocurre en diversas
disciplinas como: astronomia, quimica, economia, finanzas, biologia y entre otros. El modela-
miento estadistico de tales fenomenos se ha convertido en un area de constante crecimiento
dentro de cada disciplina, sin embargo tal modelamiento requiere métodos inferenciales diferen-
tes a los tradicionales basados en la independencia de las observaciones, en consecuencia la teoria
probabilidad desarroll6 nuevas herramientas analiticas que permiten realizar inferencias en tales
procesos. En el contexto de las regresiones de series temporales bajo el método de los minimos
cuadrados ordinarios (MCO), estos desarrollos toman la forma de distribuciones de Wiener, teo-
remas del limite central funcional (TLCF) y varios teoremas del analisis real y funcional.

No obstante los desarrollos en teoria de la probabilidad dados en décadas recientes, no es posible
hallar de manera general la distribucién de los estimadores MCO en regresiones con variables
no estacionarias. Esto se debe a que el comportamiento de los procesos estocasticos no estacio-
narios varia segun el valor de los pardmetros y el tipo de proceso no estacionario, en cambio,
se han hallado distribuciones asintdticas en regresiones con variables que siguen ciertos tipos de
procesos tales como: procesos autoregresivos de orden 1 AR(1), procesos autoregresivos de orden
2 AR(2), procesos integrados de orden (1) y de orden (2), procesos estacionarios en diferencia de
orden(1), entre otros. De modo que existe espacio para desarrollos posteriores en la obtencién de
distribuciones asintoticas usando diferentes tipos de procesos no estacionarios, en consecuencia
el presente trabajo tiene por objetivo obtener la distribucién asintética de los estimadores de
minimos cuadrados ordinarios (MCO) en regresiones de series temporales con variables explica-
tivas que siguen procesos estocasticos strong-mixing y tendencia.

La investigacién se justifica porque el conocer la verdadera distribucién de los estimadores MCO
en una regresion lineal con variables explicativas que siguen procesos estocasticos strong-mixing
y tendencia permite implementar procedimientos inferenciales més generales en el marco del mo-
delo de regresién ya que se pueden al incluir variables dependientes con propiedades estadisticas
mas débiles que las requeridas en otros modelos de regresién y al mismo tiempo se puede in-
cluir una tendencia en el modelo, y en consecuencia evitar las relaciones causales espurias en
regresiones de series temporales no estacionarias, esto es, sostener que existe una relacién causal
entre las variables cuando en realidad no la hay. Tal procedimiento es de gran importancia en
trabajos aplicados.

Finalmente, el presente trabajo se divide en 5 secciones. La seccion 1 es la introduccion. En la
seccion 2 se revisa la literatura en el tema. Mientras que en la seccién 3 se realiza una exposiciéon
de definiciones y resultados en teoria de la probabilidad, anélisis real y funcional necesarios para
entender el presente trabajo asi como del modelo de regresion lineal miltiple bajo el método de
los minimos cuadrados ordinarios. En la seccién 4 se deriva de manera rigurosa los resultados
de la presente investigacion, y finalmente en la seccién 5 se presentan las conclusiones.

2. Revision de la literatura

El estudio de las propiedades asintéticas de los estimadores MCO en regresiones con series
temporales es de larga data. En el plano univariado, se tienen los trabajos de Park y Phillips
[15] que desarrollan la teoria asintética en regresiones multivariantes con procesos integrados de
diferente orden, tales regresiones pueden tener interceptos, derivas y tendencias temporales. En
Durlauf y Phillips [6] se analizan las propiedades asintéticas de los estimadores MCO cuando
se realiza la extraccion errénea de la tendencia deterministica en procesos que son integrados.
Mientras que en Haldrup [11] se deriva las propiedades de los estimadores MCO en regresiones
que cointegran con variables que siguen procesos integrados de orden uno y dos. Ademés en

66 PESQUIMAT 20(2): 65-83



Distribucién asintética de los estimadores MCO en una regresion lineal...

Hasseler [12] son derivadas las propiedades asintéticas de los estimadores MCO en regresiones
con procesos que siguen tendencias lineales. Y en Phillips [24] se presenta las distribuciones tanto
de los estimadores MCO como de los test estadisticos en regresiones cuyas variables siguen un
proceso auto-regresivo. Por otro lado Kramer y Marmol [20] se derivan las propiedades asintéticas
de los estimadores MCO y minimos cuadrados generalizados (GLS, en adelante) en regresiones
lineales donde los errores siguen un proceso autoregresivo (AR) de orden p. En Phillips y Durlauf
[25] se desarrolla la teorfa asintética para variables integradas de orden uno en regresiones
multivariadas, vectores auto-regresivos y modelos de correccion del error; y bajo diferentes tipos
de errores, entre ellos: errores con dependencia débil y heterogeneidad, en el proceso generador
de datos (PGD, en adelante). Mientras que en Stock, Sims y Watson [27] que desarrollan las
propiedades asintéticas y de las pruebas de hipotesis de los estimadores MCO cuando algunas de
las variables siguen procesos integrados de diferente orden. Por otro lado en Park y Phillips [16]
se analiza las propiedades asintéticas de variables que siguen procesos integrados de orden uno
en regresiones multivariadas asi como las distribuciones de los estadisticos en diversas pruebas
de hipétesis. Adicionalmente en Mynbaev [23] se deriva la distribucién de los estimadores MCO
en regresiones con regresores espaciales mixtos y en Zhang y Zhang [30] se deriva la distrubicién
asintética en procesos estocasticos dependientes cuya estructura de dependencia esta relacionada
con las sumas parciales del mismo proceso.De modo que la literatura es extensa y variada en el
area en cuestién, dejando mucho espacio para desarrollos posteriores.

3. Definiciones y Preliminares

3.1. Procesos estocasticos y tipos de procesos estocasticos

Definicion 1 Sea (Q,}' , P) un espacio de probabilidad, (X ,‘B) un espacio medible y 7" un
conjunto de indices. Un proceso estocasticol {Xt}er es una familia o conjunto de variables
aleatorias en un espacio de probabilidad comun, tal que: X : (2, F) — (R,B) parat € T, y se
denota como {X;}.

Por definicién un proceso estocéstico, se compone de un espacio muestral, funciones indexadas
temporalmente y una medida de probabilidad, de modo que un proceso estocéastico es una fun-
cién que asigna a cada elemento del espacio muestral una trayectoria temporal asociada a una
distribucién de probabilidad; y en general un proceso estocédstico {X;} tiene momentos proba-
bilisticos (por ejemplo: media y varianza) que son funciones del tiempo.

Existen diversas formas de clasificar los procesos estocasticos segin el tipo de propiedades es-
tadisticas y probabilisticas que posean. En el presente trabajo los diversos desarrollos analiticos
y teoremas requieren un uso intensivo de los siguientes tipos de procesos estocasticos:

Procesos dependientes e independientes

Un proceso estocastico {X;} es independiente? si se cumple lo siguiente:
n
Fxy % x, (X1 X2 o Xn) = Foy (X1,11) X Foy(Xa,t) ... X Foy (X, tn) = [ [ Fr (X3 1)
i=1

Lo cual quiere decir que la distribucién conjunta del proceso estocdstico {X;} para t instantes
temporales (t1,ts,...t,) se puede expresar como el producto de la funcién de distribucién mis-
mo proceso para los n instantes del tiempo. En caso contrario el proceso {X;} se dice que es
dependiente.

Ver Capasso [23] para mayores detalles sobre los procesos estocasticos.
*Véase Kobayashi [19, P4g. 318].
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Procesos estacionarios y no estacionarios

Un proceso estocdstico { X;} es estacionario en sentido estricto®, también llamado estrictamente
estacionario, si su distribucién conjunta en el intervalo temporal {t; : i = 1,2, ...n} es la misma
que en el intervalo {t; +h : ¢ =1,2,..n} Vh . En otras palabras:

Fx,x,x, (X1 X2 Xo) = Fx, y Xo o pXnon (X1 X2 -+ Xp)

De lo cual se desprende que la funcién de distribucién un proceso estocastico estricamente
estacionario { X} }se mantiene invariante ante cualquier desplazamiento temporal. Mientras que
un proceso estocastico {X;}es estacionario de segundo orden, también llamado estacionario en
covarianza o débilmente estacionario, si se cumple que?:

1. E[X(t)] = pypara todo —oo < t < +00
2. E[X(t)?] < oo para todo —oo < t < +00
3. E[(X(s)— u) (X (t) — p)] depende de la diferencia temporal |s — |

De modo que un proceso estacionario {X;} es un proceso estocdstico cuyas leyes probabilisticas
no cambian por desplazamientos temporales. En otras palabras un proceso débilmente estacio-
nario {X;} tiene momentos de primer y segundo orden que no son funciones del tiempo.

Un proceso estocastico {X;} es no estacionario cuando sus leyes probabilisticas no satisfacen
los supuestos necesarios para ser estacionario, en otras palabras, las leyes probabilisticas de un
proceso no estacionario son funciones del tiempo. Un ejemplo conocido es la caminata aleatoria.

Procesos de Wiener

Un proceso de Wiener®, también llamado proceso Browniano o movimiento Browniano, es un
proceso estocastico de tiempo continuo que satisface las siguientes propiedades:

= Homogeneidad espacial:
PriW({t)<w|W(0)=a|=Pr[W({t) <w+b|W(0)=a+1].
= Homogeneidad temporal:
PriW (@) <w|W()=a|=Pr[W(t+s)<w|W(s)=aqa].

= Incrementos independientes:

Para un conjunto de intervalos disjuntos (s;,¢;],i = 1,2,... se tiene que:

W (t;) — W (ts),i=1,2,...

son incrementos independientes.

= Propiedad Gausiana:

Cualquier incremento W (t;) — W (s;) ,t; > s; es normalmente distribuido:

Y

) m/_i“exp{—m}dy-

PI‘[W(t) Sx ’ W(to) :J}o]

Propiedad de Markov:

PriW(t+s)<w|W(u),u<t]=Pr[W({t+s)<w|W(t)],Vs>0.

3Mayores detalles en Doob [5, Pag. 94].
*Véase Karlin y Taylor [17, Pag. 445].
®Véase Kobayashi [19, Pag. 491]. Un extenso anélisis de los procesos de Wiener y sus propiedades véase [2].
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3.2. Procesos Strong-Mixing
Dos eventos A y B son independientesen un mismo espacio de probabilidad cuando:
Pr(An B) =Pr(A) x Pr(B).

Y son dependientes cuando Pr(A N B) — Pr(A) x Pr(B) # 0. De la misma manera dos eventos
generados por los sub-espeacios de probabilidad A y B, son independientes si se cumple:

Pr(ANB)=Pr(A) xPr(B) conAc Ay BeB

De modo que una medida 1til para cuantificar la dependencia entre dos eventos es la siguiente:
‘Pr(A A B) — Pr(A) x Pr(B)‘

Definiciéon 2 Sea A y B, dos sub-o dlgebras de F, entonces la medida de dependencia a-mizing
se defined :
a(A,B)= sup ‘Pr(A N B) — Pr(A) x Pr(B)‘
AcA,BeB

Definicién 3 Sea F! _ = O'(Xt,Xt_l,Xt_Q, .. ) y F¥ = U(Xt,Xt+1,Xt+2, .. ) un par de o-
dlgebras generados por{X}. Un coeficiente a-mizing’ se define como:

Oé(t) :Sl:p « (]:fa ﬁn)

Definicién 4 Sea F! __ = U(Xt,Xt_l,Xt_Q,...) y F° = J(Xt,Xt+1,Xt+2,...) , UN Proceso
X (t) es a-mizing o strong-mizing® si:

a(t) =sup (ff,ffin) — 0 cuando t— o0 (1)
t
O equivalentemente:

a(t) =sup sup ‘Pr(A NB) —Pr(A) x Pr(B)| — 0 cuando t— oo
t AeFt _,BeFr

De la definicién (4) se tiene que un proceso estocastico {X;} es strong mixing si la sucesién
de coeficientes a-mixing tiende a 0, y se desprende que a medida que el coeficiente a-mixing
tiende a 0, la dependencia dentro del proceso va disminuyendo y en el limite el proceso {X;} es
asintéticamente independiente.

Una cualidad resaltante de los procesos strong-mixing es que pueden ser tanto procesos estacio-
narios como no estacionarios, mientras que otros procesos asintéticamente independientes como
los procesos ergddicos solo pueden ser estacionarios, de modo que los procesos strong mixing son
mas generales que los procesos ergddicos.

Definicién 5 Sea a (t) una sucesion tal que o (t) = O (m~*"¢) para algin € > 0, entonces o (t)

es de tamano® —a.

Dado que el coeficiente a-mixing tiende a 0 se puede interpretar como una sucesién de coeficientes
a-mixing que tiene una tasa de convergencia. Si la sucesién de coefientes a-mixing es a lo mucho
de orden ¢t7%7¢ € > 0, denotado como a(t) = O(t7%7°) e > 0, entonces se dice que « es de
tamano —a.

5Véase Bradley [3].

"Ver Gut [9, Pag. 450].

8Mayores detalles en Zhengyan y Chuanrong [30, Pag. 4].
9Véase White [28, Pég. 49].
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Proposicion 1 Sea X; = g(Zt, Zi 1y, Zt,.r) donde g (.) una funcion medible y T es un entero
positivo. St Zy es a—mixing con coeficiente mixing —a, entonces {Xt} Stgue un proceso ox—mixing
con coeficiente mizing —a.'°

Y generalizacién para vectores de variables aleatorias es la siguiente:

Proposicién 2 Sea el vector de procesos estocasticos {X¢,yt} , donde X¢ es un vector de pro-
s, . s’ . . . ~ /
cesos estocasticos Yy y¢ es un proceso estocastico, a-mixing con tamano —a , entonces {XtXt},

’ s .. ~
{Xiye} v {yt yt} es un vector de procesos estocdsticos a-mixing con tamano —a'l.

Un resultado importante para desarrollos posteriores es una SLLN que corresponde a procesos
strong mixing y que se presenta a continuacion:

Proposicién 3 SLLN para sucesiones a—mizing.'? Sea {Xt} una sucesion de variables alea-
torias a—mizing , con coeficiente o de tamano rv/(r — 1), r > 1 y pu = E[Xt], tal que

E‘Xt‘r+5§k<oo,5>0w. Ysea Sp = X1+ Xo+ -+ Xy, n>1. Entonces:

Sn — a.s
i e)
n

donde fi, = + 3" | E[X;].

Proposicién 4 FCLT para sucesiones de variables aleatorias a-mizing. Sea {X,} una sucesion
n

de variables aleatorias en el espacio de probabilidad (Q,X, P), y sea Sy, = Z . X; conn €N,
1=

que satisface:

(i) E[Xn] =0 ,neN
(i1) E[X2] < o0 ,n€N
E 2
(iii) lim Ef"] = o? ,o>0
(iv) limsupEl/ﬁ’Xn"B < oo , B e (2,00]
(0) Y a(i) ™7 < oo Y =28
€N

Y se define la funcién aleatoria W), : £2 — D como: Wy, (t) = Sme/oy/n,t € [0,1]. Entonces:

- )

siendo W (t) un proceso de Wiener standar.!?

Wh(t)

Corolario 1 Sit =1 entonces W, (1) = S,,/o\/n — W (1) = N (0,1)™,

1
Proposicion 5 Se cumple que / sdW (s) ~ N (0,1/3)%®
0

%%er lema 2.1 de White and Domowitz [10].

yéase White [28, Pég. 50].

12F] teorema se presenta como corolario 3.48 en White [28] y esta basado en el teorema 2.10 de McLeish [22].
13La demostracién del teorema se encuentra colorario 1 en Herrndorf [14, P4g. 142].

Véase Hassler [13, P4g. 307).

15V éase Ibid [13, P4g. 203] para una demostracién de este resultado.
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3.3. Meétodo de los MCO en regresiones lineales.

El método de los Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) es un método de optimizacién ma-
tematico, basado en el principio de minimos cuadrados, que se usa para hallar la mejor apro-
ximacién a la solucién de un sistema de ecuaciones. En estadistica el método MCO es uno de
varios métodos utilizados para hallar los estimadores en un modelo de regresién.'® En el caso
de una regresion lineal el método MCO minimiza la suma de los cuadrados de los residuos, que
se definen como:

et =y — U =y — X8

con B un valor hipotético de 8 en Y; = X;[8+e;.

El término e; es el residuo de la observacién ¢, que se expresa como la diferencia entre el valor
actual de y; y el valor de Y; predicho que se obtiene al reemplazar B por 3, en x;(. De modo
que la expresion:

T T
Ze Z yt_xtﬂ —e’e:(y—X'B) (y—X’E).

=1 =1

Es la suma de los cuadrados de los residuos (SCR), de la expresién anterior se desprende que la
SCR es una funcién de B porque los residuos de cada observacién dependen de 8. Entonces el
estimador MCO b de 3, es el que minimiza la siguiente funcién:

b= argzninSSR(B) = (y — X’g)/ (y - X’g)
B
Y mediante manipulaciones algebraicas se obtiene que!”

b= [X'X] 'X'y. (4)

A modo de ejemplo sea y; = a + S124 + £ el modelo de regresién con intercepto y una variable
independiente z; , entonces el vector de estimadores b de la ecuacién (4) toma la siguiente
forma:

-1

1 Y1
ol _ (1 1 o1y |t Lol 1 |
/31 o r1 X2 ... XIT x|y T ... IT
1 zrp yr
y queda como:
T “Lror
: T wl | 2w
al t=1 t=1 (5)
8 T T T :
PIEAD L DI
t=1 t=1 t=1

160tros métodos son: Método de Maxima Verosimilitud, Método General de los Momentos, Método Bayesiano,
etc. Véase Golberg y Cho [7] para la aplicacién de éstos métodos en el modelo de regresién lineal.

"Una completa explicacién de la derivacién de los resultados presentados en esta seccién se puede obtener en
Greene [8, Pag. 26].
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De manera alternativa se puede hallar el vector de estimadores (b — ) para el modelo de
regresién. El punto de partida es la de la ecuacién (4), tal que:

b= [X'X] X'y

b= [X'X]'X'[X'B +¢], dado quey = X'8 + €.
b=+ [X’X]le'E
b-p=[X'X]"'X"e
De modo que:
(b-8) = [X'X]'X". (6)

Y alternativamente: T -1r
(b—p)= [Z Xz‘%] [Z XiEi] : (7)
i=1 i=1

Cuando y; = o + St + €4, la ecuacién (6) se expresa como:
T T
: Ty w )
AO[ -G — t=1 t=1 8
I ) B PR A B I )
PEAD I >
t=1 t=1 t=1

-1

€t

TtE¢

4. Distribucion asintética de los estimadores MCO en una re-
gresion lineal con variables explicativas que siguen procesos
estocasticos strong-mixing y tendencia

4.1. El modelo

La variable dependiente y, sigue el siguiente proceso generador de datos:
yr = a+ 0t + Py + parat=1,2...,T (9)

donde « es un término constante, t es un componente tendencial deterministico, x; es una variable
que sigue un proceso a-mixing y €; son las perturbaciones que también siguen un proceso a-
mixing. Esta especificacion indica que la variable y; tiene un componente tendencial auténomo
y a la vez depende otra variable z;. El modelo que se presenta en la ecuacién (9) es bastante
general, ya que al seguir z; un proceso a-mixing permite incorporar variables estacionarias como
no estacionarias y asi como permite heterogeneidad en las distribuciones de las observaciones.
Otras especificaciones de z; como la de un un proceso estacionario o deterministico que no
permite incorporar variables no estacionarias y heterogeneas. Al mismo tiempo, al especificar
que las perturbaciones siguen procesos a-mixing se permite también que las perturbaciones esten
correlacionadas y sean heterogeneas.

4.2. Derivacion de la distribucién asintéotica

Para hallar la distribucién asintética del estimador b en el modelo (9) se aplica el método M.C.O
. Dado que el modelo (9) se puede expresar comoy = X'+ ¢ con ' = [a 0 B], el estimador b
de § toma la forma de la ecuacién (4):

b= [X'X] 'X‘y.
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De manera andloga la ecuacién(8) para el vector (b — ) cuando y; = a + 6t + Bxy + & es:

4 -1

~
[M]=
N
&8
E
&

~~
Il
—
o~
Il
—
o~
Il
—

|
[«
|
[M]=
-
E
H‘M
M=
g
M=
)
—_
=

=™ o

=
o~
Il
—_
~
Il
—
~~
Il
—_
~
Il
—_

M=
8
M=
g
M)~
B,
M=

TtEt

I
—
~+~
I

—
~+~
I

—_
o~
—

Ahora se pre-multiplica ambos lados de la ecuacién matricial (10) por la siguiente matriz de
escala!®:

VT 0 0
Dr=10 132 0
0 0 VT

De modo que la ecuacién (10) queda como:

1

|
—
1

N
Fjﬂ
Fjﬂ
)

~+~
I

_.
~+~
I
—
~+~
I
—

VT 0 0 a—a VT 0 0
0 732 0| x|é=6|=]0 132 0 |x
0 0 VT B—8 0 0 VT

N
-
W
@'—l\?
W
g
™
&

&
Il
—
-
Il
—_
-
Il
—
-
Il
—_

M=
5
M=
g
E
&,
]
§

O

~~
Il
—
~~
Il
—
~~
Il
i
o~
|
—

Y dado que FTFT_1:I

1
|
—

N
M=
M=
3

t=1 t=1
\/T(éé - O‘) VT 0 0 T T T JT 0 0
T3/2 (5 -8l =10 T3/2 Z ¢ Z 2 1z, 0 T g
VT (8- ) 0 0 JT||t= = = O

E
3
E
g
W
A

I

o~
Il
—
o~
Il

—

o~
Il

—

M=
DO

)
I

VT 0 017"
x| 0 132 0
0 0 VT

]~
)

W
I
—

(]~
oy
o

w
Il
—

18Se hace uso de matrices de escala porque las variables independientes tienen diferentes tasas de convergencia
que implica que si se usa una escala Unica algunas variables divergen o colapsan.
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Pjﬂ

M=

T Tt
t=1 t=1
VT (6 - a) VT 0o o] |z, T T VT 0 077"
T32(5-6)| ={ | 0 32 0 Dot > >t | o T2 0
\/T(B o B) 0 0 \/T t=1 t=1 t=1 0 0 \/T
T T T
th tht fo

ﬁ
Il
A
o+
Il
A
-
Il
_

-

m
&

4~
Il
—

VT 0 0 T
X 0 732 Z tey
0 0 VT t=1

E

TtEt

I
U

De modo que
S -

r T T T
Z t Z Tt Z Et
1 t=1 t=1 t=1
T2 T VT
R T T T T
\T/?Z(E%_ (g DDA 2t (11)
o T | =t t=1 =1 =1
\/T(/B — 5) T2 T3 T2 T3/2
T T T T
Z Tt Z ta:t IE% Z TtE¢
t=1 t=1 t=1 t=1
T T2 T | | VT |

Para hallar la distribucién asintética se aplican los siguientes supuestos:

Suposicién 1 Sea x; un proceso strong mizring con coeficiente « de tamano r/(r — 1), r > 1
Y e = E[Xt] , tal que sup Xy € {Xi} vy supE|X,5‘T+(S < k<o, > 1Vt . Y que ar

1 T .
= F|X 1 = u.
LY BIX] con lim fir = p

Suposicién 2 Sea e, un proceso strong mixing con coeficiente « de tamano r/(r — 1), r > 1

T+6§k<oo,5>OVt y con o2

i (552

, tal que E[Et] =0 VYt ,supe € {&} y supE‘st‘

lim E[%Sg] ,02 > 0. Y que para x; y ¢ se cumple: E[ztst] =0 Vtyol,
T—s00

2 20
Oze > 07,

T
19Ge define S% = Z

vares y Sgs = VATTEL.

>,
t=1

201,05 términos o2 y o2, reciben el nombre de varianza a largo plazo.
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Dado los supuestos 1 y 2 se procede a determinar las propiedades asintoticas de cada elemento
de la ecuacién matricial (11).

El término de la primera fila y primera columa de la primera matriz de la ecuacién (11) es 1,
tomando limites se tiene:

Iim 1=1
T—>00
y luego se tiene que?:
11— 51 (12)

T
Mientras que en la primera matriz el término Zt_l t/T? de la ecuacién (11) se puede expresar
como:

T
2t 1 [rran] 11
T2 T2 2 2 (27
Y al igual que en (12) se tiene que:
>,
t=1 P 1
> —. 13
T2 2 (13)
T
De manera analoga Zt_l t? /T3 se puede expresar como:
T
2
T
T3 3 (2T) 6717
Entonces:
> 1
t=1 P
- 14

Mediante la suposicién 1, z; sigue un proceso - mixing con coeficiente mixing r/(r — 1), r > 1

T
y satisface los requisitos de la proposicién 3%2. De modo que para g oy Tt /T. en la ecuacién

(11) se tiene:
T
Zt—l L a.s
t=l @ ﬂT — 50

T
>
Tt
t=1 a.s
T 2
de modo que?:
T
Zt:l Lt p 15
T f (15)
De la proposicién 1 se tiene que si z; es a—mixing con coeficiente mixing r/(r — 1), r > 1

entonces x7 es a—mixing con coeficiente mixing r/(r — 1), r > 1. Adicionalmente se define

*'Sea {an} una sucesién en R. Si lfm a, = ¢, entonces plim a,, = c. Véase Polansky [26, P4g. 106] para una
n—oo

demostracion.

2ZNotar que E}Xt e <k<oo,§>1r>1Vtimplica queE‘Xt’TM <k<o0,6>07r>1Vtdado que:
E[|X}S] <oo=F |X}T] < oo para0 < r < s Véase Loeve [21, Pag. 157].

BNotar que X, ——— X = X, —— X. Véase Gut [9, pdg. 209] para una demostracién.
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[2 = %ZtT:l E[X}] y como sup E’Xt}r+5 <k <o00,86>1Vtse deriva?* que lim 2 = p?
T—00

T
Entonces para Zt . x2 /T se tiene:

=1t as 2.
Por lo tanto:
T
Zt:l Tt p 2 (16)
T ol

T
Asimismo, la expresion E 1 tz;/T? se puede expresar de la siguiente manera:

St t 1

T2 2[:):1+2:r2+...+TxT]

T+ 239 + .. —FTwr+(x2+$3+m.s+xT)—(x2+x3+u.n+xTﬂ

fﬁ
Z 1
+ﬁ xo+2x3...+ (T — 1)y
T
Zt:ﬁt I
:T—f—ﬁ xo+2x3...+ (T —VDaxr+(x3+...+xp) — (23 + ... + 27)
T T
2yt D™ 1
= T2 + T2 +ﬁ x3+x4...+ (T —2)xr
B 1 T 1
7><Zt lxt+ th 2x +ﬁxzt:Tf1xt+ﬁxxt'

Dado que por la suposicién 1 z; cumple con sup E‘Xt’TH <k<oo,0>1r>1Vt, lo cual

implica que z; es as acotada en L, y se tiene que z; es acotada estocdsticamente®® de modo que

1 1
xz; = Op(1) VYt . Por otro lado, Th’m — = 0 implica que T = o(1). Entonces:

—o00T? 2
>t
Tt 1 T 1 T 1
t=1 = el e
T2 —T2><Zt1wt+ Z xt+...+T2th:T_1:ct+T2><xt
Z(DXO() o(1) X Op(1) + ... + o(1) x Op(1)
=0p(1) X Op(1) + 0p(1) x Op(1) + ...+ 0p(1) x Op(1)
(D +op(1)+...+0p(1)
(1).
2La sucesién E Xf] V't es convergente dado que es acotada y tiene una sub-sucesiéon convergente.

*Si sup,, E|Xn|” < oo, entonces X, = O, (1). Esto es, si {X,} es acotada en LP (P) entonces es acotada
estocédsticamente, Véase Bierens [1, Pag. 39].
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Lo cual implica que:
T

thl tCCt p

T2

Por otro lado, aplicando la suposicién 2 se tiene que la variable ¢; cumple con los supuestos

0. (17)

de la proposicién (4) dado que sup E‘at‘rw <k< o, >1 r > 1Vt establece que la

sucesion de expectativas de €; es acotada e integrable de orden P = r + §, lo que implica que

lim sup E‘at‘wﬂs < 00,0 > 1, r > 1. Mientras que Z a(i)I*Q/B < oo de la proposicién (4)
ieN

se cumple si a (i) = O (mﬁ%) 26 en la definicién 5 para el tamafio de los coeficientes a-

mixing de &, , r/(r — 1), de la suposicién 2 se establece que « (t) = O (mﬁ_‘s) e implica que®”

a(t)y=0 (m(’“_—g) _€> que cumple el supuesto de la proposicién (4).

T
De modo que para el término Ztﬂ £:/VT de la segunda matriz del lado derecho de la ecuacién
(11) se tiene que:

T
T
za:t;l;t ¢, N(0,1)
T
2t o.N(0,1). (18)

T
Para el término Z te;/T3/? de la segunda matriz del lado derecho de la ecuacién (11), se

define la variable Z; = Z;_1 + ¢, con Zy = 0, realizando reemplazos sucesivos se tiene que

T
Zy = E iy St De lo anterior se deriva la siguiente expresién:

Zthl Zi1 1

T :T|:0+€1+(€1+52)+--~+(51+€2+-~-+5T—1):|

:;{(T—1)51+(T—2)£2+..-+€T1}

1 T
T 1 T
- thl &+ T Zt:l tee.
Multiplicando ambos lados por 1/ VT y desplazando términos se obtiene:

1 T 1 T 1 T
T3/2 Zt:l tey = ﬁ Zt:1 € — T3/2 Zt:l Zt_l'

T
Previamente bajo la suposicion 2 se demosotrd que Ztﬂ et/ VT _4 oW (1), por otro lado

26V éase Phillips [24, Pag. 280].
1S g, = O(nk) entonces para un § > 0, x, = O(nM“S), véase White [28, Pag. 17].

PESQUIMAT 20(2): 65-83 77



Huaranga Narvajo

1
T
se tiene que Zt ) Zt,l/T?’/2 4 0'5/ W (s)ds ?8. Entonces:
= 0

T

1 1 1
Tmzlﬁa_d%%Wm—%/WWWm:/Sm%)
= 0 ;

Y se tiene que?”:
1
/ sdW(s) ~ N (0,1/3)
0

De modo que:
1

T d
W Zt:l tEt —_— N (0, 1/3) (19)
De la suposicién 1 se tiene que x; es a—mixing con coeficientes mixing de tamano r/(r—1), r > 1
y de la suposicién 2 €; es a—mixing con coeficientes mixing de tamano r/(r—1), r > 1y mediante
proposicion (2) se tiene que x:e; es a—mixing con coeficientes mixing de tamano r/(r—1), r > 1.

Sea X = sup}Xt‘N”S yY = Sup‘5t|r+(S , entonces se tiene
B|XY| = E [sup| Xi|"** super| *’|
>F [sup’tht‘Hﬂ
> sup E‘XtSt’T—Hs.

De la desiguladad de Holder3?

E|XY| < \/E 1 X% x \/E|Y|2

- [ ] [ ] 20)

Usando la desigualdad de Jensen3!

E|XY|<E [\/@] < B [\/W]

< E[-|X|] x E[- Y]]
< E[X]x E[Y]

= E[sup‘Xt’H(s} X E[sup|5t|r+6] (21)
< o0
De (20) y (21) se obtiene
sup E‘Xtet}wé < 00 (22)

28Véase Hassler [13, P4g. 326] para una demostracién de este resultado.
29Tbid [13, P4g. 307] para una demostracién.
MSeap' +¢ ' = 1. Si E|X|P < 0oy E|Y[P < o0, entonces |E[XY]| < E[|XY]] < | X1, x IY]l,, siendo
1/p
X1, = [{E |X|p}] . Este resultado es conocido como la desigualdad de Holder, una demostracién en Gut [9,

Psg. 129].
31La desigualdad de Jensen establece que para una variable aleatoria X, g una funcién convexa y que X y g (X)
son integrables, entonces g (EX) < Eg(X). Véase Gut [9, P4g. 132].
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Adicionalmente de la suposicién 2 se cumple que E [xtet] =0 ,paratodoty o2, = Tlim E [%Sgs] ,
—00
o2, > 0y junto al resultado (22) satisfacen los supuestos del teorema (4) para z;&¢. De modo

T
que para Zt_l xtst/\/T , se tiene:

T

Z TE¢
t=1 d
W (t
O-CCG\/T ( )
ZT
TtE¢
t=1 d
N (0,1
7o/ T @1
ZT
Et
t=1 d
02N (0,1 23
= 0.1 (23)

Aplicando los resultados de las ecuaciones (12), (13), (14), (15), (16), (17), (18), (19) y (23) en
la ecuacién matricial (11) se tiene que:

1 —1
VT(é - o) R N PEORY
25 —5)| —— |1 1 N(0,1/3) | . (24)
Nl 2 3 02N (0,1)
po 0 p?

Ahora se procede a hallar la matriz inversa de la primera matriz del lado derecho de la ecuacion
matricial (24). Primero se halla el determinante:

1
1 3 7
1 1 M2—4[M]2
— _ 0 -
9 3 12
po 0 p?
Luego se halla la matriz adjunta:
oo
3 2 3
2
adjA=|_H* 2_12 F
5 M= g
_H H 2
3 2 3
Y la inversa:
R TR )
1 ! A A A
1 - pu )
2
vl o e 2[R0 6 | donde s = 2 -4,
2 g L A A A
A A A
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La ecuacién matricial (24) queda como:

4 6p* ap
R ) A A A
T(a -« o.N(0,1)
A 2 e\
T32(5—5) | —L— |  6u 12 u? = [’ 6u | | N(0,1/3)
VT(3 - B) A A A | |ozeN(0,1)
A bp 8
A A A
B ]
A A A
2 (a2 7= U 01 IN(0,1)
= _%12[“_[“” Gu | o 5 0] |N(O
A A A 0 0..| LN(OD)
_ A bp _8
A A A
[ 4o, _27u2 _4/wxe_
A A A
N(0,1)
2 5
=| 6pPo. 4[“ ] ] 6uoze | |N(0,1)
A A A N(0,1)
B dpoe 27/1 _8Jxe
A A A
- 4“205.7\7(0 1) — %N(O 1) — M o 1) -
A ’ AT A ’
2 2
= 6;@20’5 4 {M — (1] } OO e
N0, + N (0,1) + =N (0,1)
4po. 27/11 _ 80 ze
_ NV (0,1) + ZEN (0,1) = N0, 1) _

Y en consecuencia’?

\/TQ(S‘A_O‘) 2512 4 [p2— [ 512
] ers ) ([ ] ) e

dpoe 2 2p 2 80ze 2
N o |—=% +N {0 || JHN 0, | ==X
32Notar que si X ~ N (M: 02) entonces para una constante ¢ € R se tiene que aX ~ N (c,u, 002), véase Khuri
[18, P4g. 66] para una demostracion.
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Finalmente

B e (T )| -
vo[ 5 L 5]

De la ecuacién matricial (25) se evidencian tres hechos importantes, primero que cada uno de
los elementos los estimadores de (b — f3) para los estimadores &, 8, B del modelo de regresién (9)
convergen a una distribuciéon normal con media 0 pero con diferentes varianzas, segundo cada
una de las varianzas de (b — ) en la ecuacién matricial (25) depende no solo de los propios
parametros poblacionales sino de los parametros de otras variables, y tercero cada una de las
variables en (b — 3) converge a la distribucién normal a una tasa distinta para el caso de los
estimadores de & y 3 convergencen a una tasa v/T mientras que  converge a una tasa T3/2.

5. Conclusiones

La determinacién de la distribucion de los estimadores en modelos de regresiéon juega un papel
preponderante en los procedimientos inferenciales en los modelos de regresién como se evidencio
en la seccién 4 del presente trabajo.

Los tres puntos del ultimo parrafo de la seccién 4 tienen consecuencias importantes en el proceso
de inferencia en los modelos de regresion lineal cuandos las variables siguen procesos strong
mixing con componentes tendenciales dado que en el proceso inferencial tradicional de regresiones
con variables explicativas deterministicas, el vector (b — () sigue distribucién normal N (0,1) de
modo que es posible usar tablas estadisticas convencionales para los diversos test de significancia
individual y conjunta, mientras que los estimadores de los regresores strong mixing se distribuen
de acuerdo a (25). De modo que aplicar estos procedimientos en regresiones con variables strong
mixing puede llevar erroneamente a establecer relaciones estadisticas cuando puede no existir
ninguna. Por otro lado, dado que las varianzas de las distribuciones para las variables &, 3, B
en la ecuacién matricial (25) dependen de parametros poblacionales, es necesario estimar estos
parametros a la hora de realizar el proceso inferencial sobre los estimadores &, ) , B .

De manera general los procesos de inferencia estadistica en los modelos de regresién con datos
observacionales, datos provenientes de la observacién pasiva en contraste con datos que provienen
de muestras o experimentos, no deben de ser llevados de forma mecanica, y de manera particular
con regresores que siguen procesos dependientes strong mixing y componentes tendenciales dado
que se corre el riesgo de cometer errores tipo I o tipo II y asignar una relacién estadistica cuando
en realidad no existe ninguna.
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