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Existencia de soluciones débiles para una clase de sistemas eĺıpticos semilineales

Marlon Yvan Tineo Condeña 1

Resumen: Este art́ıculo resume las contribuciones principales de la tesis con el
t́ıtulo “Existencia de soluciones para una clase de sistemas eĺıpticos semilineales”.
Esta tesis se centra en una exposición didáctica del art́ıculo publicado por Afrouzi,
G., Mirzapour, A. and Zographopoulos, N. [1], cuyo objetivo es probar la existencia
de soluciones débiles para una clase de sistemas eĺıpticos semilineales potenciales de
la forma 

– div(a(x)∇u) = λFu(x, u, v) en Ω
– div(b(x)∇v) = λFv(x, u, v) en Ω

u = v = 0 sobre ∂Ω

donde el dominio Ω es un dominio acotado en RN (N > 2), de frontera bien regular,
los pesos a(x), b(x) son pesos medibles no negativas sobre Ω, (Fu, Fv) = ∇F repre-
senta el gradiente de F en las variables (u, v) ∈ R2 y λ es un parámetro positivo.
Palabras clave: ecuación eĺıptica degenerada; sistema eĺıptico semilineal; teorema
del paso de la montaña.

Existence of weak solutions for a class of systems semilinear elliptics

Abstract: This article summarizes the main contributions of the thesis with the
title “ Existence of solutions for a class of semilinear elliptical systems ”. This thesis
focuses on a didactic exhibition of the article published by Afrouzi, G., Mirzapour,
A. and Zographopoulos, N.[1], whose objective is to prove the existence of weak
solutions to a class of semilinear potential elliptic systems of the form

- div(a(x)∇u) = λFu(x, u, v) in Ω
- div(b(x)∇v) = λFv(x, u, v) in Ω

u=v=0 on ∂Ω

where the domain Ω is a bounded domain in RN (N > 2), regular border, the weights
a(x), b(x) are measurable nonnegative weights on Ω, (Fu, Fv) = ∇F stands for the
gradient of F in the variables (u, v) ∈ R2 and λ is a positive parameter.
Keywords: degenerate elliptic equations, semilinear potential elliptic system, Moun-
tain Pass Theorem.
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con revistapesquimat.matematica@unmsm.edu.pe

1UNMSM, Facultad de Ciencias Matemáticas. e-mail: p140277@unmsm.edu.pe

23



Tineo Condeña

1. Introducción

En el presente art́ıculo resumo mi trabajo de tesis presentado a consideración del cuerpo docente
de la Facultad de Ciencias Matemáticas de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, como
parte de los requisitos para obtener el Grado Académico de Maǵıster en Matemática Pura,
donde se da una explicación didáctica y una aplicación de los resultados obtenidos en el art́ıculo
publicado por G.A. Afrouzi, M. Mirzapour y N.B. Zographopoulos [1], el cual consiste en probar
la existencia de soluciones para una clase de sistemas eĺıpticos semilineales potenciales de la
forma: 

- div (a(x)∇u) = λFu(x, u, v) en Ω
- div (b(x)∇v) = λFv(x, u, v) en Ω

u = v = 0 en ∂Ω
(1)

donde Ω es un dominio acotado de RN , de frontera bien regular , N > 2, los pesos a(x),b(x)
son funciones medibles no negativos sobre Ω, (Fu, Fv) = ∇F representa el gradiente de F en las
variables (u, v) ∈ R2 y λ es un parámetro positivo.
Esta clase de sistemas modela varios fenómenos f́ısicos relacionados con el equilibrio de medios
continuos, por ello muchos autores han estudiado la existencia de soluciones débiles no triviales
para tales problemas eĺıpticos, en [3], [4], [5], [6], [9], [12], [?], [14] y en [7, pp. 79] por Dautray
y Lions.
Para probar la existencia de soluciones se necesita algunas condiciones sobre los pesos a(x), b(x)
y el funcional F (x, u, v). Los pesos a, b ∈ L1

Loc(Ω), satisfacen

a−s, b−s ∈ L1(Ω), s ∈
〈
N

2
,∞
〉⋂

[1,∞〉 .

Con s definimos

2s =
2s

s+ 1
, 2∗s =

N2s
N − 2s

=
N2s

N(s+ 1)− 2s
> 2,

tal como se mostrará en la Observación 2.4 para p=2.
Suponemos que F es un C1 - Funcional sobre Ω × R × R −→ R y satisfaciendo las siguientes
condiciones:

(F1) Existen constantes positivas c1, c2 tal que :

|Ft(x, t, s)| ≤ c1|t|γ |s|δ+1

|Fs(x, t, s)| ≤ c2|t|γ+1|s|δ

para todo (t, s) ∈ R2, casi todo punto x ∈ Ω y algunos γ, δ > 1 tales que γ+1
p + δ+1

q = 1 y
γ + 1 < p < 2∗s,δ + 1 < q < 2∗s.

(F2) Existen constantes positivas c y 2 < α, β < 2∗s tal que

|F (x, t, s)| ≤ c(1 + |t|α + |s|β)

para todo x ∈ Ω y t, s ∈ R.

(F3) Existen R > 0 , θ y θ′ con 1
2∗s
< θ, θ′ < 1

2 tal que

0 < F (x, t, s) ≤ θtFt(x, t, s) + θ′sFs(x, t, s)

para todo x ∈ Ω y |t| , |s| ≥ R

(F4) Existe α > 2, β > 2 y ε > 0 tal que

|F (x, t, s)| ≤ c(|t|α + |s|β)

para todo x ∈ Ω y |t| , |s| ≤ ε
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2. Preliminares

Definición 2.1 Sea 1 < p <∞. Definimos la clase de funciones de peso Bp(Ω) a las funciones
de peso ω que satisface la condición:

w
−1
p−1 ∈ L1

loc(Ω). (2)

Definición 2.2 Sea ω una función peso. Para 1 ≤ p < ∞ definimos Lp(Ω, ω) como el espacio
de funciones medibles u definidas sobre Ω tales que

‖u‖Lp(Ω,ω) :=

(∫
Ω
|u(x)|pω(x)dx

)1/p

<∞. (3)

Aśı, Lp(Ω, ω) es un espacio de Banach con la norma dada por (3).

Observación 2.1 Sea 1 < p <∞ y ω ∈ Bp(Ω). Entonces

Lp(Ω, ω) ⊂ L1
Loc(Ω). (4)

Además, identificando una distribución regular de D′(Ω) con una función de L1
Loc(Ω) obtenemos

Lp(Ω, ω) ⊂ L1
Loc(Ω) ⊂ D′(Ω) para 1 < p. (5)

Definición 2.3 Sean 1 ≤ p < ∞. Si ω = {ωo, ω1, . . . , ωN} es una familia de pesos en Bp(Ω)
entonces se define el espacio de Sobolev con peso

W 1,p(Ω, ω) =

{
u ∈ Lp(Ω;ωo) /

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω;ωi),∀i = 1, . . . , N

}
. (6)

Este espacio es de Banach con la siguiente norma

‖u‖W 1,p(Ω,ω) =

(∫
Ω
|u(x)|p ωo(x)dx+

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣p ωi(x)dx

)1/p

. (7)

Observación 2.2 Para nuestros propósitos, necesitamos de los espacios W 1,p
o (Ω; a) definidos

como la clausura de C∞o (Ω) con respecto a la norma (7). Para esto, es necesaria la inclusión

C∞o (Ω) ⊂W 1,p(Ω;ω) (8)

el cual es satisfecha si

ωi ∈ L1
Loc(Ω) para todo i = 0, . . . , N. (9)

Definición 2.4 Sean 1 < p < ∞ y la familia de funciones de peso ω tal que ωi ∈ Bp(Ω) para
i = 1, . . . , N y ωi ∈ L1

Loc(Ω) para todo i = 0, . . . , N . Entonces definimos

W 1,p
o (Ω;ω) = C∞o (Ω), (10)

donde la clausura es tomada con respecto a la norma (7).
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Observación 2.3 Para la familia de pesos:

ωo = 1, ω1(x) = ω2(x) = . . . = ωN = a(x),

el espacio de sobolev con peso W 1,p(Ω; a) es normado por:

‖u‖W 1,p(Ω,a) =

(∫
Ω
|u(x)|p dx+

∫
Ω
|∇u(x)|p a(x)dx

)1/p

. (11)

Supongamos que la función de peso a(x) satisface

a
−1
p−1 ∈ L1

Loc(Ω), (12)

a ∈ L1
Loc(Ω), (13)

también la condición
a−s ∈ L1(Ω) (14)

con un cierto s > 0 el cual será especificado despues. Introducimos el parámetro

ps =
ps

s+ 1
< p.

Afirmación 1 : W 1,p(Ω; a) ↪→W 1,ps(Ω).

En efecto, usando la desigualdad de Hölder con el parámetro r =
s+ 1

s
=

p

ps
obtenemos

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ps dx =

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ps a psp a−ps

p dx

≤
(∫

Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p adx)

ps
p
(∫

Ω
a−sdx

) 1
s+1

= c′
∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥ps
Lp(Ω;a)

.

Y si Ω es un dominio acotado conseguimos: u ∈W 1,p(Ω; a) implica u ∈W 1,ps(Ω), esto es,

‖u‖W 1,ps (Ω) ≤ c
′ ‖u‖W 1,p(Ω;a) para ps < p.

Afirmación 2 : W 1,p(Ω; a) ↪→ Lr(Ω) donde 1 ≤ r ≤ p∗s =
Nps
N − ps

para ps < N(s+ 1).

En efecto, usando el resultado de la afirmación 1 W 1,p(Ω; a) ↪→ W 1,ps(Ω) y la inmersión de
Sobolev usual W 1,ps(Ω) ↪→ Lr(Ω) obtenemos el resultado.

Afirmación 3 : La inmersión W 1,p(Ω; a)
c
↪→ Lr(Ω) es compacta para 1 ≤ r < p∗s.

En efecto, usando el resultado de la Afirmación 1 W 1,p(Ω; a) ↪→ W 1,ps(Ω) y la inmersión com-

pacta de Sobolev usual W 1,ps(Ω)
c
↪→ Lr(Ω) obtenemos el resultado.

Observación 2.4 Si s > N
p entonces p∗s > p y consecuentemente por la afirmación 3

W 1,p(Ω; a)
c
↪→ Lp(Ω) para s >

N

p
. (15)

Asumimos que (15) vale si

a−s ∈ L1(Ω) con s ∈
(
N

p
,∞
)
∩
[

1

p− 1
,∞
)

(16)
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ya que, de acuerdo con la definición 2.3, debemos suponer también que s ≥ 1
p−1 debido a que

a
−1
p−1 ∈ L1

loc(Ω). Consideremos el espacio W 1,p(Ω; a) y su subespacio W 1,p
o (Ω; a) con Ω un dominio

acotado entonces las inmersiones derivadas para W 1,p(Ω; a), también valen para W 1,p
o (Ω; a).

Para p∗s > p tenemos, en virtud de la inmersión de Sobolev usual(Teorema Sobolev-Gagliardo-
Niremberg) W 1,ps

o (Ω) ↪→ Lp
∗
s , que(∫

Ω
|u(x)|p dx

) 1
p

≤ c1

(∫
Ω
|u(x)|p

∗
s dx

) 1
p∗s

≤ c2

(∫
Ω

(|u(x)|ps + |∇u(x)|ps)dx
) 1
ps

.

La siguiente desigualdad de Friedrichs en W 1,p
o (Ω)∫

Ω
‖u‖q dx ≤ c

∫
Ω
‖∇u‖q dx (17)

nos proporciona para q = ps(∫
Ω

(|u(x)|ps + |∇u(x)|ps)dx
) 1
ps

≤ c3

(∫
Ω
|∇u(x)|ps dx

) 1
ps

,

procediendo como en la afirmación 1, mostramos que(∫
Ω
|∇u(x)|ps dx

) 1
ps

≤
[∫

Ω
|∇u(x)|ps a

ps
p a

−ps
p dx

] 1
ps

≤

[(∫
Ω
|∇u(x)|p a(x)dx

) ps
p
(∫

Ω
a−s(x)dx

) 1
s+1

] 1
ps

=

(∫
Ω
|∇u(x)|p a(x)dx

) 1
p
(∫

Ω
a−s(x)dx

) 1
p·s

inmediatamente conseguimos la desigualdad de Friedrichs con peso∫
Ω
|u(x)|p dx ≤ c4

∫
Ω
|∇u(x)|p a(x)dx. (18)

Finalmente obtenemos la expresión

‖u‖
W 1,p
o (Ω;a)

=

(∫
Ω
|∇u(x)|p a(x)dx

)1/p

(19)

que es una norma sobre el espacio W 1,p
o (Ω; a) equivalente con la norma (11).

Teorema 2.1 (Principio del mı́nimo) Sea E un espacio de Hilbert (o mas general, considere
un espacio de Banach reflexivo) y supongamos que un funcional J : E 7−→ R, verifica:

(M1) J es débilmente semicontinuo inferiormente

(M2) J es coercivo (esto es J(u)→ +∞ cuando ‖u‖ → ∞),

entonces
Jes acotado inferiormente y existe uo ∈ E tal que J(uo) = ı́nf

x∈E
J(x).
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Teorema 2.2 (Teorema del paso de la montaña) Sea E un espacio de Banach Real y sea J ∈
C1(E,R), un operador que satisface la condición de Palais-Smale. Suponga que J(0) = 0 y que
se satisfacen

(PM1) existen constantes positivas ρ y σ tales que J |∂Bρ(0) ≥ σ

(PM2) existe un w ∈ E −Bρ(0) tal que J(w) ≤ 0,

entonces J posee un valor cŕıtico c ≥ σ. Además c puede ser caracterizado como.

c = ı́nf
g∈Γ

máx
u∈g([0,1])

J(u) (20)

donde Γ = {g ∈ C([0, 1] , E)/g(0) = 0, g(1) = w}

3. Resultados de existencia

Proposición 3.1 Dados los pesos a, b, definidos como en (16), entonces los funcionales

‖u‖2a =

∫
Ω
a(x) |∇u|2 dx y ‖v‖2b =

∫
Ω
b(x) |∇v|2 dx, ∀u, v ∈ C∞o ,

son normas que provienen de un producto interno.
Además, los espacios W 1,2

o (Ω, a) y W 1,2
o (Ω, b) definidos como la clausura de C∞o (Ω) con respecto

a estas normas son espacios de Hilbert.

Demostración. Primero, probaremos que ‖·‖a está bien definida. Si u ∈ C∞o (Ω) entonces

∂u

∂xi
∈ C∞o (Ω), además sopp(

∂u

∂xi
) ⊂ sopp(u). Por tanto, K = sopp(|∇u|2) ⊂ sopp(u) implica

‖u‖2a =

∫
Ω
a(x) |∇u|2 dx ≤ máx

x∈K
|∇u|2

∫
K
a(x)dx <∞.

Aśı, ‖·‖a está bien definida. Análogamente ‖·‖b está bien definida.
Probemos que ‖·‖a es una norma:

(i) ‖u‖2a =

∫
Ω
a(x) |∇u|2 dx ≥ 0 ya que a(x) > 0 y |∇u|2 ≥ 0.

(ii) ‖u‖2a = 0 implica u = 0 en c. t. p. de Ω.
En efecto, para p = 2 la desigualdad de Friedrichs con peso, es dada por:

‖u‖2L2(Ω) =

∫
Ω
|u(x)|2 dx ≤ c4

∫
Ω
a(x) |∇u(x)|2 dx = c4 ‖u‖2a ,

ver la ecuación (18) de la Observación 2.4 en la Sección anterior. Si ‖u‖a = 0, la desigualdad
anterior implica ‖u‖2L2(Ω) = 0, luego u = 0 en c.t.p. de Ω.

(iii) ‖αu‖2a =

∫
Ω
a(x) |α∇u|2 = α2

∫
Ω
a(x) |∇u|2 dx = α2 ‖u‖2a.

(iv) ‖u+ v‖a =

[∫
Ω
a(x) |∇(u+ v)|2 dx

]1/2

≤
[∫

Ω
a |∇u|2 +

∫
Ω
a |∇v|2 + 2

∫
Ω
a |∇u| |∇v|

]1/2

luego por la desigualdad de Hölder∫
Ω
a |∇u| |∇v| dx =

∫
Ω
a1/2 |∇u| a1/2 |∇v| dx ≤ ‖u‖a ‖v‖a , esto es,
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‖u+ v‖a ≤
[
‖u‖2a + ‖v‖2a + 2 ‖u‖a ‖v‖a

]1/2
= ‖u‖a + ‖v‖a .

Aśı ‖·‖a es una norma. De la misma forma se prueba que ‖·‖b es una norma. Veamos ahora para

u ∈ W 1,2
o (Ω, a), esto es, si u ∈ C∞o (Ω)

‖·‖a entonces ∃ (ϕn) ⊂ C∞o (Ω) tal que ϕn −→ u luego
definimos

‖u‖a = ĺım
n−→∞

‖ϕn‖a .

La buena definición se verifica debido a la equivalencia de las normas ‖·‖a y ‖·‖W 1,2(Ω,a) en

C∞o (Ω) ⊂W 1,2
o (Ω, a) ⊂W 1,2(Ω, a), esto es,

c1 ‖ϕn‖W 1,2(Ω,a) ≤ ‖ϕn‖a ≤ c2 ‖ϕn‖W 1,2(Ω,a) .

De esto y los resultados anteriores, se verifica las condiciones de norma ‖·‖a.
Se demuestra de manera similar que estas normas ‖·‖a , ‖·‖b provienen de un producto interno
(·, ·)a , (·, ·)b respectivamente, definidos por

(f1, g1)a =

∫
Ω
a(x)∇f1 · ∇g1dx, ∀f1, g1 ∈ C∞o

y

(f2, g2)b =

∫
Ω
b(x)∇f2 · ∇g2dx, ∀f2, g2 ∈ C∞o .

Además, W 1,2
o (Ω, a) y W 1,2

o (Ω, b) son espacios de Hilbert. Para probar esto recordemos que por
definición

W 1,2
o (Ω, a) := C∞o (Ω) ⊂W 1,2

o (Ω, a),

luego como W 1,2(Ω, a) es un espacio completo y W 1,2
o (Ω, a) es un subespacio cerrado, entonces

W 1,2
o (Ω, a) es completo. También se tiene que esta norma ‖·‖a proviene de un producto interno

en este espacio, por lo tanto W 1,2
o (Ω, a) es un espacio de Hilbert. Procediendo en forma análoga

obtenemos el espacio de Hilbert W 1,2
o (Ω, b).

Definimos el espacio de Hilbert W := W 1,2
o (Ω, a)×W 1,2

o (Ω, b), bajo la norma:

‖(u, v)‖W = ‖u‖a + ‖v‖b

y con producto escalar:

〈f, g〉 =

∫
Ω

(a(x)∇f1∇g1 + b(x)∇f2∇g2) ∀f = (f1, f2), g = (g1, g2) ∈W

Entonces W es un espacio uniformemente convexo ya que W es un espacio de Hilbert.
Para probar que W es un espacio Hilbert bastará con recordar que el producto cartesiano de los 
espacios de Hilbert Wo

1,2(Ω, a) y Wo
1,2(Ω, b) es un espacio de Hilbert. 

Proposición 3.2 La inmersión continua

W ↪→ (W 1,2s(Ω))2 vale para 2s =
2s

s+ 1

Demostración. La demostración es análoga a la demostración realizada en la Afirmación 1 

Proposición 3.3 Se tiene la inmersión de Sobolev

W ↪→ (L2s
∗ 
(Ω))2.
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Demostración. La prueba sigue del diagrama

W ↪→
(
W 1,2s(Ω)

)2
↪→
(
L2∗s (Ω)

)2

y de la inmersión continua W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) donde 1
q = 1

p −
1
N , p < N.

Proposición 3.4 Tenemos la inmersión compacta

W ↪→ Lr(Ω)× Lt(Ω) donde 1 ≤ r, t < 2∗s.

Demostración. La prueba sigue del diagrama

W ↪→
(
W 1,2s(Ω)

)2
↪→
(
Lr(Ω)× Lt(Ω)

)
para 1 ≤ r, t < 2∗s

y de la inmersión compacta

p < N, W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀1 ≤ q < p∗ donde
1

p∗
=

1

p
− 1

N

Observación 3.1 Del sistema eĺıptico semilineal (1), consideremos

−div(a∇u) = λFu(x, u, v) en Ω con u = 0 en ∂Ω.

De las propiedades de la divergencia se consigue

−div(a∇u) = −∇ · (a∇u) (21)

multiplicando por ϕ a la igualdad (21), integrando sobre Ω y aplicando el teorema de Green al
término de la derecha tenemos:

−
∫
div(a∇u)ϕdx = −

∫
[∇ · (a∇u)]ϕdx =

∫
[a∇u]∇ϕdx.

De manera similar obtenemos que

−
∫

Ω
div(b∇v)ψdx =

∫
b∇v∇ψdx

Luego ∫
Ω
a∇u∇ϕdx = λ

∫
Ω
Fu(x, u, v)ϕdx y∫

Ω
b∇v∇ψdx = λ

∫
Ω
Fv(x, u, v)ψdx

entonces sumando los resultados anteriores∫
Ω

(a∇u∇ϕ+ b∇v∇ψ)dx = λ

∫
Ω

[Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ]dx ∀(ϕ,ψ) ∈W (22)

Definición 3.1 Decimos que (u, v) ∈ W es una solución débil del sistema (1) si y solo si
satisface (22), esto es:∫

Ω
(a(x)∇u∇ϕ+ b(x)∇v∇ψ)dx = λ

∫
Ω

[Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ]dx, ∀(ϕ,ψ) ∈W.

Aśı, las soluciones débiles del problema (1) son las soluciones de la ecuación integral (22).
Definimos el funcional correspondiente asociado al problema(1) como:

=λ(u, v) =
1

2

∫
Ω

(a(x) |∇u|2 + b(x) |∇v|2)dx− λ
∫

Ω
F (x, u, v) (23)
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El funcional =λ(u, v) está bien definido, es de clase C1(W ) y por tanto las soluciones débiles de
(1) son exactamente los puntos cŕıticos del funcional =λ(u, v) que tiene como derivada débil:

〈
=′λ(u, v), (ϕ,ψ)

〉
=

∫
Ω

(a∇u∇ϕ+ b∇v∇ψ)dx− λ
∫

Ω
[Fu(x, u, v)ϕ− Fv(x, u, v)ψ]dx (24)

Teorema 3.1 (Primer teorema de existencia) Suponga que la condición (F1) es satisfecha. En-
tonces existe una constante λ > 0 tal que para todo 0 < λ < λ, el sistema (1) tiene una solución
débil.

Este teorema es demostrado mediante el Principio del Mı́nimo y los lemas 3.2 y 3.3:

Lema 3.2 El funcional =λ dado por (23) es débilmente semicontinuo inferiormente en W .

Demostración. Ver [1] lema 2.1.

Lema 3.3 El funcional =λ dado por (23) es coerciva y acotada inferiormente en W .

Demostración. Ver [1] lema 2.2
Los lemas 3.2 y 3.3 verifican las hipótesis del Principio del Mı́nimo, por tanto el funcional =λ
alcanza su mı́nimo en W , además como el funcional (23) es diferenciable podemos concluir que
el sistema (1) admite al menos una solución débil.
Enunciamos y probamos el segundo teorema de existencia de soluciones.

Teorema 3.4 En adición al Primer teorema de existencia, suponga que las condiciones (F1)−
(F4) son satisfechas. Entonces el problema (1) tiene una solución débil no trivial.

Este teorema es demostrado mediante el Teorema del Paso de la montaña y los lemas 3.5 y 3.6:

Lema 3.5 El funcional =λ dado por (23) satisface la condición de Palais smale en W .

Demostración. Ver [1] lema 3.1.
El Lema 3.5 nos dice que el funcional =λ satisface la condición de Palais-Smale (Condición de
compacidad).

Lema 3.6 Bajo las hipotesis (F1)− (F4) el funcional =λ dado por (23) satisface:

(i) Existen ρ, σ > 0 tal que ‖(u, v)‖H = ρ implica =(u, v) ≥ σ > 0.

(ii) Existe (uo, vo) ∈W tal que ‖(uo, vo)‖H > ρ y =(uo, vo) ≤ 0.

Demostración. Ver [1] lema 3.2.
El lema 3.6 verifica que el funcional =λ tiene la geometŕıa del Teorema del paso de la montaña.
Es aśı que el funcional =λ satisface las hipótesis del Teorema del paso de la montaña, por tanto
tiene un punto cŕıtico no cero y el punto cŕıtico no cero de =λ es precisamente la solución débil
no trivial del problema (1).

4. Un ejemplo de aplicación

Consideremos el siguiente ejemplo de un sistema eĺıptico semilineal potencial :

Sea N = 3, , s ∈
(

3

2
;∞
)

y 1, 2 < 2s < 2 , 2 < 2∗s < 6.
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Con una elección particular de los pesos (funciones medibles no negativos sobre Ω)

a(x, y, z) = 1 + x2,

b(x, y, z) = 1 + y2

y el funcional

F ((x, y, z), u, v) = u2,2 · v2,5.

Obtenemos el siguiente sistema:
- div(

∣∣1 + x2
∣∣∇u(x, y, z)) = 2, 2 · u1,2 · v2,5, (x, y, z) en Ω

- div(
∣∣1 + y2

∣∣∇v(x, y, z)) = 2, 5 · u2,2 · v1,5, (x, y, z) en Ω
u=v= 0 sobre ∂Ω

(25)

donde Ω es un dominio acotado en R3, de frontera bien regular,

(2, 2u1,2 · v2,5; 2, 5u2,2 · v1,5) = (Fu((x, y, z), u, v);Fv((x, y, z), u, v)) = ∇F ((x, y, z), u, v)

representa el gradiente de F ((x, y, z), u, v) = u2,2 · v2,5 en las variables (u, v) ∈ R2.
Se probará la existencia de al menos una solución débil para el sistema, bajo adecuadas hipótesis
sobre el dato:

F : Ω× R× R −→ R
((x, y, z), u, v) 7→ F ((x, y, z), u, v) = u2,2 · v2,5

es un C1− funcional que satisface :

(F1) Existen constantes positivas c1 = 2, 2, c2 = 2, 5 tal que :

|Fu((x, y, z), u, v)| ≤ c1|u|1,2|v|2,5

|Fv((x, y, z), u, v)| ≤ c2|u|2,2|v|1,5

∀(u, v) ∈ R2, en casi todo punto de Ω y algún γ = 1, 2 > 1, δ = 1, 5 > 1 tales que
1,2+1
p + 1,5+1

q = 1 y 1, 2 + 1 < p < 2∗s ≤ 6, 1, 5 + 1 < q < 2∗s ≤ 6; podemos tomar p = 2,2·q
q−2,5

y hacer q = 4 y p = 5, 86.

(F2) Existen constantes positivas c = 1
1,8 , α = 2, 2 · 1, 8 = 3, 96 y β = 2, 25 · 2, 25 = 5,0625, con

2 < α, β < 2∗s tal que

|F ((x, y, z), u, v)| ≤ c(1 + |u|α + |v|β)

para todo (x, y, z) ∈ Ω y u, v en R.
( Para este resultado se utilizó la desigualdad de Young: u2,2v2,5 ≤ 1

Au
2,2A + 1

B v
2,5B con

1
A + 1

B = 1 para A = 1, 8 y B = 2, 25).

(F3) Existen R = 1/2 > 0 , θ = 0, 3280 y θ′ = 0, 2127 con 1/6 ≤ 1
2∗s
< θ, θ′ < 1

2 tal que

0 < F (x, u, v) ≤ θ uFu(x, u, v) + θ′vFv(x, u, v)

para todo x ∈ Ω y |u| , |v| ≥ R.
(Para este resultado se utilizó el Teorema del valor medio: u2,2v2,5 = uFu(x, ru, rv) +
vF (x, ru, rv) = 2, 2r3,7F (x, u, v) + 2, 5r3,7F (x, u, v)
≤ 0, 3280u · Fu(x, u, v) + 0, 2127v · Fv(x, u, v) ).
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(F4) Existe c = 1/1, 8, α = 3, 96 > 2, β = 5, 0625 > 2 y ε = 1/2 > 0 tal que

|F (x, u, v)| ≤ c(|u|α + |v|β)

para todo x ∈ Ω y |u| ≤ ε, |v| ≤ ε.

El sistema eĺıptico semilineal, mostrado satisface las condiciones enunciadas y está dentro de la
clase de sistemas eĺıpticos semilineales tratados, por tanto concluimos que en aplicación a los
teoremas de existencia de soluciones, se comprueba que existe al menos una solución débil no
trivial al problema (25).

5. Conclusión

Para esta clase de sistemas eĺıpticos semilineales caracterizado por la no linealidad F (x, u, v)
es posible probar la existencia de soluciones débiles no triviales mediante el Teorema del paso
de la montaña y el Principio del Mı́nimo, esto gracias a las condiciones (F1) - (F4).
Primero, podemos concluir mediante el Principio del Mı́nimo que existe un mı́nimo (u1, v1) ∈W
tal que

=λ(u1, v1) = ı́nf
(u,v)∈W

=λ(u, v).

Como el funcional =λ es diferenciable en W , el punto (u1, v1) ∈W de mı́nimo es un punto cŕıtico
de =λ, esto es, =′λ(u1, v1) = 0 y aśı (u1, v1) es una solución débil del problema. Aún mas, debido
al lema 3.6 item(ii) existe (u0, v0) ∈W tal que ‖(u0, v0)‖W > ρ y =λ(u0, v0) < 0 para 0 < λ < λ,
podemos concluir que (u1, v1) es una solución débil no trivial del problema.
En segundo lugar, el Teorema del paso de la montaña concluye para el nivel minimax c

0 < σ ≤ c = ı́nf
g∈Γ

máx
(u,v)∈g([0,1])

=λ(u, v)

donde Γ = {g ∈ C([0, 1] ,W )/g(0) = (0, 0), g(1) = (u0, v0)} , aśı para el valor cŕıtico c existe un
punto cŕıtico (u2, v2) ∈W segunda solución no trivial.
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