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Existencia de soluciones débiles para una clase de sistemas elipticos semilineales

Marlon Yvan Tineo Conderia *

Resumen: Este articulo resume las contribuciones principales de la tesis con el
titulo “Existencia de soluciones para una clase de sistemas elipticos semilineales”.
Esta tesis se centra en una exposicién didédctica del articulo publicado por Afrouzi,
G., Mirzapour, A. and Zographopoulos, N. [1], cuyo objetivo es probar la existencia
de soluciones débiles para una clase de sistemas elipticos semilineales potenciales de

la forma
— div(a(z)Vu) = \Fy(x,u,v) en )
—div(b(z)Vv) = AFy(x, u,v) en ()
u=v=0  sobre 0f2

donde el dominio € es un dominio acotado en RY (N > 2), de frontera bien regular,
los pesos a(z), b(x) son pesos medibles no negativas sobre Q, (Fy, F,,) = VF repre-
senta el gradiente de I en las variables (u,v) € R? y X es un pardmetro positivo.
Palabras clave: ecuacion eliptica degenerada; sistema eliptico semilineal; teorema
del paso de la montana.

Existence of weak solutions for a class of systems semilinear elliptics

Abstract: This article summarizes the main contributions of the thesis with the
title “ Existence of solutions for a class of semilinear elliptical systems ”. This thesis
focuses on a didactic exhibition of the article published by Afrouzi, G., Mirzapour,
A. and Zographopoulos, N.[1], whose objective is to prove the existence of weak
solutions to a class of semilinear potential elliptic systems of the form

- div(a(z)Vu) = AF,(z,u,v)  in Q
- div(b(z)Vv) = AFy(z,u,v)  in Q
u=v=0 on 02

where the domain Q is a bounded domain in RY (N > 2), regular border, the weights
a(x), b(z) are measurable nonnegative weights on Q, (F,, F,,) = VF stands for the
gradient of F' in the variables (u,v) € R? and )\ is a positive parameter.
Keywords: degenerate elliptic equations, semilinear potential elliptic system, Moun-
tain Pass Theorem.
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1. Introduccion

En el presente articulo resumo mi trabajo de tesis presentado a consideracion del cuerpo docente
de la Facultad de Ciencias Matematicas de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, como
parte de los requisitos para obtener el Grado Académico de Magister en Matematica Pura,
donde se da una explicaciéon didactica y una aplicacion de los resultados obtenidos en el articulo
publicado por G.A. Afrouzi, M. Mirzapour y N.B. Zographopoulos [1], el cual consiste en probar
la existencia de soluciones para una clase de sistemas elipticos semilineales potenciales de la
formas:
- div (a(x)Vu) = AFy(z,u,v) en Q
- div (b(x)Vv) = AF,(z,u,v) en Q (1)
u=v=0 endN

donde  es un dominio acotado de R, de frontera bien regular , N > 2, los pesos a(z),b(z)
son funciones medibles no negativos sobre Q, (F),, F},) = VF representa el gradiente de F en las
variables (u,v) € R? y A es un pardmetro positivo.

Esta clase de sistemas modela varios fenémenos fisicos relacionados con el equilibrio de medios
continuos, por ello muchos autores han estudiado la existencia de soluciones débiles no triviales
para tales problemas elipticos, en [3], [4], [5], [6], [9], [12], [?], [14] ¥ en [7, pp. 79] por Dautray
y Lions.

Para probar la existencia de soluciones se necesita algunas condiciones sobre los pesos a(x), b(x)
y el funcional F(z,u,v). Los pesos a,b € L} (Q), satisfacen

A b e LYQ), s € <];7c>0> ([1,00).

Con s definimos
2s

o _ 25 ox_ N2, _ N2s

s+ 1"" N—-2, N(s+1)—2s
tal como se mostrara en la Observacion 2.4 para p=2.
Suponemos que F es un C! - Funcional sobre Q x R x R — R y satisfaciendo las siguientes

condiciones:

> 2,

F1) Existen constantes positivas ci, co tal que :
( P : q
|Fy(2,t,5)| < eat]7]s]H
|Fo(x,t,5)| < calt s
y+1 6+1 =1

para todo (t,s) € R2, casi todo punto z € Q y algunos 7,8 > 1 tales que -t y
Y+1I<p<250+1<qg<2;.

(F2) Existen constantes positivas ¢y 2 < a, f < 2% tal que
(F(w,t,5)| < o1+ [H° +]s)%)

para todo x € Q y t,s € R.

(F3) Existen R >0, 0y ¢ con % < 0,0 < 3 tal que
0< F(x,t,s) < OtFy(z,t,s) + 0 sFy(x,t,5)

para todo x € Qy [t],|s| > R

(F4) Existe @ > 2, 3> 27y e > 0 tal que
[F (@, t,)| < (] +]s]")

para todo x € Qy |t],|s| < e
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2. Preliminares

Definicién 2.1 Sea 1 < p < co. Definimos la clase de funciones de peso Bp(2) a las funciones
de peso w que satisface la condicion:
—1

Wt € Lipe (). (2)

Definicién 2.2 Sea w una funcion peso. Para 1 < p < oo definimos LP(Q2,w) como el espacio
de funciones medibles u definidas sobre 2 tales que

il = ( [ o)Ptaras ) 7w 3)

Asi, LP(Q,w) es un espacio de Banach con la norma dada por (3).

Observacién 2.1 Sea 1 <p < 0oy w € B,(Q2). Entonces
LP(Q,w) C Li0e(2). (4)
Ademss, identificando una distribucién regular de D’(2) con una funcién de L} () obtenemos

LP(Q,w) C L}, .(Q) € D'(Q) para 1 < p. (5)

Definicién 2.3 Sean 1 < p < co. Si w = {wy,wr,...,wn} es una familia de pesos en B,(2)
entonces se define el espacio de Sobolev con peso

ou
8%2'

WP (Q,w) = {u € LP(Qw,) / —— € LP(Qyw;),Vi=1,.. .,N} : (6)

Este espacio es de Banach con la siguiente norma

ou
o2, (z)

N P 1/p
HUHWLP(QM) = (/Q [u() [P wo(z)d + Z/Q wi(x)dx> . (7)
i=1

.2 s . . . 1 .
Observacién 2.2 Para nuestros propdsitos, necesitamos de los espacios W,7*(£2;a) definidos
como la clausura de C5°(2) con respecto a la norma (7). Para esto, es necesaria la inclusién

C(Q) c WHP(Q;w) (8)

el cual es satisfecha si
w; € L}, () para todoi=0,...,N. 9)

Definicién 2.4 Sean 1 < p < oo y la familia de funciones de peso w tal que w; € By(Q2) para
i=1,...,N yw; € L},oc(Q) para todo i = 0,...,N. Entonces definimos

WP (2 w) = Cg°(9), (10)

donde la clausura es tomada con respecto a la norma (7).
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Observacién 2.3 Para la familia de pesos:
wo =1, wi(z) =wae(x) =... =wy = a(z),
el espacio de sobolev con peso WP(Q;a) es normado por:
1/p
ilsnig = ([ 1@l e+ [ upa) (1)

Supongamos que la funcién de peso a(z) satisface

ar=1 € L1,.(9), (12)
a € Lio.(%), (13)
también la condicién
a=* e LY(Q) (14)
con un cierto s > 0 el cual sera especificado despues. Introducimos el pardmetro
s
= < p.
Dbs s+ 1 p
Afirmacién 1 : WP(Q;a) — Wrs(Q).
1
En efecto, usando la desigualdad de Holder con el parametro r = st . obtenemos
Ps
8 Ds 6 DPs ps  —ps
/ Y dr = / Y av a7 dz
Q| 0z o |9z
Ps 1
8 p Y ST 8 DPs
< (/ = ad:r> ’ </ a_sd:r) = || = :
o |0z Q i || L (2s0)

Y si Q es un dominio acotado conseguimos: u € W1P(Q; a) implica u € WP (Q), esto es,

lullwes (@) < € lullyrpoa) Para ps <p.

N
Afirmacién 2 : W'P(Q;a) — L7(2) donde 1 <7 < pf = I Ps para ps < N(s+1).
— DPs
En efecto, usando el resultado de la afirmacién 1 WP(Q;a) < W'Ps(Q) y la inmersién de

Sobolev usual W1Ps(Q) < L"(Q) obtenemos el resultado.

Afirmacién 3 : La inmersién W1P(Q;a) <> L7(2) es compacta para 1 < r < pr.
En efecto, usando el resultado de la Afirmacion 1 WP(Q;a) < W1Ps(Q) y la inmersién com-
pacta de Sobolev usual W1Ps(Q) < L™(9) obtenemos el resultado.

Observacién 2.4 Si s > % entonces pf > p y consecuentemente por la afirmacién 3
1 C N
WHP(Q;a) — LP(S2) para s > —. (15)
p

Asumimos que (15) vale si

a* e LY(Q) con s € <];[,oo> N [1,00) (16)

p—1
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ya que, de acuerdo con la definicién 2.3, debemos suponer también que s > z% debido a que

ar T € L} (€). Consideremos el espacio WP(§; a) y su subespacio WaP(€; a) con  un dominio
acotado entonces las inmersiones derivadas para W!P(Q;a), también valen para WaP (Q;a).
Para p% > p tenemos, en virtud de la inmersién de Sobolev usual(Teorema Sobolev-Gagliardo-
Niremberg) Wy?*(Q) < LP?, que

(fwer dﬂ”>; <o ([ jutop as) ’
- </n(‘“<‘”>‘“ +[Vu() rpsm) "

La siguiente desigualdad de Friedrichs en Wy P (€2)

/ |ul|?dx < c/ Vu||? dx (17)
Q Q

1nos proporciona para q = pPs

</Q(|U(l’)|ps + !Vu(ﬂﬁ)\ps)dx)pls <z (/Q Vu(z)P dgg) P |

procediendo como en la afirmacién 1, mostramos que

(fywueor )™ = [ wwcor ot a]
</Q [Vu(z)[? a($)dx>PpS (/Q a_s($)dx) 511] L
- (/Q V() a(x)dx>; </Q as(l“)dx> o

inmediatamente conseguimos la desigualdad de Friedrichs con peso

IN

/Q|u(x)|p dx < 04/Q |Vu(z)|P a(x)dz. (18)

Finalmente obtenemos la expresion

g = ( [, |w<x>|pa<x>dx)1/p (19)

que es una norma sobre el espacio Wo?(€; a) equivalente con la norma (11).

Teorema 2.1 (Principio del minimo) Sea E un espacio de Hilbert (o mas general, considere
un espacio de Banach reflexivo) y supongamos que un funcional J : E — R, verifica:

(M1) J es débilmente semicontinuo inferiormente
(M2) J es coercivo (esto es J(u) — 400 cuando ||u|| — o0),
entonces

Jes acotado inferiormente y existe u, € E tal que J(u,) = 1'1(1}{J J(z).
e
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Teorema 2.2 (Teorema del paso de la montana) Sea E un espacio de Banach Real y sea J €
CY(E,R), un operador que satisface la condicion de Palais-Smale. Suponga que J(0) =0 y que
se satisfacen

(PM1) existen constantes positivas p y o tales que J ‘aBp(O) >0

(PM2) existe un w € E — B,(0) tal que J(w) <0,

entonces J posee un valor critico ¢ > o. Ademds c puede ser caracterizado como.

c=inf mix J(u 20
of D, T (20)

donde T'={g € C([0,1],E)/g(0) =0,9(1) = w}

3. Resultados de existencia

Proposicién 3.1 Dados los pesos a, b, definidos como en (16), entonces los funcionales

[ Z/a(fﬁ)VUIQdﬂﬁ y llolly I/b(ﬂ«“)lwﬁdw, Yu,v € C5°,
Q Q

son normas que provienen de un producto interno.
Ademds, los espacios Wo (0, a) y Wa 2 (0, b) definidos como la clausura de C2°(2) con respecto
a estas normas son espacios de Hilbert.

Demostracién. Primero, probaremos que |[|-||, estd bien definida. Si u € C5°(€2) entonces

ou
al'i

0
€ C5°(Q2), ademas sopp( “ ) C sopp(u). Por tanto, K = sopp(|Vu|?) C sopp(u) implica

al‘i
||u|y§:/ (o) |Vuf? dr < méx [Vul? / 2)dz < oo.
Q

Asi, [|-||, esta bien definida. Andlogamente ||-||, estd bien definida.
Probemos que |||, es una norma:

(i) Jlull? = /Qa(x) Vul dz > 0 ya que a(z) > 0y [Vu|? > 0.

(ii) [lul|? = 0 implica u = 0 en c. t. p. de Q.
En efecto, para p = 2 la desigualdad de Friedrichs con peso, es dada por:

. / u(2)[2 de < e / ale) [Vu(@)? de = e |Jul2,

ver la ecuacién (18) de la Observacion 2.4 en la Seccién anterior. Si ||ul|, = 0, la desigualdad
anterior implica HuHL2 =0, luego u = 0 en c.t.p. de Q.

(i) w2 = | ala) |aw|2 —a? [ ale) [Vul* do = o? Jul
Q Q

1/2 1/2
(iv) fu+oll, = [/ a(:v)\V(u+v)2d$} < [/a|Vu]2+/aVv|2+2/a|Vu\ yw]
Q Q Q Q
luego por la desigualdad de Holder

/a|Vu\ ]Vv|dx:/a1/2|Vu]a1/2Vv]dx <|ull, llv|l,, esto es,
Q Q
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1/2
2 2
lu+of, < [HUIla +llollz + 2l llolla| = llully + vl -

Asi [|-||, es una norma. De la misma forma se prueba que ||-||, es una norma. Veamos ahora para

u € Wa?(Q,a), esto es, si u € CgO(Q)H'”“
definimos

entonces 3 (p,) C C°(Q) tal que ¢, — u luego

full, = tm_igull
La buena definicién se verifica debido a la equivalencia de las normas |||, ¥ [|‘lly1.2(0,q) €n
C(Q) € Wo(Q,a) € WH2(Q, a), esto es,
c1l[enllwrz.a) < llenlls < c2llenllwrzqa -

De esto y los resultados anteriores, se verifica las condiciones de norma ||-|,.
Se demuestra de manera similar que estas normas ||-||, , ||-||, provienen de un producto interno
(,-)q 5 (+,), respectivamente, definidos por

(Frog1), = / a(2)V fr - Varde, Vfi, g € CF
Q

(2 92), = / b(@)V fa - Vgada, Vfa, go € CF.
Q

Ademas, VVO1 ’Q(Q, a)y T/Vo1 ’Q(Q, b) son espacios de Hilbert. Para probar esto recordemos que por
definicién

Wh2(Q,a) := C(Q) c W1(Q,a),
luego como W12(€, a) es un espacio completo y Wo ’2(9, a) es un subespacio cerrado, entonces
Wa2(Q,a) es completo. También se tiene que esta norma |-|| ., broviene de un producto interno
en este espacio, por lo tanto W ’Q(Q, a) es un espacio de Hilbert. Procediendo en forma andloga

obtenemos el espacio de Hilbert W,(€2, b).
Definimos el espacio de Hilbert W := W01’2(Q, a) % WOI’Q(Q, b), bajo la norma:

¢, )l = Nlully + ol

y con producto escalar:

(fq) = /Q (@(2)V 1V g1 + b)Y f2V2) Vf = (f1. f2).g = (g1.92) € W

Entonces W es un espacio uniformemente convexo ya que W es un espacio de Hilbert.
Para probar que W es un espacio Hilbert bastara con recordar que el producto cartesiano de los

espacios de Hilbert Wg ’2(Q, a)y Wa ’Q(Q, b) es un espacio de Hilbert.

Proposicion 3.2 La inmersion continua

2s

1,2 2
W W2 (Q l 2s=——
— ( (Q))* wvale para P

Demostracién. La demostracién es andloga a la demostracion realizada en la Afirmacién 1

Proposicion 3.3 Se tiene la inmersion de Sobolev

W — (L*(Q))%
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Demostracion. La prueba sigue del diagrama

W (W2 ()% < (L2§(Q))2

1

y de la inmersién continua W1P(Q) < L(Q2) donde é =1l—%,p<N.

Sl

Proposicion 3.4 Tenemos la inmersion compacta
W L"() x L'(Q) donde 1 < r,t < 2.
Demostracion. La prueba sigue del diagrama
W s (Wh2(Q))° < (L7(Q) x LY(Q)) para 1 < r,t < 2

y de la inmersién compacta

1 1 1
p< N, WP(Q) < LIQ) V1 < g < p* donde — = = — —
() = L9(2) =%
Observacion 3.1 Del sistema eliptico semilineal (1), consideremos
—div(aVu) = NFy(x,u,v) en  con u = 0 en 0f.
De las propiedades de la divergencia se consigue
—div(aVu) = =V - (aVu) (21)

multiplicando por ¢ a la igualdad (21), integrando sobre 2 y aplicando el teorema de Green al
término de la derecha tenemos:

- /div(aVu)gpdx =— / [V (aVu)|pdr = / [aVu] Vpdz.
De manera similar obtenemos que
—/ div(bVv)ypdr = /vaVdex
Q

Luego
/ aVuVedr = )\/ F.(z,u,v)pdx y
Q Q

/bVvadx: )\/ Fy(x,u,v)dr
Q Q

entonces sumando los resultados anteriores
/(aVquD + bVoVy)dr = A / [Fu(z,u,v)p + Fy(x,u,v)]de V(p,1p) € W (22)
Q Q

Definicién 3.1 Decimos que (u,v) € W es una solucion débil del sistema (1) si y solo si
satisface (22), esto es:

/Q(a(x)VquD + b(x)VoVi)de = /\/Q[Fu(x, u, v)p + Fy(x, u,v)]dx,V(p, 1) € W.

Ast, las soluciones débiles del problema (1) son las soluciones de la ecuacion integral (22).
Definimos el funcional correspondiente asociado al problema(1) como:

Sa(u,v) = ;/Q(a(:v) \Vul? 4 b(z) |Vo|*)d /F T, u,0) (23)
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El funcional Sy (u,v) estd bien definido, es de clase C*(W) y por tanto las soluciones débiles de
(1) son exactamente los puntos criticos del funcional ) (u,v) que tiene como derivada débil:

<%’>\(u, v), (o, 1[1)> = /Q(aVquo + bVoVy)dr — )\/Q[Fu(m, u,v)p — Fy(z,u,v)]de (24)

Teorema 3.1 (Primer teorema de existencia) Suponga que la condicion (Fy) es satisfecha. En-
tonces existe una constante A > 0 tal que para todo 0 < X\ < )\, el sistema (1) tiene una solucion

débil.
Este teorema es demostrado mediante el Principio del Minimo y los lemas 3.2 y 3.3:

Lema 3.2 El funcional S dado por (23) es débilmente semicontinuo inferiormente en W.

Demostracién. Ver [1] lema 2.1.

Lema 3.3 El funcional Iy dado por (23) es coerciva y acotada inferiormente en W.

Demostracién. Ver [1] lema 2.2

Los lemas 3.2 y 3.3 verifican las hipdtesis del Principio del Minimo, por tanto el funcional <
alcanza su minimo en W, ademds como el funcional (23) es diferenciable podemos concluir que
el sistema (1) admite al menos una solucién débil.

Enunciamos y probamos el segundo teorema de existencia de soluciones.

Teorema 3.4 En adicién al Primer teorema de existencia, suponga que las condiciones (Fy) —
(Fy) son satisfechas. Entonces el problema (1) tiene una solucion débil no trivial.

Este teorema es demostrado mediante el Teorema del Paso de la montana y los lemas 3.5 y 3.6:

Lema 3.5 El funcional Iy dado por (23) satisface la condicion de Palais smale en W.

Demostracién. Ver [1] lema 3.1.
El Lema 3.5 nos dice que el funcional 3 satisface la condicién de Palais-Smale (Condicién de
compacidad).

Lema 3.6 Bajo las hipotesis (F'1) — (F'4) el funcional Sy dado por (23) satisface:
(i) Ezisten p,o > 0 tal que ||(u,v)| g = p implica I(u,v) > o > 0.
(11) Existe (uo,v,) € W tal que ||(to,Vo)||r > p y (o, vo) < 0.

Demostracién. Ver [1] lema 3.2.

El lema 3.6 verifica que el funcional &), tiene la geometria del Teorema del paso de la montana.
Es asi que el funcional &) satisface las hipotesis del Teorema del paso de la montana, por tanto
tiene un punto critico no cero y el punto critico no cero de &) es precisamente la solucion débil
no trivial del problema (1).

4. Un ejemplo de aplicacién

Consideremos el siguiente ejemplo de un sistema eliptico semilineal potencial :

3
Sea N = 3, ,s€<2;oo> y1,2<2,<2,2<2: <6.
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Con una eleccién particular de los pesos (funciones medibles no negativos sobre )
a(z,y,z) =1+ 2%,

b(z,y,2) =1+y?

y el funcional
F((CE, Y, Z)? u, U) =u*? 0?0,

Obtenemos el siguiente sistema:

- div(|1 + 22| Vu(z,y,2)) =2,2-ul? - 025 (2,9,2) en
- div(’l + 9% Vo(z,y,2)) = 2,5 - u?? -0 (z,y,2) en Q (25)
u=v=20 sobre 0f)

donde © es un dominio acotado en R3, de frontera bien regular,

(2,2ub? - 025: 2, 5u%% b0 = (Fy((x, y, 2), u,v); Fy((2,y, 2),u,v)) = VF((z,y, 2), u,v)

representa el gradiente de F((z,v, 2),u,v) = u>? - v%° en las variables (u,v) € R2.

Se probaré la existencia de al menos una solucién débil para el sistema, bajo adecuadas hipdtesis

sobre el dato:
F: OxRxR — R

z,y,2),u,v) —  F((z,y,2),u,v)=u>? 0>
7y7 ) ) 7y7 ) )
es un C'— funcional que satisface :
(F1) Existen constantes positivas ¢; = 2,2, co = 2,5 tal que :
|Fu((2,y, 2),u,0)| < e1lul"?[o]>®

|Eo((2,y, 2),u,0)] < eafu*2 o]

V(u,v) € R?, en casi todo punto de Q y algiin v = 1,2 > 1, 6 = 1,5 > 1 tales que
12+1+’5+ =1y1,24+1<p<2;<6,1,54+1<qg<2; <6; podemos tomar p =
yhacerq:4yp—5 86.

=25

(F2) Existen constantes positivas ¢ =
2 <, < 2% tal que

L a=22.1,8=396y f=2,25-225=150625, con

[P (2,9, 2),u,0)] < e(1+ ul* + [0]%)

para todo (z,y,2) € Qy u, v en R.
( Para este resultado se utiliz6 la desigualdad de Young: u
L ++4 =1para A=18y B =2,25).

22,25 < %UQ,QA + %vz,w con

(F3) Existen R=1/2>0,6=0,3280y ¢ =0,2127 con 1/6 < & = <0, 0’ < i tal que
0 < F(x,u,v) <0 uFy(z,u,v) +0vE,(z,u,v)

para todo x € Qy |u|, [v| > R.

(Para este resultado se utilizé el Teorema del valor medio: u??v*% = uF,(z,ru,rv) +
vF(z,ru,rv) = 2,2r3TF(x,u,v) + 2,5r37F (2, u, v)

<0,3280u - F(z,u,v) 4+ 0,2127v - Fy(x,u,v) ).
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(F4) Existe c=1/1,8, @ =3,96 > 2, 3=75,0625 > 2y e =1/2 > 0 tal que
|F (2, u,0)] < e(|ul* + [v])
para todo x € Qy |u| <e¢, Jv| <e

El sistema eliptico semilineal, mostrado satisface las condiciones enunciadas y esta dentro de la
clase de sistemas elipticos semilineales tratados, por tanto concluimos que en aplicacién a los
teoremas de existencia de soluciones, se comprueba que existe al menos una soluciéon débil no
trivial al problema (25).

5. Conclusiéon

Para esta clase de sistemas elipticos semilineales caracterizado por la no linealidad F'(z, u, v)
es posible probar la existencia de soluciones débiles no triviales mediante el Teorema del paso
de la montana y el Principio del Minimo, esto gracias a las condiciones (F1) - (F4).

Primero, podemos concluir mediante el Principio del Minimo que existe un minimo (uj,v1) € W
tal que

x _ 1 Cx

S (ug,vy) = (u,g)lgW S (u, v).
Como el funcional < es diferenciable en W, el punto (u,v;) € W de minimo es un punto critico
de 3y, esto es, I (u1,v1) = 0y asi (u1,v1) es una solucién débil del problema. Ain mas, debido
al lema 3.6 item(ii) existe (ug,vo) € W tal que ||(uo, vo)|ly > py Sa(uo,v0) < 0 para 0 < X < A,
podemos concluir que (u1,v1) es una solucién débil no trivial del problema.
En segundo lugar, el Teorema del paso de la montana concluye para el nivel minimax ¢

0<o<ec=if mix S)(u,v)
g€l (u,v)€g([0,1])

donde I' = {g € C([0,1],W)/g(0) = (0,0), g(1) = (up,v0)}, asi para el valor critico ¢ existe un
punto critico (ug,v2) € W segunda solucién no trivial.
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