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Modelamiento numérico y computacional de la viga de Timoshenko sujeto a
cargas puntuales

Frank Henry Acasiete Quispe *

Resumen: Estudiamos la estabilizaciéon uniforme de una clase de sistemas Timos-
henko con carga puntual en el extremo libre de la viga. Nuestro resultado principal
es demostrar que el semigrupo asociado a este modelo no es exponencialmente esta-
ble. Ademaés, demostramos que el semigrupo decae polinomialmente a cero. Cuando
el mecanismo de amortiguacién es efectivo solo en el limite del dngulo de rotacién,
la solucién también decae polinomialmente con una tasa que depende de los coefi-
cientes del problema. El objetivo de este trabajo es presentar de forma didactica los
resultados contenidos en el articulo [9], usando la teoria de semigrupos vista en [10]
y también contribuir con la parte numérica vista en [1].

Palabras clave: Ecuacién Diferencial Parcial, viga, semigrupo, estabilidad polino-
mial.

Numerical and computational modeling of the Timoshenko beam subject to point
loads

Abstract: We studied the uniform stabilization of a class of Timoshenko systems
with tip load at the free end of the beam. Our main result is to prove that the
semigroup associated to this model is not exponentially stable. Moreover, we prove
that the semigroup decays polynomially to zero. When the damping mechanism
is efective only on the boundary of the rotational angle, the solution also decays
polynomially with rate depending on the coeficients of the problem. The objective of
this work is to present in a didactic way the results obtained in the article [9], using
the theory of semigroups used in [10] and also contribute with the numerical part
seen in [1]
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1. Introduccion

Los estudios de las propiedades del sistema de Timoshenko fueron iniciadas en 1921 con el
trabajo [16], el cual fue considerando el siguiente problema, siendo estudiado otras propiedades
en [6, 13, 14] y en otros trabajos mads.

P1Ptt — ’{'(pr + %ﬁ)x = Ov (33,75) € (O’L) X (OvT)7 (1)
pQQ/)tt - wam + K (9090 + '(;b) = Oa ("Bat) € (0’ L) X (OvT)7 (2)

donde ¢ es la variable temporal, x la variable espacial definida en (0, L), siendo L la longitud de
la viga.

las funciones ¢, representan el desplazamiento transversal y el angulo de rotacién de la
seccion transversal, respectivamente.

Las constantes del sistema son definidas por p; = pA, p2 = pl,k = KAG,b = EI, donde p
denota la densidad, A el area de la seccién transversal, I el area del momento de inercia, K el
coeficiente de cizalla (K < 1), E'y G representan constantes eldsticas que dependen del material.

En este trabajo estamos interesados en obtener la estabilizacién del sistema (1)-(2) donde
una extremidad de la viga estd presa y la otra esta ligada a un cuerpo. Tal cuerpo puede repre-

sentar un recipiente sellado conteniendo en su interior un material granular.

Este material genera una presién interna, proporcionando asi el amortecimiento del movi-
miento de la viga. La configuracién fisica del problema es mostrada en la Figura 1.

/]

beam

Figura 1: Viga de Timoshenko con cuerpo en la extremidad y parametros

Tales condiciones sobre las extremidades de la viga seran descritas a seguir. Vamos asumir
que la parte presa esta localizada a la izquierda, entonces (¢, 1) deben satisfacer en z =0

¢ (0,1) = (0,1) = 0. (3)

Con respecto a la extremidad derecha, vamos asumir que el recipiente se encuentra ligado en
x = L con masa m , centro de masa O’ y localizado a una distancia d de la extremidad de la viga.
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Asumimos también que el efecto de amortiguacién del material en ¢ y ¥ puede ser representado
por las constantes kg y k1, respectivamente. Con eso tenemos la siguiente condiciéon en z = L

meit (L7t) + kOSOt (L7t) +S (L7t> = O> (4)

donde S (L,t) = k(L) (vx (L,t) + 1 (L,t)). Los dos primeros terminos denotan la contribucién
de la inercia del cuerpo en la extremidad. De facto, el componente vertical dellérmino de inercia
del recipiente es m (¢ + dsin()),, donde 6 es el dngulo entre el segmento OO’ y el eje z. Mas
en la aproximacién lineal desconsideramos el término dsin(f). El segundo término representa el
amortecimiento proporcionado por el material granular, que es supuesto a ser proporcional al
coeficiente de velocidad de amortecimiento k. El término S (x,t) representa la fuerza de cizalla.
Similarmente para 1 obtenemos la condicién de contorno en la extremidad derecha

Im¢tt (L7 t) + klwt (La t) +M (Lv t) = 07 (5)

donde, M (L,t) = b(L) v, (L,t) es el momento de flexién y I,,, es el momento de inercia de la
extremidad.
Para ver otros casos de sistema de Timoshenko con disipacién, ver [5, 7, 8.

1.1. Resultados Auxiliares

Aqui presentaremos algunos resultados de la Teoria de Semigrupos los cuales no demostraremos,
el lector interesado puede encontrar la demostracién en [12].

Teorema 1.1 (Hille-Yoshida) Un operador lineal A: D (A1) C X — X (no limitado), X um
espacio de Banach, es un generador de un semimgrupo de clase Cy de contracciones {S (t)} s,
y solamente si:

e A; es un operador cerradoy D (A1) = X;

e R Cp(A1) y, para todo X > 0, vale la siguiente desigualdad

IO =47 <

> =

Teorema 1.2 (Lummer Phillips) Sea Ay : D (A1) C H — H un operador lineal densamente
definido y H un espacio de Hilbert. Entonces:

o Si Ay es disipativo y existe \g > 0, tal que, Im (Aol — A1) = H. Entonces Ay es un generador
infinitesimal de un semigrupo de clase Cy de contracciones.

o Si Ay es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy de contacciones entonces
Im (NI — A1) = H, para todo A > 0 y Ay es disipativo.

Del Teorema de Lummer-Phillips sigue un importante resultado que aqui enunciamos como el
siguiente corolario.

Corolario 1.3 Sea Ay : D(A1) C H — H un operador densamente definido, disipativo y tal
que 0 € p(Ay1). Entonces el operador Ay es un generador infinitesimal de un semigrupo de clase
Cy de contracciones.

Con relacién al comportamiento asintético de un semigrupo, tenemos.
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Teorema 1.4 (Borichlev Tomilov [2]) Sea {S(t)} un semigrupo de clase Cy en un espacio
de Hilbert H con generador infinitesimal Ay, tal que, iR C p(Ay1). Entonces las siguientes
desigualdades son equivalentes

m1|a lGin— AU <C, vpeR (6)

IS (6 ATY| < ; (7)

@

2. Estabilidad polinomial para un sistema de Timoshenko no
homogéneo

Vamos a estudiar el siguiente problema

p1 (@) — (5 (2) (2 + ), =0, ®)
p2 () Y — (b(2) Ys), + K (z) (9 +1P) = 0. 9)

Para este sistema vamos a considerar la condicién de frontera en x = 0
¢ (0,t) = (0,t) =0, (10)

y condicién de frontera en x = L dada por

meu (L, t) + kowr (L, 1) + 5 (L) (pe (L, 1) + ¢ (L, 1)) = 0, (11)
y vamos a considerar el sistema sujeto a los siguientes datos iniciales
¥ (:E’O) = %o (.T) y Pt (33,0) = ¥1 (‘T) Y (x70) = o (:C) st (‘Ta 0) = ($) : (13)
2.1. Formulacién abstracta
Para definir el semigrupo asociado al sistema (8)-(13), vamos a usar la siguiente notacién
ot (Lyt) = u(t) e (L) =v (1) (14)
Entonces de (12)-(13), tenemos que u y v satisfacen el siguiente sistema
muy (t) + kou (L, t) + & (L) (¢ (L, t) + 1 (L, t)) =0, (15)
I (t) + ko (8) + b (L) ¢, (L, t) =0, (16)
con la condicién inicial
u(0) =1 (L),v(0) =1 (L). (17)

Vamos a denotar por U = (¢, ¢t, ¥, ¥4, u, v)/, donde ’ denota el vector transpuesto. Entonces U
satisface el siguiente problema de Cauchy

U= AU, U(0)="Uy, (18)
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donde Uy = (0, ©1, %0, Y1, u0,v0) v A1 : D (A1) € H — H es dado por

0 1 0 0 0 0
1 K
0 0 0 I 0 0
A= Cmg, 0 LPOul-=1 0 0 0 (19)
P2 p2 P2
w0 — 0 —kr 0
0 0 — Loy 0o o0 Ay
donde v;, ¢ =1,2,3, es un operador trazo y es dado por
M (@) = k(L) @z (L), 72 (¢) = k(L) ¢ (L), 73 () = b (L) a (L) -
El espacio de fase H asociado al sistema (18) es dado por
H=H!(0,L)x L*(0,L) x H (0, L) x L? (0, L) x C?, (20)
donde H}(0,L) = {w e H*(0,L) ‘ w (0, L) = 0}. El dominio del operador es dado por
D(A)={UecH|AUcH®(L)=uV(L)=v} (21)

Vamos a proveer H con el siguiente producto interno
L o L o L -
(U, Ua)y = / p1P1Padx +/ P2V Vadx + / bip1 o pdx
0 0 0
L —
[ R+ ) Toa + e+ (L) () + Tn () 2 (L),
0

donde U; = (p;, ®;,v;, ¥;,uj,v;) € H,j = 1,2. Este produto interno induce una norma (equi-
valente) en H dada por

L
01 = [ [ 1912 1017+ i 6 017 ot (2) 4o o (D)

2.2. Propiedades del operador A;

Vamos a enunciar algunas propiedades que el operador A; satisface. Tales propiedades implicardn
en la buena formulacion del problema.

Lema 2.1 El operador Ay : D (A1) C H — H, es disipativo.

Demostracién: Sea U = (¢, ®,1), U, u,v) € D(A;). Entonces

AU = (®,1/p1[kpzle + 6/ p1¥2, Y, =K/ p2pr — 1/ p2[kte]e — K/ p2t),
1/my1 — 1/mryotb — ko/mu, —1/ Ly y3 — k1 /Inv).

Aplicando integracién por partes, obtenemos
Re (AU, U) = —ko |[ul* = k1 [v]* < 0. (22)
Antes de demostrar la préxima propiedad vamos a considerar la ecuacién resolvente

iNU — AU = F,
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donde U = (o, ®,%,V,u,v) € Hy F = (f1, f2, f3, f1, f5, fs)) € H y t € R. En términos de las

componentes la ecuacion resolvente es escrita como

Ap—& = fi (23)

Ap1® — [k (pz + )], = fo (24)

A =W = fs, (25)

Ap2¥ — [ba], + K (r +¢) = fa, (26)
mAu + kou + £ (L) (pz + ) (L) = [5, (27)
I v+ kv +b (L)Y, (L) = fs. (28)

Tomando el producto interno de la ecuacién resolvente con U y usando el resultado del Lema
anterior tenemos

ko |ul* 4 k1 |v|* = Re (F,U). (29)
Lema 2.2 0 € p(4;).

Demostracién: Tomando A\ = 0 en (23)-(28) obtenemos

— [k (o + )], = fa € L?(0, L) (30)

— (D], + K (pe + ) = f2 € L*(0, L) (31)

k(L) (pz (L) + 9 (L) = —kofi (L) + fs €C (32)
b(L) Y (L) = —kifs (L) + fe € C (33)

¢ (0,t) = (0,t) = 0. (34)

Para garantizar la solucién de este problema, vamos a considerar la siguiente forma bilineal
definida en [H!(0, L) x H}(0, L)]?

L -
a (', vh), (9%, v?) =/O k(oL + 1) (02 +¥2) + bpav2de + a' (L) 9* (L)

y la forma lineal

L L
F(p, 1) :/0 f290d9€+/0 fapdx + o(L) (ko f1(L) + f5) + (=K1 f3(L) + fe)

Con respecto a la forma a(-,-) tenemos las siguientes propiedades:
e af(-,-) es bilineal;
e af(-,-) es continua. De facto,

la (@' ¥, 0% 9% |
L
S/O [ 0k 2] + b ] 102 + s k] o] + |02 102+ [0 1?)] da

+ 5[ (L) 1" (L) 19 (L) ]
< sllezllllezll + olwalllvzl + sllvzlllletl + sl vzl + I

y esto implica que

’a’ (SOI, 90271/}17 ¢2)| < CH(SOl?wl’ SOQ’ 77ZJ2)||[I‘L}(O,L)><H,1(O,L)]2'

e af(-,-) es coerciva. En efecto, para verificar la coercividad, vamos a considerar la identidad
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—RQgrx = "ﬁl}w — K (@xm + ¢x>

y multiplicando por p obtenemos

L L L
oap(L)2+mp(L)w(L)+m/o lpe|* da = —K/O wxwda:+n/o (¢o + ) Bpda + ap (L)

Usando la desigualdad de Poincaré dada como el Corolario 2.6.2 de [1], existe una constante
C > 0 tal que

L L L
/rsox|2dx<c/ dew/ (s + )2 de + Celp (D)2 + el (D)2 (35)
0 0 0

Por otro lado, note que

L L L L
/ Y| dz =/ (¢x+¢)2dw/ Isox|2d$2Re/ pthda
0 0 0 0

L L | (L
S/ (g0x+1/1)2d$—|-6/ |sz|2dl‘+/ |¢}|2d$'
0 0 2 Jo

De esto sigue que
L L L
[wtawse [ @rorarc [ ot
0 0 0

Usando (35) y la Desigualdad de Poincaré, obtenemos

L L L
/w\2+|¢12dx§c/ <¢x+w>2daz+c/ W2z + Celp (D) + €4 (L)2.
0 0 0
Desde
L
(L) <C / 12 + [l de,
0

para e suficientemente pequeno, encontramos

L L L
/rw2+\so|2dxsc/ <sox+¢>2dx+c/ W2 d + el (D)2
0 0 0

Con respecto a la forma F'(-) tenemos las siguientes propiedades:

e F es lineal;

e [ es continua.

Por el Lema de Lax-Milgran, se tiene la buena formulacién del problema y en particular 0 €

p (Ar).

Lema 2.3 El dominio del operador Ay es denso en H, esto es D (A1) = H

Demostracién: Usaremos la prueba dada en el Lema 3.2.3 dada en [3]. Como D (4;) C H,
sabemos que
D(A))@®D(A)* =H.

Asi, para concluir el resultado es suficiente probar que

D (4:)" = {0}
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donde 0 representa el elemento nulo en el espacio H. Para esto, sea F' € H, tal que
(W,F)y =0,V WeD(A).
Sabemos que, para todo A > 0 existe un unico U € D (A4;), donde
AU — AU = F.

Entonces,
(W, AU —AU)y =0,V W e D(A).

Luego, para W = U, sigue
MU = (U, AU) = 0.

Tomando la parte real y usando el hecho de A; sea un operador disipativo, obtenemos U = 0,
lo que implica F' = 0.

De los Lemas y del Corolario 1.3 sigue que A; genera un semigrupo de clase Cy de contracciones.
Asi sigue la buena colocacién del problema de Timoshenko (8)-(13).

3. Tasa de decaimento polinomial

El principal objetivo es enunciar y demostrar el resultado de estabilidad polinomial. La demos-
tracién es basada en el reciente trabajo de Borichev-Tomilov [2]. El resultado es escrito en el
siguiente Teorema.

Teorema 3.1 La solucion fuerte del sistema de Timoshenko (8)-(13) con carga puntual decae
polinomialmente, esto es, existe una constante postiva C, tal que

C
U@ < T 1Uollpay) -

la constante C' viene como consecuencia del Teorema 1.4.

Antes de probar el Teorema 3.1 vamos primero a introducir algunas notaciones y también a
probar un resultado auxiliar.

I, (8) = praie |2 (B) + a1 |k (w0 (B) + 0 (8))I, (36)

Iy (B) = pagb |W (B)* + g2 by (B) 7, (37)

donde ¢ y g2 son funciones continuas definidas en el préximo Lema.
L 2 2 2 2
N2 = [ [pr [0 + oo W2+ bl + i + 0 o (3%)
0

Lema 3.2 Suponemos que (¢, ®, 9, U, u,v) sea una solucion fuerte para el sistema (23)- (28).
Entonces existe una constante positiva C tal que

N2 < C[1,(8) + 1y (8) + | FI3] (39)

I, (B)+ I (8) < C [N* + |FII3] (40)

para 5 =0, L.
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Demostraciéon: Vamos primero a probar las desigualdades para el caso B =L.Sea A € iRy
q1 € C?(0, L) tal que ¢ (0) = 0. Multiplicando la ecuacién (24) por ¢S, donde S = & (¢, + 1),
obtenemos

L . L . L .
/ Ap1Pq1Sds —/ Szq15ds :/ foq1.5ds. (41)
0 0 0

Usando (25) y (26), el primer término puede ser escrito como
L - L
/ Ap1®q1Sdx —/ Ap1®q1k(pe + )dx
0 0
L L L o
= —/ P1Pq1 N, — / p1Pq1kAYdx
0 0

L L L .
= —/ PP, — / p1q1PVdr — / p1q1k®|[f3]e + fa]dx.
0 0 0

Tomando la parte real obtenemos

L - 1 L d L -
Re{/ )\p1<I>q1Sds} = —/ PLQLE— |<I>\2ds — Re {/ plqm(I)\Ilds} + Ry,
0 2 Jo dx 0

donde Rq contiene términos con f3 y f4 y satisface
[R1| < ON|F|[a.

Note que

]. L d 2 ]. 2 L 1 L 2
= — D dr = = P ’ — dl“d
5 /o qumdx |®|” dx 291Q1f<&\ | 0 2 /0 [p1q1k], |®|° dx

1 I
= stoanlof) () =5 [ lpiaunl, 9]

De donde sigue que

L L L
Re{/ Aplq)qlSds}:—Q(plqm\CI)]Q) (L)—|—2/ P1a1K], ]@\Qdac—Re{/ plqm@\I/ds}—i—Rl.
0 0 0

Vamos a analizar la segunda integral

/LS S—l/L i|S|2d
. zq1 D) 0 Chdx X.

Combinando estas identidades con (3.2), obtenemos

1 L

1 L —
370 05 [ (1l 07 + 0 (o)) do= [ prandTe = R (@2
—_—
Ji

donde Ry = —R; + fOL foq1Sdx y satisface la siguiente estimativa

[Ro| < eN[[F]-
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Tomando ahora go € C2 (0, L) tal que g2 (0) = 0, y multiplicando la segunda ecuacién en (24)
por g2bip, obtenemos

L

L o L o o L o
/ A2V qabtp,dr — / [bz], @bt da + / K (pr + V) @abibpdx = / faqobtpdx. (43)
0 0 0 0

Vamos a usar la siguiente notacién

L
JQ_/ Ap2Vqobipgdz,
0
L —_—
J3 :/ [bd)x]xQQbﬂ)mdfﬂ
0

L PR
Ji = /0 5 (0 + ) g2bPada.

Estimaremos primero la integral J;. Usando las ecuaciones (25) y (26) podemos escribir Jo como

L o
Jy = —/0 p2¥qab(V, + [f3]z)dz

1

L d ) L _
0 X 0

1 1 r* -
= —5P2q2b W[* + 2/ [p2g2],, || dx +/ P2V q2b| f3]odx
0 0

Integrando por partes resulta que J3
L —_—
Jo= [ bl abtds
0
L —
= [ b))
0

L
_ /O [b (Vo + [f3]2)], b(Va + ([fa]z)dx

1 d

L
== [ be— |V, 7 d
5 | b e (L da

1 1 [E
= 50 o+ Ll 1§ =5 [ bl 19, + ()l da

L
= 50 Wt [l (D) =5 [ et |9 + ol o

Usando (23) y (24), obtenemos

L L
Jy = /0 [ (90 + )], a2bgdz — /0 k(P + 1) [a2b], e + P (L)

L L
= /0 p1Pgeb(V + f3)dx + % /0 K (¢z + 1) [g2b], (¥ + f3)dx + Rz + P (L)

L
= / pgggb‘b\lldm + P (L) + R4,
0
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donde P (L) = g2 (L) by (L) k(L) (pz + %) (L) y R4 tal que

&
|R4| < CN ||F|| + — N

A
Sumando Js, J3 e Jy
1 g 2 2 g T
5o (D)= /O (Ip202, 19 P+as,0 (b, ) dat /0 p2q2b8Udz = Re {(P (L)+Rq)} (44)
—_—
Js

Entonces, escogemos q1 y g2 tal que

X X
p2q2b :/ e™ds, MLk :/ e™ds.
0 0

Debido a esto las integrales J; y J5 son iguales. Sumando las igualdades (42) y (44), concluimos
que

L
/O (010181, |2 + 1.0 % (90 + ) + [p2a2b], [ W[ + 20 [b00o|* ds = Ly (L) + Iy (L) + Rs,

donde Rj es tal que

IRs| < ON ||F|| + ﬁ]\ﬂ.

Denotamos por q3 := p2g2b = Z—f fgc e"ds. Por tanto, debemos estimar la derivada de ¢; (x) =

i (z) [ €"dx, con i = 1,2 donde v satisface 7o < () < 41 para 0 < 7 < 71. Para n
suficientemente grande, obtenemos

x
G =€y + 7 (z) / e"*ds
0

nenz,y _|_,Yl [enz _ 1]
n

1
~([m0—7]e™ +7)

1/3 na
> L (e -2 )

27

>

Esto implica que existe una constante co > 0 tal que

L
C
/0 |:[101q1l€]x D1 + q10 |5 (00 + ) ° + [p2a20],, [ + go0 ]bwmﬂds = EQNQ'

Por la definicién de N2

1
N2<Cy|Iy+ 1+ N|F| ~|—’)\|N2] :

donde Cj no depende de n. También tenemos

Iy + 1, < Co [N* + N ||F| ] -

Tomando A suficientemente grande, nuestra conclusién es comprobada.
Demostraciéon del Teorema 3.1:
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Paso 1: iR C p(A;). De facto, una vez que A; es un operador cerrado y D (A;) tiene imersién
compacta en el espacio H concluimos que el espectro o (A1) es discreto. Asi, para concluir es
necesario mostrar que no hay autovalores imaginarios. Por definicién, para ciertos valores el
operador (A; — AI) no es inyectivo y por tanto no puede definirse una inversa. Esos valores
conforman el espectro discreto. Obviamente la ecuacion 45 sélo tiene soluciones para valores
del espectro discreto, y una de esas soluciones se llama vector propio. Por contradiccién, vamos
suponer que existe un valor propio imaginario, usamos la misma definicién dada en el Teorema
3.3 de [9]. Sea i\ € o (A1), entonces existe U # 0 satisfaciendo

AU = i\U. (45)
Tomando produto interno en H de esta identidad con U y usando (4,11), obtenemos que
u=v=0, V(L)=®(L)=0.

Esto implica que
V(L) =@ (L) =0z (L) =z (L) =0.

Considerando el sistema (23)-(28) con F' = 0 como un problema de valor inicial con los datos
nulos. Por tanto ¢ = % = 0, esto implica que U = 0. Mas eso es una contradiccién y asi tenemos
que iR C p(41).

Paso 2: El operador A; satiface la primera estimativa, que es la ecuacién (6), del Teorema
1.4, dada en [2] con o = 2. En efecto, usando el Lema 3.2 para la primera desigualdad, para la
segunda desigualdad usamos (22) y , concluimos, para |\| grande, que

JUI? < €1, + I + | FI
< CAR ul? + A2 o + 1 FI% |
< CPRI I Fllg +CIFI

De donde para una constante C' y procediendo de manera andloga a la prueba del Teorema 3.3

de [9] obtenemos
1
~2 Ul < ClIF|a
Al
Paso 3: Conclusién. Usando el Teorema 1.4 dado en [2] nuestro resultado de decaimiento poli-
nomial es obtenido como uno deseaba.

4. Falta de estabilidad exponencial

Probamos ahora la falta de estabilidad exponencial delsistema de Timoshenko (8)-(13). En esta
seccién primero mostraremos algunos resultados preliminares para el mejor entendimiento a la
hora de la prueba del principal resultado de esta seccién que es el Teorema 4.1. Més precisamente,
tenemos como objetivo demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.1 El sistema de Timoshenko (8)-(13) con carga puntual no es exponencialmente
estable.

Antes vamos a presentar algunas notaciones y resultados preliminares.
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Denotamos por {S(t)} el semigrupo definido por el sistema (8)-(13). Note primero que la solucién
¢ (L) y 1 (L), de las condiciones de contorno (11) y (12) puden ser escritas como

ko

t
ot (L, t) = e_%otgol (L) + i / e m(t=s)g (L,s)ds
m Jo

y
k 1 t
G (L) =Bt D)+ - [ (L) ds.
m Jo
donde S (L,t) = k(L) (vz (L, t) + ¢ (L,t)) y M (L,t) = b(L) )y (L,t) donde (x,t) € (0,L) x
(0,7).
Vamos usar las siguientes notaciones
ko,
Di(t)=e"m <m( ) (46)
m/ RO [ (L) 4 (L, )] ds, (47)
Dy (t)=e" @ "1 (L), (48)
1
Ks(t) = 7 / e Ty, (L, s) ds. (49)
m Jo
Presentaremos ahora un sistema de Timoshenko conservativo
p1(z) By — Sy = 0, (50)
po () Yy — My + S =0, (51)

donde S = k (z) <§5z + {/;) y M =b(z) .
Las condiciones iniciales son dadas por

cZ(x,O) = Yo (J}) 7§5t ($7 O) =¥ (x) 712('%70) = Qbo (-7/') 7{515 (1'70) = wl (.’E) (52)

y para el sistema vamos a considerar condiciones de contorno dadas por
&(0,t) =4 (0,t) = 0, (53)
S(L,t) +m@u (L,t) = M (L,t) + Inthu (L,t) = 0. (54)

Denotando por E (t) la energfa asociada del sistema (50)-(54), usando la norma del sistema
(50)-(51) para obtenerla

~ 1 [* ~ ~ ~ ~ ~ mo Ly ~
B =5 | [+ palihl? + B + Hizo + 0o + 5 15 (L0 + 1 (.0)

Multiplicando (50) por & y (51) por ¢ e integrando sobre el intervalo (0, L) obtenemos

d ~ - ~
ZE()=0=E()=E(),

Denotamos por {Sp(t)} el semigrupo definido por el sistema (50)-(52) generado por A; con
k1 = ko = 0. Note que ||So (t) Up|| = ||Uol|. Similarmente, las condiciones de contorno (53)
pueden ser escritas como sigue

$(0,t) = (0,t) = 0. (55)

PESQUIMAT 21(2): 59-82 71



Modelamiento numérico y computacional de la viga de Timoshenko...

Resolviendo (53) y (54) obtenemos

- ~ 1 [t
B (L,1) = B (L,0) + / §(L,s)ds, (56)
0
~ ~ 1 [t~
Uy (Lyt) =4y (L,0) + m/ M (L, s)ds. (57)
0
Denotamos por
D3 =1 (L), (58)
1 [fre ~
K= | [% (L) + 0 (L.5)] ds (59)
m 0
Dy =1 (L (60)
/ Jn (L.9) (61)
Usando las notaciones de arriba, tenemos que U = p —pe V = — 7; satisface
p1(2) Uy — [k (2) (U + V)], = (62)
p2 (x) Ve — [b(2) Valo + k() (Uz + V) =0, (63)
con condicién inicial
U(z,0)=U; (x,0) =V (x,0) =V, (2,0) =0 (64)
y condiciones de contorno
U0,t) =V (0,t) =0,U (L,t) =Gy (t), Vi (L, t) = G2 (1), (65)
donde
G1(t)=D1(t) — D3+ K (t) — K4 (1), (66)
Ga (t) =Dy (t) — Dy + Ko (t) — K3 (1) (67)
Vamos también a usar las siguientes notaciones
t
E(Y,Z,t) = / [pl i+ p2 | Ze2 + 6| Zo|? + 6 |V + 2
0
Iz (t) = [Yo (L, )] + [Ya (L, t) + Z (L, t)?,
Iz (t) = 2 (L, t)|* + | Z0 (L, 1)
Como en el Lema 3.2 tenemos una estimativa para el siguiente sistema de evolucién
Lema 4.2 Suponemos que existe una solucion débil para (68)-(69).
p1Yee — k(Yo + 2), =0, (68)
pQZtt — mez + K (Yx + Z) = O, (69)
con energia finita £ (Y, Z,t) en L' (0,t). Entonces existe una constante positiva tal que
T T
/ [Iyz (8) + Jy () dt < o/ £ (s)ds + C[£(T) + £ (0)].
0 0
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Ademds de eso, para T suficientemente grande, tenemos que existe una constante positiva tal
que la siguiente desigualdad inversa es satisfecha

T T
/Og(s)dsgc/o [Iy2 (t) + J7 (8)]dt + C[€ (T) + £ (0)].

Demostracién: Multiplicando la ecuacién (62) por g (¢, + %) y la ecuacién (63) por qi),.
Prosiguiendo de forma andloga a la prueba del Lema 3.2 obtenemos nuestro resultado.

Lema 4.3 Considere los siguientes operadores

D;: H — L?(0,T)
Uy — D (t)

K;:H — L*(0,T)
Uo —> Kz (t)
donde D; (t), K;(t), i = 1,2,3,4, son definidos en (46), (49), (58), (61) con (U =¢ — ¢,V =

Y — ) solucién del sistema (62)-(63) y ($,v) solucién del sistema (50)-(54). Entonces estos
operadores son compactos.

Demostracién: Combinando la identidad de energia con el Lema 4.2, obtenemos que las si-
guientes aplicaciones

Rt 5t S(L,t),
RY >t M(L,t),

son limitadas en L2 (0,7T). Esto implica que la funcién R* > ¢ — K; (U, t) lleva conjuntos
limitados de H en conjuntos limitados de H' (0,T). Por tanto, por uno de los Teoremas de
imersién dado en el Teorema 2.5.1 dado en [1] la aplicacién RT 5 t — K; (U, t) es compacta de
H en L%(0,7).

4.1. Prueba del Teorema 4.1

Usaremos los siguientes enunciados y resultados para nuestra prueba.

Definicién 4.4 FEl tipo de semigrupo {S(t)} es definido por el siguiente nimero

w(Ay) = 1im 2USOD _ e o ASOD

t—00 t t>0 t

Definicién 4.5 El tipo esencial del semigrupo {S(t)} es definido por

wess (A1) = inf {w € R | M > 0 tal que ||S|,,, < Me“*, vt >0}

€ss

donde ||S]| ., = mf {||S — K||, K compacto} .

< [I5]]

€SS

Notemos que ||S||

€SS
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Definicién 4.6 Sea w, (A1) el limite superior espectral del conjunto resolvente o (Ay).

Observacion 4.7 Note que w (A1) = 0 implica || S(t)|| = 1. Por tanto para probar la falta de
estabilidade exponencial, es suficiente provar que w (Ay) = 0.

Teorema 4.8 (Weyl) El radio esencial de espectro de un operador A; es invariante por per-
turbaciones compactas, o sea

Tess (Al) = Tess (Al + K) )

donde K, es un operador compacto y ress (A1) es el radio espectral esencial de Ay y es dado por
Tess (Al) = méx{|)\| ;A€ Oess (Al)} = inf {R >0A€o0 (Al) ’ |)‘| >R= A€oy (Al)}
y oq (A1) es un conjunto de valores propios isolados de Ay con multiplicidad finita

Demonstragao: Ver [4]

Note primero, que si w(A;) = 0, donde A; es el generador infinitesimal del semigrupo {S(¢)} de
clase Cp, entonces tenemos que ||S(t)|| = 1. Asi para mostrar la falta de estabilidad exponencial
es suficiente mostrar que w(A;) = 0. Para esto vamos a usar la siguiente férmula

w (S) = max {wy (A1) ,wess (5)} .

Como w, (A1) < 0 siempre que A; es disipativo. Entonces la demostracién del Teorema 4.1 es
resumida a mostrar que wess (S) = 0.

Para esto vamos a mostrar primero que la diferencia de los semigrupos S — Sy es un operador
compacto en H y entonces del Teorema de imersién sigue que

Wess (S) = Wess (SO) .

Por tanto, el radio espectral esencial de {S(¢)} y {So(t)} son iguales. Siendo {Sy(¢)} unitario,
tenemos que el espectro es dado por 0. Concluyendo entonces que w (S) = 0 y asi por la siguiente
Observacién 4.7 sigue que {S(t)} no es exponencialmente estable.

Demostracién del Teorema 4.1: Vamos a probar que S — Sy : H — H es un operador com-
pacto. Con efecto, multiplicando la ecuacién (62) y (63) por U, e Vi, respectivamente, obtenemos

gt(U, V, t) = S(L,t) (Dl + Kl) + M(L,t) (DQ + KQ) .

Integrando sobre la variable temporal, encontramos
t
eVt = [ [S(L)(G1) + M (L) (G) ] s
0

Usando la primera desigualdad del Lema 4.2, obtenemos que

T R
) v @)+ ] <3 [P + 18 s
’ i=1 70
De donde sigue que
T 4 T
JRECARTEES) S LIS
‘ i=170

Note que, por el Lema 4.3, D; (Up) y K; (Up) son conjuntos compactos en L? (0,T) si Uy es un
conjunto limitado. As{ para cualquier sucesién de datos iniciales, {U}'}, limitada en el espacio
fase H existe una subsucesién (ain denotada de la misma manera) tal que {D;U}'} y {K;U{'}
convergen fuerte en L? (0, 7). Por la linearidad tenemos que {U*},{V#} también convergen
fuerte en H y {(S — So) (U{)} converge fuerte. Por tanto S — Sy es un operador compacto. Con
esto se concluye la demostracion.
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5. Abordaje Computacional y Discretizacion del Sistema

Observacién 5.1 Para nuestro analisis, los coeficientes serdn constantes.

5.1. Discretizacion del Sistema

Hacemos la discretizacién del sistema usando diferencias finitas para las variables temporal y
espacial, para las derivadas de orden 2 usamos diferencia centrada y para las derivadas de orden
1 usamos o método explicito.

La discretizacion del tiempo es dada por

th=0<t1i=At< .. <tp < ..<ty=NAt <ty =T

donde t,, = nAt paran =20,1,2,...N + 1 y hacemos

L T
h=Az= , At = , L, T eN
RS N+1
con x; = iAx,1=0,1,2,....,1 +1 e t, =nAt.
Consideremos también los siguientes operadores de diferencias finitas en espacio y en el tiempo:
Esquema Progresivo Implicito (primer orden):

n+1 n
P P R
= Az J At
Esquema Atrasado Explicito (primer orden):
n n—1
9o — uj ~ Ui PR e
T AV J At
Diferencia Central (segundo orden):
5 3 1 -1
O+ 0 _ W1 —Wia 0D, U U
2 J 20z 2 2At
Esquema de Diferencias Centrada (segundo orden)
n+1 n n—1
Eaun—u?Jrl_Qu?—i_u?_l éau’?fuj —2uj+uj

En todos los casos u? corresponde a la solucién numérica en los puntos nodales (x;,t,) de la

discretizacion, y tales operadores son construidos con base en la aplicacién de la serie de Taylor
para u (xj,ty).
5.2. Convergencia del Esquema Numérico

Definicion 5.2 Decimos que un esquema numérico en diferencias finitas expresado por

F(A%At)u (ASC, At) =0

y que aprozima una ecuacion diferencial parcial Fu(z,t) = 0, es convergente en cada punto
(zj,tn) si para (zj,tn) — (2,t) tenemos que uj — u cuando Az, At — 0. Formalmente

lim  mdx Hm  méx |u(z;,t,) —uf| =0
Az—04§=0,1,2,... At—0n=0,1,2,...
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Asi nuestro sistema (8)-(13) queda expresado de la siguiente manera

n+1 n—1 n n n n n
©i  — 200 + ¢ (P 207+ Pio1 vi — _
o ( o ) m( - S =0 @

ntl_gum =1 N T qhT n—
(SR (a2 ><> ¢

T

De (70) tenemos

Pl n+1 2p1 Pl n—1 Kk n 2K n Kk n K ' n K ' n
2 i ApPi T AEPi = 1aiel T 5% P Tl — =ity
At? At? At2 FAsan PR PRt TR

De (71) tenemos

2p2 b K K
n+1l n—1 __ n n n n n
Ath NE “a i t+ Atﬂ} =2 ¢z+1 hg i+ @¢i—1 T ¥ + i1 T Ky -

La condicién de contorno en x = L es escrita como

1 n—1 n—1 n n
i =20} + ¢ o — @; Yi — P n
ko | 22—t — —_ ;=0 72
m < Ap2 + ko At +K I + Ri; (72)

n+1l n n—1 n n—1 n n
Lﬂ(m Zﬁng )+k1<w Aw >+b<w . >_0 -

e (72) tenemos

m 2m ko ko K K
At2¢?+1 - AtQQ)Oz + AtQ% + At n - At@? ! + h 90? - h Sozn—l +Hw? =0
X

xT

e (73) tenemos

Im n+1 n m n—1 n n— 1 b b n o __
At2¢z’ Ath tgwi + ¢ 1/1 hxw' hﬂgwi—l_o

5.3. Consistencia y Estabilidad

En particular, el concepto de consistencia nos dice que la solucién exacta de un problema de
valor inicial y de contorno satisface las ecuaciones de diferencias de los métodos numéricos con
un margen de error dado, que se obtiene de la aproximacion via serie de Taylor.

Definicién 5.3 Para Fu(z,t) =0 y Fias anu (Az, At) = 0, decimos que el esquema numérico
es consistente si para cualquier funcion u = u (x,t) suficientemente regular se tiene que:

Fiazanu (Az, At) — 0 cuando (Ax,At) — 0

Definicion 5.4 Un método de diferencias finitas es estable si existe una constante M > 0, tal

que, e < M para todo j,n

Teorema 5.5 (Convergencia Numérica) El esquema numérico explicito espacio-tiempo apli-
cado al sistema, es convergente si, y solamente st,
Ax

At < - (74)

donde ¢ = \/E/p.

Demostracién: Ver [15, 11].

Observacién 5.6 (Propiedades de la Energia Discreta del Método Explicito) Para la
discretizacion de la energia usaremos también diferencias finitas en la variable espacial x.
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5.4. Resultados Computacionales

Ahora exhibimos los resultados de la simulacién numérica que efectuamos del método explicito
en diferencias finitas, principalmente lo que nos muestra es la falta de decaimiento exponencial
de la energia. La principal cuestion es que tratdndose de un modelo de dimensién finita, se debe
determinar los parametros adecuados para asegurar buenos resultados.

Usamos los siguientes pardmetros dados en [1]. Por tanto consideramos el caso con una viga de
longitud L = 1, con las siguientes constantes fisicas £ = 1 x 10*N/m?, G = 4,12 x 10*N/m?, p =
1500kg/m3 y K = 2/6.

Con las siguientes condiciones iniciales:

¢ (x,0) =9 (x,0) = 8sen (4#%) ot (2,0) =y (2,0) = 8sen <87r%> .

Usamos estas funciones ya que el sistema (8)-(13) tiene condiciones de Dirichlet por la izquierda
xz = 0 y la carga puntual funciona como si también tuviera la misma condicién a la derecha
xz = L. Usamos una malla adecuada en cada caso usando la condicién (74) y la evolucién del
tiempo hasta t = 10.

Se obtuvieron los siguientes resultados.

Fungio Dasloc armanta

A
W 0 l"ﬂ“‘““‘l‘\“r
R INIRRVARAARAY:
ll\l‘:‘% ‘,}‘%‘““%\ﬁlﬁ%

A
kg e

ut:] -.:_ e g 04

Figura 2: Caso 1 Funciéon Desplazamiento para ¢t = 1.
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Figura 3: Caso 1 Funcién de Rotacién para ¢ = 1.

Fungin Dasloarena

Figura 4: Funcién Desplazamiento ¢ para ¢t = 10.
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Fungdo Rotags

Figura 5: Funcién Rotacién ¢ para t = 10.
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Figura 6: Decaimiento de la Energia
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Figura 7: Velocidad de las vibraciones

De las figuras observamos lo siguiente:

= Fn las Figuras 2 y 3, observamos el comportamiento en el tiempo ¢t = 1 de las funciones

Desplazamiento Rotacién 1, donde se puede ver un comportamiento similar debido a
b
que usamos las mismas condiciones iniciales para ambas funciones.

FEn las Figuras 4 y 5, observamos el comportamiento en el tiempo ¢ = 10 de las funciones
Desplazamiento ¢ y Rotacion v, donde se puede ver un comportamiento similar debido a
que ambas poseen mecanismo disipativo dado en la frontera x = L; esto a diferencia de
otros modelos en donde por ejemplo el sistema tiene disipacién parcial, como es el caso
visto en el Capitulo 4 de [1], en estos casos el comportamiento de las funciones ¢ y ¢ y
sus tazas de decaimiento serian diferentes.

En la Figura 6 observamos el decaimiento de la energfa, su comportamiento no es ex-
ponencial debido a la taza de decaimiento polinomial de nuestro sistema. En la Figura 7,
observamos la evolucién de las ondas, estas no decaen rapidamente debido a que el sistema
(8)-(13) tiene decaimiento polinomial.

Conclusion

En este trabajo el resultado principal es la prueba de la ausencia de estabilidad exponencial
del sistema presentado. A su vez se muestra que el sistema tiene estabilidad polinomial,
ambos casos son demostrados durante el trabajo.

En lo que respecta a la implementaciéon computacional obervamos las vibraciones, la velo-
cidad de las ondas que suceden en la viga con el pasar del tiempo y la falta de estabilidad
exponencial en su decaimiento.
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= También observamos en la grafica de la energia la taza de decaimento polinomial del

problema. Para otros trabajos se piensa hacer andlisis e implementaciones con otros tipos
de disipacién.
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