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El problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes en L™ (R™)

Magdalena Huacasi Machaca *

Resumen: En este articulo se aborda el problema de valor inicial para las ecua-
ciones de Navier-Stokes en R™ (m = 2,3,...) con condicién inicial en el subespacio
PLP(R™) de LP(R™), caracterizado por la condicién de divergencia nula. Se estudia
el problema considerando su formulacién integral, en donde se usa un argumento de
aproximaciones sucesivas. La existencia y unicidad de la solucién local es probada
dependiendo de una condiciéon de pequeriez en el tiempo de existencia. Por otro lado
el resultado global es probado con una pequenez del dato inicial.
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The initial value problem for the Navier-Stokes equations in L™ (R™)

Abstract: In this paper addresses the initial value problem for the Navier-Stokes
equations in R™ (m = 2,3,...) with initial condition in the subspace PLP(R™)
of LP(R™), characterized by the null divergence condition. The problem is studied
considering its integral formulation, where an argument of successive approximations
is used. The existence and uniqueness of the local solution is proven depending on a
condition of smallness in the time of existence. On the other hand, the overall result
is tested with a small amount of the initial data.

Keywords: Navier-Stokes Equations; Leray Projector; Lebesgue Spaces; Null diver-
gence spaces; Existence and Uniqueness.

Recibido: 18/01/2019. Aceptado: 30/04/2019. Publicado online: 13/05/2019.

©Los autores. Este articulo es publicado por la Revista PESQUIMAT de la Facultad de Ciencias Matemadticas, Universidad Nacional Ma-
yor de San Marcos. Este es un articulo de acceso abierto, distribuido bajo los términos de la licencia Creative Commons Atribucion-No
Comercia-Compartir Igual 4.0 Internacional.(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/) que permite el uso no comercial, distribu-
cién y reproduccién en cualquier medio, siempre que la obra original sea debidamente citada. Para informacién, por favor péngase en contacto
con revistapesquimat.matematica@unmsm.edu.pe

LUNSA, Facultad de Ciencias Naturales y Formales. e-mail: mhuacasim@unsa.edu.pe



Huacasi Machaca

1. Introduccion

Las ecuaciones de Navier-Stokes conforman el pilar de modelos basicos que son utilizados en
diversas ciencias aplicadas como la aerondutica, la oceanografia, la meteorologia y la hidraulica,
ya que dichas ecuaciones permiten comprender, por ejemplo, los flujos de aire turbulento, los
remolinos que se forman cuando el agua escurre por una tuberia o el flujo sanguineo en las
grandes arterias.

Podemos decir que la teoria matematica de la mecanica de fluidos comienza con el trabajo
de Isaac Newton en el siglo XVII, pues fue el primero en aplicar sus leyes de la mécanica al
movimiento de los fluidos.

Posteriormente Leonhard Euler escribié por primera vez en 1755 las ecuaciones que rigen el
movimiento de un fluido en ausencia de viscosidad, es decir, un fluido ideal y progresivamente
estas ecuaciones se fueron completando hasta que finalmente el ingeniero francés Claude-Louis
Navier en su trabajo“Mémoire sur les lois du mouvement des fluides”, dedujo las ecuaciones
para un fluido viscoso en una época en que no se comprendia muy bien cual era la fisica de
la situacién que se estaba matematizando. De hecho lo tinico que hizo fue modificar las ecua-
ciones obtenidas por Euler y considerar las fuerzas de interacién entre las moléculas del fluido.
Aproximadamente 23 anos después en 1845 el matematico irlandés George Gabriel Stokes en su
famoso articulo “On the theories of internal friction of fluids in motion” justificé las ecuaciones
de Navier deduciéndolas adecuadamente. Actualmente a estas ecuaciones se les conoce como las
ecuaciones de Navier-Stokes.

Estas ecuaciones gobiernan el movimiento de fluidos viscosos y que no se comprimen (incom-
presibles). Con la formulacién de estas ecuaciones surge el problema de obtener sus soluciones,
partiendo de ciertas condiciones iniciales. Este problema es méas conocido como “ Problema de
Cauchy para las ecuaciones de Navier-Stokes”.

Este problema fue formulado hace mas de 250 afios y continta siendo una situacién en abierto,
pues son necesarias muchas hipdtesis sobre sus datos iniciales para la obtencién de resultados
como existencia, unicidad, regularidad y solucién explicita. A pesar de que han habido muchos
descubrimientos, la naturaleza de las soluciones en el caso tridimensional sigue siendo un gran
misterio y corresponde al sexto problema del milenio propuesto por el Clay Mathematics Institute
[22].

En principio, para cualquier problema de movimiento de fluido, una vez fijadas las condiciones
iniciales correspondientes al caso considerado, la solucién de este sistema nos proporcionaria el
campo de velocidades y la presion (y en general cualquier otra variable que se exprese en funcién
de estos).

Entre los avances publicados referentes al problema se tiene que, entre 1933 y 1934, Jean
Leray hizo una contribucién fundamental al problema de Cauchy para las ecuaciones de Navier-
Stokes, pues obtuvo existencia de solucion clasica para datos regulares durante un intervalo de
tiempo pequeno (0,7"), pero no le era posible controlar a priori el crecimiento de la velocidad
y sus derivadas al pasar el tiempo. Es asi que introdujo el concepto de solucién débil para las
ecuaciones de Navier-Stokes. Leray fue capaz de construir dichas soluciones pero no fue posible
mostrar su regularidad y unicidad [15].

Usando algunas de estas herramientas E. Hopf, en su trabajo Uber die Anfangswertaufgabe fiir
die hydrodynamischen Grundgleichungen publicado en 1950, probé la existencia de una soluciéon
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debil global para el problema en un dominio abierto arbitrario €2. Esas soluciones fueron llamadas
soluciones de Leray-Hopf [8]. Desde entonces muchos investigadores como Lions, Ladyzhenskaya
y Serrin, se dedicaron a estudiar la unicidad y regularidad de esas soluciones y obtuvieron que
para el caso bidimensional la solucién obtenida por Leray y Hopf es unica y regular [14]. De esta
manera el problema de Cauchy para las ecuaciones de Navier-Stokes queda resuelto para dos
dimensiones.

Dentro de la literatura en espacios de Lebegue tenemos que, en 1972 Fabes, Jones y Riviere
[5] estudian el problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma integral
en el espacio Sy := R™ x [0,T), prueban unicidad para todos los valores de T y existencia para
valores pequenos. Fujita y Kato en [7] y [12] utilizan la teoria de espacios de Hilbert para probar
existencia de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en su formulacién integral en tres
dimensiones. Posteriormente, en 1980 Tetsuro Miyakawa [18] estudia el problema para dominios
acotados y con frontera suficientemente suave, ese mismo ano Fred Weissler [21] da una teoria
de soluciones locales en R = {z = (z1,22,...,&m);z; >0 Vi=1,...,m}.

En esta linea de resultados, cuando no existen restricciones sobre la condicion inicial se prueba
existencia y unicidad de soluciones para intervalos de tiempo pequenos, es decir, soluciones
locales, y cuando la condicion inicial es pequeiia se prueba la existencia y unicidad de soluciones
para todo tiempo, es decir, soluciones globales, como lo hizo Tosio Kato [11] y Giga [9].

2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales de evoluciéon que describen matematicamente el movimiento de los fluidos viscosos,
incompresibles y homogéneos a través del campo de velocidades y la presién. Estas ecuaciones
se escriben de la siguiente manera:

ou

pa—i—p(u-V)u—pf—i—Vp—uAu = 0, en [0,00) x R™
Veu = 0 (1)

u(z,0) = ap(x).

En estas ecuaciones x = (1, -+ ,Zy) es un punto de R™, ¢ es el tiempo, p es la densidad
constante del fluido, f = f(z,t) es la fuerza externa que actia sobre el fluido, p = p(z,t)
y u(z,t) = (ui(x,t), - um(x,t)) son la presion y el campo de velocidades respectivamente,
ambas magnitudes desconocidas. Finalmente p representa la viscosidad cinemaética del fluido.
Las ecuaciones de Navier-Stokes son obtenidas al aplicar las leyes de conservacion de la mecanica
clésica a los fluidos, mas informacién al respecto, ver [1, 4, 17, 13, 20].

Veamos una descripcién de cada termino de las ecuaciones (1)

1. La derivada temporal de la velocidad

ou_(o, 0. o

ot \at Vot o™
describe la evolucién del flujo del fluido al transcurrir el tiempo, partiendo del instante
t = 0 en donde la velocidad es ag(x).
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2. El término de transporte

UVU_(ZUz m,zuz . ---,iuiaium>,
i=1 !

modela el movimiento del fluido e indica que la forma en que se mueve depende de la
velocidad del mismo y es de cardcter no lineal.

. El término de difusién

pAu = p (Aug, Aug, - -+, Aup)

modela la propagacion del fluido cuando este se derrama y la viscosidad cinemaética es un
parametro que mide la intensidad del derramamiento.

. El gradiente de presién

v, (Op Op O
P= 0x1 Oz’ Oz )’

que describe las fuerzas internas de repulsién entre las moléculas del fluido.

. La fuerza externa que actua sobre el fluido,

f: (fl?f?a"' afm)v

es un dato conocido, por ejemplo la gravedad.

. La incompresibilidad del fluido descrita por la condicién de divergencia nula de la velocidad

del fluido

ou;
V-u= =
Z o, =
El agua es un tipico ejemplo de fluido incompresible.

Existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones de
Navier-Stokes

En esta secciéon se abordard el problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-

Stokes incompresibles y homogéneas. Estudiamos las soluciones del problema en cuestion, estas

soluciones son llamadas soluciones fuertes, se trataran los principales teoremas relativos a la

existencia y unicidad de este tipo de soluciones.

3.1.

Problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes

Vamos a considerar las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles y homogéneas con fuerza

externa f = 0 y con condicién inicial igual a ag(z), en todo el espacio R™, es decir,

<gt +(u-Vu ) —pAu+Vp = 0, (2)
V-u = 0, (3)
u(z,0) = ao(x). (4)

12

PESQUIMAT 22(1): 9-29



El problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes L™ (R™)

Debemos aclarar que los resultados obtenidos pueden adaptarse cuando f # 0, con condicio-
nes apropiadas sobre f. Un simple cambio de variable en u y en p nos permiten asumir sin pérdida
de generalidad que p = p = 1, lo que no permite reescribir las ecuaciones de Navier-Stokes como,

ur+(u-Viu—Au+Vp = 0,
V-u = 0, (5)
u(z,0) = ao(x).

3.2. Proyeccién de Helmholtz-Leray

El sistema de ecuaciones (5) es acoplado, en donde encontramos dos incégnitas, la presién p
y el campo de velocidades u. Para desacoplar este sistema introducimos una nueva herramienta,
el operador proyeccion de Helmholtz-Leray. Este operador permite eliminar la variable presién
p, originando un sistema de ecuaciones con apenas “una”’ incégnita, el campo de velocidades.

Definicién 3.1 (Proyector de Leray) Si u : R™ — R™ es un campo vectorial suficiente-
mente reqular, definimos el proyector de Leray a través de la expresion:

P(u) = u+V(=A)"(=V - u), (6)
donde
(=A)" f(2) = (6% f)(x),
Aqui ¢ es la solucién fundamental de la ecuacién de Laplace Au(z) = 0.

El operador P, esta bien definido y es acotado sobre el espacio LP(R™) (mayor informacién,
ver Stein [19]), y algunas de sus propiedades son:

Proposicién 3.2 Sea u,v € LP(R™) y a € R, se cumple que
(1) El operador P es lineal:
Plau + v) = aP(u) + P(v) (7)

(73) Sea g : R™ — R tal que Vg € LP(R™). Entonces,

P(Vg)=0, y V-(P(u)=0, (8)
ademds, V - u =0 si y solo si
P(u) = u. )
(7it) El operador proyeccion P conmuta con la derivada temporal y con el operador Laplaciano,
es decir,
IP)Q = QIF’ PA = AP (10)
o — o VST

Aplicando el operador P a las ecuaciones (5) y usando las propiedades del operador P se
tiene el siguiente sistema equivalente

ut + Pl(u-V)u] — Au = 0,
u(z,0) = ap(x). (11)

Definicién 3.3 Denotaremos por PLP(R™) a la imagen de LP(R™) por P, es decir,
PLP(R™) =P(LP(R™)) = {u € LP(R™); V - u = 0}. (12)
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3.3. Formulacion Integral

En esta seccién se deriva la formulacién integral asociada al sistema (11). Debemos enfatizar
que dicha formulacién integral es la que sera resuelta en el contexto de espacios LP. Uno de los
motivos es que una solucién suave de la formulacién integral es también una solucién de la versién
diferencial. Otro motivo importante es que la formulacién integral posee menos derivadas, las
cuales constituyen un obstaculo, y se acomoda mejor a los espacios carentes de regularidad.

Sea u(x,t) una solucién clasica de (11) y definamos

Y(x,s) = O(z,t —s) *xu(z,s) = / O(x —y,t — s)u(z, s)dy, (13)

m

donde ®(z,t) es la solucién fundamental de la ecuacién del calor. La igualdad (13) puede ser

t—s) tA

escrita de una manera més corta como 1) = e(=9)24, donde el operador e*® es el semigrupo del

calor con las siguiente propiedades

Proposicién 3.4 Sea ®(x,t) la solucién fundamental del calor y €™ el semigrupo del calor vy ,
entonces se cumple que

(1) Para cada t > 0, se tiene
/ O(x,t)dr =1, (14)

(ii) Para cada t,s >0

€(t+s)A — etAGSA. (15)

Derivando formalmente (13) obtenemos

0 0
(’TZJ - aS(/]RmcI)(ac—y,t—S)u(y,é‘)dy)

- /m (é(?(l)(m —y,t—s)u(y,s) + ®(z —y,t — S)%U(y, 3)) dy

= / (—A(cb(x —y,t —s)u(y,s) + ®(z —y,t — s)§SU(y, S)> dy

= P(z,t—s)* %u(a:, s) — A(P(x,t — s)) *u(z,s)
= PO(z,t—s)* (Au(z,s) = Pl(u- V)u(z,s)]) —A(P(z,t — s)) * u(x, s)
= —O(x,t — ) *P[(u- V)u(z,s)].

Integrando de 0 a ¢t y teniendo en cuenta que

Y(x,t) = D(x,0)xu(z,t) = u(z,t), (16)
¥(2,0) = ®(z,t)*u(z,0) = eag(z), (17)
obtenemos
u(z,t) = ePag(x) — / eU=IAP[(u - Vu(z, s)]ds. (18)
0
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Por lo tanto se concluye que toda solucién clésica del sistema (11) satisface la ecuacién integral
(18) y viceversa.
Si denotamos por
F(U(IE,S),U(ZE,S)) :P[(UV)’U(.’E,S)], (19)
la ecuacién integral (18) queda
t
u(z,t) = ePag(x) — / et =IB P (u(z, s), v(z, s))ds. (20)
0
Ahora se estd en condiciones de definir la nocién de solucién que seré utilizada en este articulo.

Definicién 3.5 Diremos que una funcion u: R™ x [0,T) — R™ es una solucion fuerte de las
ecuaciones de Navier-Stokes (11) si

(1) u(-,t) € PLP(R™), para algin p > 1 y ¥Vt > 0.
(i1) La ecuacion (20) se cumple x—c.t.p. y todo t > 0.

Con el objetivo de simplificar esta ecuacion, la parte no lineal serda denotada por

G(u,v)(x,t) = — / e =IB P (u(z, s), v(z, s))ds, (21)
0
por lo tanto
u(z,t) = e®ap(x) + Gu, u(z,t)). (22)

De ahora en adelante, seran estudiados resultados de existencia y unicidad de esta ultima ecua-
cion.

3.4. Desigualdades en los espacios LP(R™)

En los teoremas de existencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones de Navier-Stokes,
vamos a estimar varias veces la norma del semigrupo del calor et en R™, el cual es caracteri-
zado por una convolucién. De este modo, es necesario un resultado que estime la norma de la
convolucién en LP(R™).

Lema 3.6 Sea uw € LP(R™)™ y Vv € LP(R™)™, con 1 < p < q < oo, entonces

_1(m_m
el < e 2y, (23)
_1 m_ m
vedul, < e 2058y, (24)
1 1 1
F(u, < Vols, ==-+4-, 25
1ol < 9ol 3 =T+1 (25)

donde ¢ denota varias constantes independientes de u y v.
Demostraciéon. Por la desigualdad de Young, se obtiene
A
leully = (@, 1) * ulz, 1)

1 1 1
&z, )| lulz, )|y, —-=-+-—1. 26
1@ (2, ) [|r lu(z, )] PR (26)

IN
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Mostremos que

,l(m,m) 1 1

O(z,t)]], <ct 2\P a —=—-4+--1 27
2,0l < ¢ Ceon o= (21)
De hecho,
1
1 —rla| r
o0l = o ([ )
(4mt) =z m
1
(4mt) 2 m \ T
_ _Umer mom
(4m)zrer
= 30D 3 60),
Sustituyendo (27) en (26) se obtiene (23).
De manera similar se procede para demostrar (24) y obtener
IVeBuly = IV®(a,t) x ulz,t)]q
< Ve Ol lu(@, )l —=-+--1 (28)
Ahora mostremos que:
_1(jym_m 1 1 1
IV®(z, 1), < ct 5(1+5 q>, con —=-+--1 (29)
qQ 17 p
En efecto,
1
11 12 |" O\ T
IV (z,t)], = o — </ xre it da:)
1
1 1 —r|x|? "
< o — </ x|re4td:c>
m 1 1
< e (7 (4) (o)
(4mt)2 2t \ 7 r Rm

Veamos que la integral de la dltima desigualdad converge. De hecho, haciendo nuevamente
un cambio de variables p = |y|, y notando que la funcién f(y) = |y|" e~ es radial, la integral

oo
—|yl2 _ 2
/ " e dy = wm/ prml e dp,
m O

donde w,, es el volumen de la esfera m dimensional. Ahora, escribiremos la integral en términos

se puede escribir como

de la funcién Gamma (Mayor informacién, ver Gonzales y Bohorquez [10]), para ello realizamos

el cambio de variable s = p? y obtenemos

0

/OOP”””‘lef’zdp = ;/Oosrzml 7
0

16
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en este caso la funcién Gamma estd bien definida ya que r +m > 0. Por lo tanto,

/ " e dy < oo,

asi

IVO(x,t)]], < ctféf%(lfi)zct 2 2(1) q>‘

Sustituyendo (29) en (28) obtenemos (24).

Finalmente para demostrar (25), se usa la desigualdad de Holder y el hecho de que el proyector
P es acotado.

1 1 1
1 (u, 0)[lp = [[P[(w - V)olll, < [[(u-V)ollp < cljull-[[Vols, i
O
Gracias al resultado anterior se puede controlar el comportamiento del semigrupo del calor

e!® asi como de su derivada Ve!®. Esas estimaciones son esenciales en la demostracién de los

teoremas centrales de este trabajo, los cuales son presentados en la siguiente seccion.
3.5. Existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes

Esta seccién esta motivada por los resultados presentados por Kato [11], Giga [9] y Kato y
Fujita [12]. Se presenta los resultados principales relativos a la existencia y unicidad de soluciones
de las ecuaciones de Navier-Stokes, cuando el dato inicial ag estd en PL(R™).

Definicién 3.7 Definimos el espacio BC([0,T); PLY(R™)) como el espacio de todas las funcio-
nes continuas y acotadas definidas sobre [0,T) y que toman valores en PLI(R™).

El espacio BC([0,T"); PL4(R™)) posee una norma natural dada por
[ulloo == sup ffu(:,t)]Lr- (30)
0<t<T

Ademids (BC([0,T); PLI(R™)), | - |lo) es un espacio de Banach [2]

El siguiente resultado establece la continuidad de e**ag + G(u, u)(z,t), una demostracién de
este resultado puede encontrarse en [16].

Proposicién 3.8 Sea 1 <p <oo yu:[0,T) — PLP(R™), y defina la funcion
v(z,t) = ePag+ Gu,u)(z,t),

donde ay € PLP(R™) y G(u,u) es como en (21). Entonces v,Vv € C([0,T), PLP(R™)), con
m < p.

Lema 3.9 (Lema de las sucesiones acopladas) Sea C > 0 y K, K], n > 0, sucesiones

numéricas tales que

K,+1 < Ko+ CK,K], (31)
1 < K\+CK,K,,. (32)

PESQUIMAT 22(1): 9-29 17
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1
Si Ko, K|, < ok entonces

Kpn <K, y K\ <K. (33)

[ tante K < —.
para atguna constante QC

. 1
Demostracién. Cuando Ky, K, < —, mostremos que

4C

1—+1—-4CK, < 1
2C 2C"°
En efecto, supongamos que K,, K| < K para todo n > 0, y hallemos el valor de K, de hecho

KnaK;l <K:= (34)
Kni1 < Ko+ CK? <K,

implica que CK? — K + Ky < 0, lo que equivale a

1+\/1—4K00 1—\/1—4K00
K= 20 K= 2C =0

Luego tomamos el menor valor de K para el cual K,, es acotado, es decir, tomamos

1 - 1I—4CK,

K =
2C ’
1 i Ko < = t K < !
uego, si —, entonces —.
g ) 0 40’ 2C
De manera similar se procede con KJ,. Por lo tanto K, y K|, son acotadas. ]

Definicién 3.10 (Aproximaciones sucesivas) Definimos la siguiente sucesion

up(z,t) = €ag (35)
Unt1(z,t) = up(t) + Glup,uy)(x,t), t>0,n2>0, (36)

donde G(up,u,)(x,t) es como en (21).

Lema 3.11 Para T' > 0 fijo, la sucesion (un)n>0 dada en la definicion anterior satisface las
siguientes propiedades:

(1) Para o0 € (0,1), las sucesiones dadas por

K, = sup t'7 un(z, )|z (37)
0<t<T

K/ = sup t%HVun(a:,t)Hm, (38)
0<t<T

son acotadas.

(ii) Paraty € [0,T) ym < q < oo se cumple que

; 1(1_m 11—z
tlirgot2< q)un(.%',t) = t3< q>un(xat0)a (39)
, 1-m R St
tligo t 2Vuy(z,t) = t, “*Vuy(z,to). (40)

En la norma de LY(R™).

18 PESQUIMAT 22(1): 9-29
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(791) La sucesion (un)n>0 satisface:
1ii_m
V-<t2(1 q)un) = 0, Vn>0, (41)
v (tl—%wun))

En particular

I3

120%)u, e BO(0,T); PLY®R™) para n >0, (43)
1 m

t2aVu, € BC([0,T); PLY(R™)) para n > 0. (44)
Demostracion.

(i) Mostremos que K, y K, satisfacen las condiciones (31) y (32) del resultado anterior. En
efecto, estimemos primero los términos ||G(un, un)| = y | VG (un, tn)|lm, para ello usaremos
las desigualdades obtenidas en el lema (3.6).

t
1
G (uns un)|[ - < c/o (t—s) 2HF(un(x,s),un(:):,s))H%ds

IN

t
1
[ =9 Hually Vo s
0

Ahora usamos las definiciones de K,, y K/, para obtener
1
_1 949 _1 949
G (un, un)l| 2 < eKnKpt 2t 1+2t/0 (1—t) 2t "aqt

_1s (001
< CKTLK;@t 2 ﬁ <272>7

donde S es la funcién Beta (Mayor informacién, ver Gonzales [10]). Por lo tanto,

_ 01
O G )l < el (55 ) (15)
De modo similar podemos obtener
o1 6
13 VG (tn, )l < KKy (2, 5~ 2) . (46)

Denotemos por

C:méx{cﬁ <g,;)7cﬁ <g,;—g)}7 (47)

usando esta constante en las desigualdades (45) y (46), obtenemos
1-46
P2 Gl )l < CKLK, (48)
1 /
t2|VG(up, up)llm < CK,K,,. (49)

Reemplazando estas nuevas desigualdades en las definiciones de Ky,41y K, ;( (37) y (38)
respectivamente) resulta
1-s 1-s
Kopr < sup £ Juglln + sup 5 |Glun, un)
0<t<T 0<t<T
< Ko+ CK,K],
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1 < K\+CK,K,,.

Es decir, K,, y K], satisfacen las primeras condiciones del lema de sucesiones acopladas. Por
lo tanto, concluimos que K,,, K/, son acotadas por una constante K < % si Ko, K|, < %,
lo que concluye la prueba de (7).

1_m _m
(ii) Como t?2 <1 ‘1) y #1724 son continuas para todo t € [0,T") ya que 1 — % >0y 1-— g”—q > 0.
De la Proposicién 3.8 resulta que u,, y Vu,, son continuas en L4(R™), en (0,7), para todo

1ii_m _m
n > 0. Ademds en t = 0 tenemos que t2<1 q>un =0y t'"2Vu, = 0 . De aqui que

m

1i_m m
2 (1 a )un y t'~24 Vu,, son continuas en LY(R™), en [0,T).

(iii) Mostremos (41) y cuando n = 0. En efecto, usando el hecho de que el operador P conmuta
con las derivadas y con el semigrupo del calor, obtenemos

m

(=g = 09 p(e2ag())

= 5 07%) et (pag (2)
— t%(li%)etAao(x)
= t%<l_%)u0.

li1_m
usando (9) se tiene que V - <t2 <1 a )u0> =
Veamos el caso general. De hecho, de la definicién de u,1 y de las propiedades de operador
P, se obtiene

m

]P’(t%@*?)unﬂ) = P(t%oi%)uo)+P(t%(1i%>G(“m“n))
= 50) (%) ( / " -2p((g, - V>un>ds)

0

— t%(l’%) <u0 _ /t e(t_s)A]P’((un-V)un)ds>,

0
X 1 (1_ Ln)
haciendo uso de (9) obtenemos V - [ t2\" @/ u,41 | = 0.
Por lo tanto, (41) se cumplen para todo n > 0,de manera similar hacemos con (42). Lo
que concluye la prueba de (#i7).
Denotemos por

Wn4+1 = Up4+l — Upn = G(unvun) - G(unflyunfl)a Vn > 0,

wo = uQ.
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Lema 3.12 Para wy+1 definido anteriormente y m < q, se cumple que

IN

t 1 _
_1 s§—m _1 _1-95
lewnt1llg (”?Zkt‘s) 2D (5wl + 57 IV (wn) ) ds, (50)

IN

t
IVun)ly < e [(t=s7 307 (H g 457 5 IV (w)l)ds, (5D
0

donde K es la constante obtenida en el Lema 3.9.
Demostraciéon. En efecto,

Hwn—HHq = HG(Un7un) - G(un—laun—l)Hq

HG(UTL — Un—1, un) + G(Un—b Up — un—l)”q

IN

I1G (un = tn—1,un)llq + |G (un—1, un — un-1)llq
¢ 1 _m

C/ (t — 5)"21H=) <||un—un_1\|%uwnum+
0

Jun1ll2 1V (o = 1) ) s

IN

t 1 m
0
13
s K1 |V (un —un_l)Hm> ds

t
< ok (=30 (s g+ 57 F [T (wn)ln) s
0

donde en la tercera linea usamos la desigualdad triangular, en la cuarta se uso las estimaciones
obtenidas en el lema 3.6, en la quinta linea hemos usado las definiciones de K,, y K/, ( (37) y
(38) respectivamente).

Por un calculo similar se obtiene (51). O
Debido a que en las expresiones (50) y (51) aparecen los términos [[wp||= y [[V(wn)]m, es
necesario acotar estos términos por constantes que no dependen de u,,.

Lema 3.13 Para w, definido anteriormente y 0 < 6 < 1, se cumple que

—9)
2CK)"et™ "2 |ao|lm, (52)

IVwnllm < (2CK) ct™2|ag|m- (53)

B
=

NE
A

donde K y C son las constantes C' = max {cﬁ(%, %), cﬁ(g, % — g)} y K < % respectivamente.

Demostracién. Mostraremos (52) por induccién. En efecto, verifiquemos esta desigualdad para

n=>0

1-6
lwollz = [luoll= = lle"*aol|l= < ct™ "2 [|ao[lm

Supongamos que (52) es valida para m y mostremos que se cumplen para n + 1. De hecho,
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tomando ¢ = ’§ en (50), obtenemos:

1/ _1 _1-¢6
lwailly < ek [ (=875 (57 wallg + 572 [Vun|n ) ds
0
t 1/ 1 W (=8 _1-s no,_1
< K[ (t— )3 (s 3 (20K) es™ 7 Jao|m+ 577 (2CK) et 2\|a0||m) ds
0
2 t 1 1 )
— 22K (20K ao|lm /(t—s)_2s_ +ds
0
1
(1)
< 22K (2CK)"||agl|mt™ = /(1—2)_§2_1+gdz,
0
(-9 01
= 2K(2CK)" |ag|lmt ™2 5(2,2>
(1-8)
< c2CK)" M aglmt™ 2
Por lo tanto (52) se cumple para todo n > 0. De modo similar se demuestra (53). O

Podemos combinar los dos resultados anteriores para obtener cotas para ||wn1llq ¥ [[Vwn+ilq
con m < gq.
Lema 3.14 Para w,, definido anteriormente y m < q, se cumple que

t
fwnsally < 2K ECK) ol [ (¢ - 570Dt s, (54)
0

t
IVewnilly < 2c2K<20K>”uaoum/ (t— ) 2D s, (55)
0

Demostracién. Reemplazando (52) y (53) en (51) y (50), resulta

t _1l(j4s_m (1-6)
lwnsally < K/ (t =) 2D (s CK) s aollm +
0
_1-6 _1
s~ (20K )es 2Ha0||m> ds

t
22K (20K [ao)lm / (t— 5) 305 m1+d g
0

IN

a-

t m 5)
IVwniilly < K/ (t—5) 20D (s OK) es™ 7 agllm +
0

s~ (20K)"es™3 Ha0||m) ds

t

< QCQK@CK)nHaon/(t—s)_é@%_?)s—Hgds.
0

Como se queria demostrar.

3.6. Existencia local de soluciones fuertes

El resultado estudiado en esta seccién es uno de los méas importantes. A lo largo de la
demostracién usamos los lemas 3.9, 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14. El teorema que se presenta es el
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de existencia local en el tiempo para cualquier dato inicial que fue estudiado por Kato [11]. Se
prueba existencia de solucién local para cualquier ag € PL™(R™) independientemente del valor
de su norma.

Teorema 3.15 (Existencia Local) Seaay € PL™(R™). Entonces existe T > 0 y una solucion
unica u de las ecuaciones de Navier-Stokes en el sentido de la Definicion 3.5, tal que

td=m/0/2y e BC(0,T); PLY(R™)) para m < q < oo, (56)
t1=m/2ay, e BC([0,T); PLYR™)) para m < q < oo, (57)
ambos con valores cero en t =0, excepto para ¢ =m en (56) en el cual u(0) = ag.

Demostracién. Gracias al Lema 3.11 afirmamos que

1 m
tﬁ(l_g)un € BC([0,T); PLY(R™)) para n >0,
t' "2V, € BC([0,T); PLY(R™)) para n > 0.

Mostremos ahora la convergencia de las sucesiones en los respectivos espacios. Podemos distinguir
dos casos: m < ¢ < 0oy m=q.

m

1(1_m
Veamos que t? <1 a )un converge cuando m < ¢. De la desigualdad (52), obtenemos que la

t¥ an

n>0

serie

es convergente en BC([0,T); PLs (R™)) si 20K < 1 con C dado en (47), es decir K debe ser
pequeno. De (34) deducimos que para que K sea pequero

Ko= sup t'2 [Jug||=
0<t<T 0

debe ser pequeno. Por otro lado, acotemos K para ello tomamos g € C2°(R™) C L™(R™) que
aproxime a ag, es decir, ||ag — g||m < &, luego

16 16 16
P Baln < £ T (g — gl + T e )
15 —(-5) 15
< a2zt (a0 = g)llm + et lgll
1-5
< cll(ao - g)llm + et g1
1-6
< cetatz gl

-5
Cuando t — 0y ¢ — 0, entonces tlTHetAagH% — 0, es decir, Ko — 0. Lo que es
equivalente a que T sea pequeno. Por lo tanto, podemos tomar T de tal manera que

1

Ky < —

0= 407
es decir, tomamos T, tal que

7 oz < —
sup t 2 |Jug||lm < —.
0<t<T s T 4C
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De aqui que la serie 5" Y n>0 Wn es convergente en BC([0,T'); PL7% (R™)), lo que es equivalente
a que t¥un converja en BC([0,T); PLs (R™)).
Luego, existe t'Fu e BC([0,T); PL% (R™)) tal que
1-5 1-5

lim ¢t 2 u, =t 2 u,
n—oo

que es equivalente a
lim w, =u, sit#0.
n—oo

m

Como m < g, entonces T < 1; luego podemos tomar § = 2

, en el andlisis anterior para

obtener que
1i_m
t2<1 a >u € BC(]0,T); PLY(R™)) para m < ¢ < 0.
Si ¢ = m, entonces en (54) se tiene

t
fwnsally < 2KECK) aoln [ (¢~ 5557 Hds
0

< 262K (2CK)"||aol|mp (g 1— g)

< KQCK)"|aollm,

donde K = 2¢2K. Recordando que 2CK < 1, resulta que la serie ano wy, es convergente en
BC([0,T); PL™(R™)), lo que es equivalente a que u, converja en BC([0,T"); PL™(R™)). Luego,
existe u € BC([0,T); PL™(R™)) tal que

lim u, = u,
n—oo

es decir, se ha encontrado
u € BC([0,T); PLY(R™)) para ¢ =m.

Por lo tanto,
1y _m
t2<1 a >u € BC([0,T); PLY(R™)) para m < ¢q < oo. (58)
Demostrando asi (56).

Para mostrar la convergencia de <t172%V(un)> , distinguimos también los casos: m =q y
>0
m < q < 0. "=

En el caso ¢ = m, como 2CK < 1, de la desigualdad (53) obtenemos que la serie

23" V(wy)

n>0

es convergente en BC([0,T); PL™(R™)), lo que es equivalente a que t%V(un) converja en
BC([0,T); PL™(R™)). Luego, existe t2v € BC([0,T); PL™(R™)) tal que
1 1
lim 2V (uy,) = t2v,
n—oo

que es equivalente a
lim V(u,) =wv, sit#0.

n—oo
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Para el caso m < ¢ < oo, en primer lugar vamos a realizar el cambio de variable s = tz, para
simplificar la integral de la desigualdad (55) y obtener

t _1 _m _lf(g_m 1 1)
B (2+0-2) —142 _ 2(2 q) i fs_Mm) 9
/O(t s) 2 a’g 2ds t ,8< 2<5 q>’2>'

Para que la funciéon Beta esté bien definida, exigimos que —% ((5 — %) > 0, es decir, § — % > 0.

Lo que es equivalente a que
m
< NE
=75

asi, cuando § — 0, entonces ¢ < co. Reemplazando (59) en (55), se obtiene

_1l(g_m 1
Vil < 22K R Jaollt 075 (5 (5-2).3).

y como 2C K < 1, entonces la serie

t_%<2_%> Z V (wy)

n>0

_l(g_m
es convergente en BC([0,7T); PLY(R™)), lo que implica que ¢ 2 <2 a )V(un) converja en
BC([0,T); PLY(R™)),conm < qg<ooyq<7T%.

_lfg_m
Luego, existe t 2 <2 a )’U € BC([0,T); PL1(R™)) tal que

m

lim t_%<2_7)V(un) = t_%<2_%>v,

n—oo

que es equivalente a
lim V(u,) =wv, sit#0.

n—oo

Mostremos ahora que Vu = v, en efecto, sabemos que lim,,__,, u,, = u, esto implica que

lim V(up) = Vu,

n—oo
ademads, como

lim V(up) = v,

n—aoo

por la unicidad del limite, resulta que
Vu = .

Asi, hemos demostrado que
_1 (2_&) m
t 2 )Vu € BC([0,T); PLY(R™)) Vm < g < 0. (59)

Es decir, se ha demostrado (57).

Probemos ahora que u obtenido como limite de la sucesién (uy), - satisface (22). En efecto,
tomando limite en

¢
Upt1 = Uy — / e(t_s)AIP)(un - V)upds,
0
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obtenemos

t

lim wpy1 = wo— lim AP (u, - V)upds

t
u = uo—/ e3P (y - V)ds.
0

donde se us6 el hecho de que u, M y Vu, M Vu. Por lo tanto u satisface (22).

Finalmente mostremos la unicidad de u. Para ello supongamos que existen dos soluciones u,
v con el mismo valor inicial, es decir, u(0) = v(0) = ag, y calculemos

[u=vllg = [IG(u,u) = G(v,0)]q
= [1G(u—=wv,u) + Gv,u =)y

1
Como t' ™21 Vy y t2( >v pertenecen a BC([0,T), PLI(R™)), para m < q. Entonces existe
K > 0 tal que

5|V < K 20758 ol < K
Vuln <Ky Joll= < .
Luego, usando el mismo procedimiento, que se empled para obtener (50) y (51), resulta que
—5(146-"1) =4
Ju=vlly < K/ 2D (575 u = vllm + 575 V(@ = o) )ds,  (60)

IV(u—v)l, < cK/t sy TG )<5 3w — of|m 45~ 26\|V(u—v)Hm>d5. (61)

Luego,
! 14-6— )
ool < e [l0— 9 D (o 155 vl + sup IV )l
0 0<t<T 0<t<
1 m 1 1
< cKt2(14)/(1—z)2(1H D5z [ sup s ||U—U||’"
0 o<t<T
1

sup t2||V(u—v)||m>. (62)
0<t<T

Con célculos similares, obtenemos

m 1 1 m
IV(u—0)ll, < Kt % / (12720150 sup ¢77 Jlu— vfjm+
0 0<t<T

sup £3[|V(u — v)Hm) . (63)

0<t<T

Tomando ¢ = ’§ en (62) y ¢ = m en (63) tenemos

61
fu—ol < cKt2B( )(sup = vl + s t2||V<u—v>um)

272 ) \o<i<r
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61 4
19— )l < cKt2ﬂ< —) sup 15 Ju ol + sup Vo)l ).
2'2 2 0<t<T <

Poniendo

A= sup t77 Ju—v|a y A'= sup t3[|V(u— )],
o<t<T 0<t<T

las desigualdades anteriores quedan

A < cK5<2 2>(A+A’)<KC(A+A’)
A < cm@; 5>(A+A’)§KC(A+A’),

donde C' es como en (47). Sumando ambas desigualdades
A+ A < 2KC(A+ A').

Como 2KC < 1, entonces A+ A" = 0. De donde A = 0y A’ = 0, reemplazando esto en (62)
resulta que u = v, lo que demuestra la unicidad. Concluyendo asi la demostracién del teorema.
O

En el teorema anterior demostramos la existencia y unicidad de soluciones débiles locales para
las ecuaciones de Navier-Sokes cuando los datos iniciales son cualesquiera. Mas concretamente
en ese teorema se mostré que existe solucién débil local para cualquier ag € PL™(R™).

3.7. Existencia global de soluciones fuertes

Esta seccidon serd dedicada al estudio de las soluciones débiles de las ecuaciones de Navier-
Stokes cuando la condicién inicial es pequena.

Teorema 3.16 Existe A > 0 tal que si ||ap||m < A, entonces la solucion obtenida en el Teorema
3.15 es global, es decir, podemos tomar T = oc.

1i{_m
Demostracion. Al igual que en el Teorema 3.15 mostremos que <t2 (1 a )un (t)) y
n>0

( ' ZLIVUH( )) . Gomvergen en BC([0,T); PLY(R™)) y BC([0,T); PLY(R™)) respectivamente.

Se distinguen también los casos: m < ¢ < oo 'y ¢ = m. De la desigualdad (52), obtenemos

tl%é an

n>0

que la serie

es convergente siempre y cuando 2CK < 1. Como en el Teorema 3.15 esto implicaba que Ky <
%, relacionemos ahora Ky con A. Recordando que

Ko= sup t2 [e®ag]|m,
0<t<T 3
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y usando las desigualdades obtenidas en el lema 3.6 obtenemos
leta|lm < et 7" [lagm:
lo que equivale a
E e ap]| 2 < cllaollm:

Tomando supremo sobre ¢ resulta

1-5
sup 7 [[e"®agl|z < cflag|lm < X,
0<t<T

luego cA = %, entonces A = ﬁ. Por lo tanto, podemos tomar T' = co si A = ﬁ. Para A de

1 _m _m
esa forma se cumple la convergencia de <t2 (1 a >un(t)) y (tl 2q Vun(t)> " El resto de
n>

n>0
la demostracion es como el Teorema 3.15. O

4. Conclusion

Si se aplica un argumento de aproximaciones sucesivas en el estudio del problema de valor
inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes, obtenemos soluciones unicas pero su tiempo de
existencia es muy “pequeno” y estd relacionado con el tamano del dato inicial. Para datos iniciales
grandes es muy dificil prolongar el tiempo de existencia de este tipo de soluciones, por el contrario
para datos iniciales pequenos el tiempo de existencia es global.

Agradecimientos

Muestro mis mas sinceros agradecimientos al Dr. Julio Valencia Guevara, quien con su cono-
cimiento y su guia fue una pieza clave para que pudiera desarrollar cada etapa de este trabajo.

Referencias bibliograficas

[1] Boyer, F. and Fabrie, P. (2012). Mathematical tools for the study of the incompressible
Navier-Stokes equations and related models. New York, United States of America: Springer
Science & Business Media.

[2] Brezis, H. (2010). Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. New
York, United States of America: Springer Science & Business Media.

[3] Chamorro, D. (2010). Espacios de Lebesgue y de Lorentz. Quito, Ecuador: Facultad de
Ciencias de la Escuela Politécnica Nacional

[4] Chorin, A. J. and Marsden, J. E. (1992). A mathematical introduction to fluid mechanics.
New York, United States of America: Springer.

[5] Fabes, E. B.; Jones, B. F. and Riviere, N. M. (1972). The initial value problem for the
Navier-Stokes equations with data in LP. Archive for Rational Mechanics and Analysis,
45(3), 222-240.

28 PESQUIMAT 22(1): 9-29



El problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes L™ (R™)

[21]

22]

Folland, G. B. (1999). Real analysis: modern techniques and their applications. New York,
United States of America: John Wiley & Sons.

Fujita, H. and Kato, T. (1964). On the Navier-Stokes initial value problem 1. Archive for
rational mechanics and analysis, 16(4), 269-315.

Giga, Y. (1983). Weak and strong solutions of the Navier-Stokes initial value problem.
Publicationsof the Research Institute for Mathematical Sciences, 19(3), 887-910.

Giga, Y. (1986). Solutions for semilinear parabolic equations in LP and regularity of weak
solutions of the Navier-Stokes system. Journal of differential equations, 62(2), 186-212.

Gonzales, M. y Bohorquez, M. (2017). La funcién Gamma: propiedades bdsicas y algunas
aplicaciones. Selecciones Matemadticas, 4(2), 177-191.

Kato, T. (1984). Strong LP-solutions of the Navier-Stokes equation in R, with applications
to weak solutions. Mathematische Zeitschrift, 187(4), 471-480.

Kato, T. and Fujita, H. (1962). On the nonstationary Navier-Stokes system. Rendiconti del
Seminario Matematico della Universita di Padova, 32, 243-260.

Kreiss, Heinz-Otto and Lorenz, J. (1989). Initial-boundary value problems and the Navier-
Stokes equations. United States of America: Academic Press, INC.

Ladyzhenskaya, O. A. (1969). The mathematical theory of viscous incompressible flow (Vol.
2). New York, United States of America: Gordon and Breach.

Leray, J. (1934). Sur le mouvement d’un liquide visqueux emplissant I’espace. Acta mathe-
matica, 63(1), 193-248.

Longen, L. G. (2016). Boa-colocagao e solugoes assintoticamente autossimilares para as
equagoes de Navier-Stokes em espagos de Herz fracos (Tese de Mestrado). Universidade
Estadual de Campinas, Brasil.

Melo, Severino Toscano; Neto, F. Moura. (1991). Mecanica dos fluidos e equagoes diferen-
ciais. Rio de Janeiro, Brasil: IMPA.

Miyakawa, T. (1981). On the initial value problem for the Navier-Stokes equations in LP
spaces. Hiroshima Mathematical Journal, 11(1), 9-20.

Stein, E. M. (2016). Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions (PMS-
30). New Jersey, United States of America: Princeton university press.

Teman, R. and Miranville, A. (2000) Mathematical modeling in continuum mechanics. Cam-
bridge, Reino Unido: Cambridge University Press.

Weissler, F. B. (1980) The Navier-Stokes initial value problem in LP. Archive for Rational-
Mechanics and Analysis, 74(3), 219-230.

Clay Mathematics Institute. (2019) http://www.claymath.org/millennium-problems.

PESQUIMAT 22(1): 9-29 29



	Introducción
	Ecuaciones de Navier-Stokes
	Existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones de  Navier-Stokes
	Problema de valor inicial para las ecuaciones de Navier-Stokes
	Proyección de Helmholtz-Leray
	Formulación Integral
	Desigualdades en los espacios  Lp(Rm) 
	Existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes
	Existencia local de soluciones fuertes 
	Existencia global de soluciones fuertes

	Conclusión

