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Un método de punto proximal escalarizado inexacto para minimizacion
multiobjetivo cuasi-convexa en espacios Euclidianos

Erik Papa Quiroz ' y Segundo Cruzado Acufia ?

Resumen: En este articulo presentamos un método de punto proximal escalari-
zado inexacto para resolver problemas irrestrictos de minimizacion multiobjetivo
cuasiconvexas definidos en espacios Euclidianos, donde las funciones vectoriales son
localmente Lipschitz. Bajo algunas hipdtesis naturales, probamos que la sucesién
generada por el método estd bien definida, y converge globalmente. Seguidamente
proporcionando al método propuesto dos criterios de error, se obtienen dos variantes
del mismo, y se prueba que las sucesiones generadas por cada una de estas variantes,
convergen hacia un punto critico Pareto-Clarke del problema.
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An inexact scalarization proximal point method for multiobjective quasiconvex
minimization in Euclidean spaces

Abstract: In this paper, we present an inexact scalarized proximal point method
to solve unconstrained quasiconvex multiobjective minimization problems defined
in Euclidean spaces, where the vector functions are locally Lipschitz. Under some
natural assumptions, we prove that the sequence generated by the method is well
defined and converges globally. Next, introduzing two error criteria on the method,
two variants are obtained, and it is proved that the sequences generated by each one
of these variants, converge to a Pareto-Clarke critical point of the problem.
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1. Introduccion

En el presente articulo, se tiene como objetivo resolver el siguiente problema irrestricto de
minimizacién multiobjetivo cuasi-convexa, definido en espacios Euclidianos
minF(x) = min{F(z), x € R"}. (1)
z€R™
Decimos que que el problema anterior es multiobjetivo, debido a que F' : R” — RP, es de la

forma F(x) = (Fi(x),-- -, Fp(x)), p > 2; y cuasi-convexa, dado que cada una de las componentes
de la funcién F (F; : R® - R, 1 = 1,2,--- ,p) satisfacen la siguiente desigualdad:

Fi(Az + (1 = Ny) < maz{F;(z), F;(y)},YA € [0,1,Vz,y e R", yVie {1,2,--- p}.

La eleccion de trabajar con funciones multiobjetivo se justifica en el hecho de que en la vida
diaria, muchas veces para tomar una decisién, se debe optimizar muchas funciones objetivo a la
vez. Por ejemplo en el proceso de compra de una casa, uno quiere la “mejor”, al mejor precio, pero
Lqué es lo mejor?. En base al sentido comin es razonable aceptar como “mejor casa’, aquella que
es la mas amplia, la que resulte mas confortable, la que tenga mejor ubicacién, y ciertamente
aquella con minimos gastos de mantenimiento; si a estas funciones objetivo le agregamos el costo
de la casa (el cual queremos minimizar), entonces tendriamos una funcién con cinco objetivos, o
en general una funciéon multiobjetivo, en cambio si solamente consideramos uno de los objetivos,
entonces estariamos ante un problema de optimizacién simple, o mono-objetivo, estudiado en la
optimizacién clésica [5, p. 151].

Por otro lado, la eleccién de las funciones cuasi-convexas, no solo se debe a la reciente aten-
cién que éstas vienen recibiendo por una parte de la comunidad cientifica, si no también a la
amplia gama de aplicaciones, por ejemplo en teoria de localizacién (en la cuél sus modelos apa-
recen representados por funcién objetivo cuasi-convexas), ver [16], en programacién fraccional,
y especialmente en teoria de decisiéon del consumidor en econémica, en la cudl la minimiza-
cién cuasi-convexa estd relacionado a las preferencias convexas, ver por ejemplo [19]. Algunos
articulos relacionados a ellos son los siguientes: [18], [29], [25], entre otros.

Por lo tanto, para resolver el problema (1), donde F' es una funcién localmente Lipschitz,
y ademds satisface algunas otras condiciones, presentaremos un Método de Punto Proximal
Escalarizado Inexacto (MPPEI) para minimizacién multiobjetivo cuasi-convexa, el cudl tiene el

siguiente proceso iterativo: dado un z* € R”, con k = 0,1,2,---, encontrar un z**t! € Qy, tal
que:
Qg
e o (PO, 2 + . - 22 () 4 N (a4, 2

donde 3 es el subdiferencial de Clarke (ver Definicién 2.2.2), Q) = {z € R" : F(x) < ' F(2*)} C
R? ap >0, {z} CREN{O} ={y e R? 1y > 0550 = 1,---,pyy # 0}, |lzll = 1, 5
Nq, (zF1) = {d € R™ : {(d,z — 2FF1) <0, Vo € Q} es el cono normal a € en xF+1.

El MPPEI anteriormente indicado, representa una extension hacia su versién inexacta del
Método de Punto Proximal Escalarizado (MPPE) presentado por [1], quienes trabajando con
hipStesis semejantes, y considerando en (2) que e+ = 0, probaron que la sucesién {21} ge-
nerada por el método estd bien definida, y ademaés obtienen la convergencia global a un punto
critico Pareto-Clarke, y cuando F' es convexa, obtienen la convergencia a una solucién débil de
Pareto.

Decimos que F(x) < F(x), para F(z), F(z*) € RP, si y solamente si F;(z) < F;(z*) para todoi=1,--- ,p.
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La extensién hacia su versién inexacta del método propuesto por [1], responde a la necesi-
dad de construir algoritmos de punto proximal computacionalmente mas implementables, y se
justifica en la dificultad que por lo general se tiene para encontrar un valor ¥ que resuelva de
forma exacta los subproblemas generados por el Método del Punto Proximal. En ese sentido
se consideran errores de aproximacién e, los cuales al cumplir determinadas propiedades, per-
miten generalizar las propiedades de convergencia de los algoritmos exactos, ver por ejemplo
los articulos: [25] y [24], en el tdltimo de los cudles los autores presentan una versién inexacta
del primero de ellos (trabajando en ambos casos con funciones cuasi-convexas semi-continuas
inferiores). Otros trabajos para funciones cuasi-convexas diferenciables pero que hacen uso de
iteraciones exactas también fueron desarrollados por [22], [11], [14] v [29].

Actualmente, en el campo de las variedades de Hadamard (variedades Riemannianas con
curvatura seccional no positiva), la versién inexacta del método propuesto por [1], estd siendo
estudiada (ver por ejemplo [3]), sin embargo atin no existen publicaciones al respecto. Por lo
tanto, al no existir en los espacios Euclidianos trabajos tedricos relacionados con la extension
de dicho método hacia su version inexacta, en el presente articulo realizamos dicho trabajo.
Ademas, siguiendo un enfoque semejante al realizado por [4] (quienes trabajaron con funciones
mono-objetivo definidas en espacios de Hadamard), presentamos y analizamos los resultados de
convergencia de dos variantes del algoritmo MPPEI, dados por los siguientes criterios de error:

= [kt
— < H4
—o Y
leb+1) T S 2
o < el =t donde Tt < oo,

k=0

el primero de los cuéles es una version clasica introducida por [27], y el segundo de ellos, fue
estudiado por [30]. También, bajo ciertas hipé6tesis (como por ejemplo la acotacién del pard-
metro ay), probamos que la sucesién {z*} generada por cada una de estas variantes converge
hacia algun punto critico Pareto-Clarke (ver Definicién 2.4.1) del problema (1); y si F' es convexa,
probamos que el punto de convergencia de {2}, es una solucién débil de Pareto del problema, (1).

El resto del documento estd organizado de la siguiente manera: En la Seccién 2, presentamos
algunas definiciones y resultados relacionados con las cuasi-convexidad de funciones localmente
Lipschitz, con los subdiferenciales de Fréchet y Clarke, y con la teoria de optimizacién multiob-
jetivo, necesaria para los fines del presente articulo. En la Seccién 3, presentamos el problema
de optimizacion y el algoritmo inexacto MPPEI. Finalmente, en la seccién 4, proporcionando
a dicho algoritmo de dos criterios de error, obtenemos dos variantes del mismo (MPPEIl y
MPPEI2), y probamos que la sucesiones generadas por cada una de estas variantes, convergen
hacia un punto critico Pareto-Clarke del problema. Cabe resaltar que el analisis de la velocidad
de convergencia del algoritmo MPPEI2, recientemente ha sido estudiado por [?], por lo que se
recomienda revisar dicho articulo, dado que constituye un complemento del presente trabajo.

2. Preliminares

Los conceptos y resultados que presentamos en esta seccién, han sido tomados de [7], [31],
[21] y [28], v son de fundamental importancia para el desarrollo del presente articulo, a lo
largo del cual R™ denota el espacio Euclidiano, quien junto con el producto interno candnico
(z,y) = >, x;y; y la norma en z dada por || z ||= y/(z, z), representa un espacio vectorial.
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2.1. Definiciones, notaciones y algunos resultados basicos

Dada una funcién con valores en los reales extendidos f : R” — R U {+o0}, denotamos
por dom(f) = {x € R" : f(x) < 400}, al dominio efectivo de f. Decimos que f es propia, si
dom(f) # 0y VY € dom(f) se tiene que f(z) > —oo. Ademds, f es semicontinua inferior (sci)
en T € R" si para toda sucesién {xj}reny convergente a T se tiene que f(7) < I}Cniigg f(zg); si
f es sci para todo x € R", entonces decimos que f es sci en R”, o simplemente que f es sci. Si

lim f(z) = +oo, f es llamada coerciva.
|z||—=+o0

Definicién 2.1.1 Sea f : R" — RU {+o0} una funcion propia. Decimos que f es localmente
Lipschitz en x € dom(f), si existe algiun €, > 0 tal que:

1f(z) = fy)| <Lz z—y | Vz,y€ B(w,e),

donde B(z,e;) ={y € R", ||y —z ||[< €4} y Ly > 0 es la constante de Lipschitz. Decimos que f
es localmente Lipschitz en R™, si f es localmente Lipschitz en cada x € R™,

Definicion 2.1.2 Sean C C R™ yx € C. El cono normal al punto T relacionado al conjunto C
estd dado por No(T) ={d € R": (d,z — %) <0, Vx € C}.

Proposicién 2.1.1 Si f : R" — RU {400} es una funcion propia, semicontinua inferior y
coerciva, entonces el valor dptimo f* es finito, y ademds el conjunto arg min{f(x): =z € R"}
es no vacio y compacto.

Demostracién. Véase [28], Teorema 1.9. O
Teorema 2.1.1 Si una funcion f: R™ O X — RU{+o0} es coerciva y semicontinua inferior
en un conjunto X # (), entonces existe un punto que representa un minimo global de f en X.

Demostracién. Véase [23], Corolario 3.4. O

Definicién 2.1.3 Sea f : R" — RU{+o0} una funcion propia. Decimos que f es cuasi-conveza
st flax+ (1 — a)y) < max{f(x), f(y)} para todo z,y € R™ y para todo o € [0, 1].

Definicién 2.1.4 Sea F : R™ — RP (donde F; : R™ — R) una funcién. Decimos que F' es

1. RE -cuasi-convexa si y sélo si cada componente de F' es cuasi-convera;
2. RY -convexa si cada componente de F es convexa;

3. locamente Lipschitz en R™ si cada componente de F' es locamente Lipschitz en R™.

El resultado que presentamos a continuacién sera usado para asegurar que la sucesién {z*}
generada por cada una de las variantes del algoritmo MPPEI (MPPEI1 y MPPEI2), es acotada.

Lema 2.1.1 Sean {vi}, {A\c} v {Br} sucesiones no negativas de nimeros reales que satisfacen
v < (14 Ap)vk—1 + B, 3)
donde Y125 Br. < +00, P A\ < +o0. Entonces la sucesion {v;} es convergente.

Demostracién. Véase [26], Lema 2, pagina 44. O
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2.2. Subdiferenciales Generalizados
Los conceptos y resultados que presentamos en la presente subseccion, fueron tomados de

[13, 12] y [28, cap. 8 y 10].

Si bien la mayoria de los conceptos que siguen pueden ser desarrollados para funciones del
tipo f: X = Y, donde X,Y son espacios de Banach, en la presente solamente nos limitaremos
a los espacios Euclidianos y a funciones del tipo f : R — RU {4o00}.

2.2.1. Subdiferencial de Fréchet y en el limite

Definicién 2.2.1 Sea f: R"™ — R U {+o0} una funcion propia.

1. Para cada x € dom(f), donde f(z) es finito, el conjunto de subgradientes requlares (tam-
bién llamado subdiferencial de Fréchet) de f en x, denotado por Of(z) esta formado por
un conjunto de vectores d € R™, tales que

F() > f@) + (dy — )+ 6(ly — z]), donde lim 212 _
vor |y -z

o equivalentemente, 5f(:/v) =< deR": liminf f(y)—f”(;l;ﬁdy—m >0
y—x
y#T

Si ¢ dom(f) entonces df(x) = 0.

2. El conjunto de subgradientes generalizados (también llamado subdiferencial en el limite)
de f en x, denotado por OV"™ f(z) esta definido por

ol f(w) = {d R : 32l w, f(a') > f(a), d' € Df(a") y d' — d}.

Proposicion 2.2.1 Para una funcion f: R" — R UA{—i—oo} y un punto T € dom(f) en el cudl
[ es finito, los conjuntos subgradientes O™ f(Z) y Of (T) son cerrados, con Of(T) convexo y

of(x) c obimf(z).

Demostracién. Véase [28], Teorema 8.6. O
Proposicién 2.2.2 (Regla generalizada de Fermat). Si una funcién propia f : R" — RU{+o0}
tiene un minimo local en T € dom(f), entonces 0 € 0f(T).

Demostracién. Véase [28], Teorema 10.1. O

Proposicién 2.2.3 Sea C C R"™, C # (), un conjunto convexo cerrado y x € C, entonces
a""™ (5¢)(x) = No(x)

Demostracién. La demostracién es una implicacién directa del Ejercicio 4.5 (pagina 61) y la
Proposicién 2.9 (pagina 30) de [13]. O

Proposicién 2.2.4 Sean f,g : R" — RU {+o0} funciones propias, tales que f es localmente
Lipschitz en T € dom(f) Ndom(g), y g es semicontinua inferior en dicho punto, entonces

oM™ (f + g)(x) C O f (@) + 01 g ().

Demostracién. Véase [21], Teorema 2.33. O
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2.2.2. Subdiferencial de Clarke

Definicién 2.2.2 Sean f : R — R U {400} una funcién propia y localmente Lipschitz en
x € dom(f), yd € R". La derivada direccional de Clarke de f en x en la direccion d, denotada
por fO(xz,d), es definida por

P, d) = lim sup? (y +td) — f(y)

y—x t
tl0

I

y el subdiferencial de Clarke de f en x, denotado por O°f(z) estd definido por

Af(x)={weR": (w,d) < fOz,d), VdeR"}.

Observacion 2.2.1 De la definicion anterior se sigue directamente que para todo x € dom(f)
se tiene que Of (x) C O™ f(z) C O f(x) [8, inclusion (7)].

Lema 2.2.1 Sean f,g : R" — R U {+o0} funciones propias y localmente Lipschitz en x €
dom(f)Ndom(g). Luego para todo d € R™ se tiene que

i) (f +9)°(x,d) < fa,d) + ¢°(x,d);
i) (Af)°(x,d) = \fO(z,d), para todo X > 0;
iii) fO(x,Ad) = \f%(z,d), para todo X\ > 0.

Demostracion. Es inmediata, y se sigue directamente de la Definicién 2.2.2. O

Lema 2.2.2 Si f : R" — RU{+o0} es una funcidn propia y localmente Lipschitz en x € dom(f),
y A un escalar arbitrario, entonces:

O°(Af)(x) = 20" f ().

Demostracién. Véase [12], Proposicién 2.3.1. O

Lema 2.2.3 Sean f; : R" - RU{+o0}, i =1, -+ ,p, funciones propias y localmente Lipschitz
en x € NE_ dom(f;), entonces

p p

0 f)@) D filx).
=1

=1

Demostracién. La prueba se sigue inmediatamente a partir del Lema 2.2.1(i). ]

Proposicién 2.2.5 Si f : R" — R U {400} es una funcion propia y localmente Lipschitz de

constante K > 0 cerca de x, entonces f9 es semicontinua superior (scs), es decir si (x,d) €

R™ x R™ y {(2¥,d*)} es una sucesién en R™ x R™ tal que klz’m (z*,d*F) = (z,d), entonces
—+o0

lim sup fo(azk,dk) < fo(:n,d)

k——+o0

Demostracién. Véase [12], Proposicién 2.1.1. O
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Proposicién 2.2.6 Sea f : R” — RU {+o0} una funcién propia, cuasi-convexa y localmente
Lipschitz en R™. Si g € 3°f(x) y f(y) < f(x), entonces (g,y — z) < 0.

Demostracién. Véase (2], Teorema 2.1. O

Proposicién 2.2.7 Si f : R" — R U {+o0} es una funcidn convezxa, propia, y localmente
Lipschitz de constante K > 0 en x € R", entonces 8° f(x) coincide con el subdiferencial en x
(en el sentido del andlisis convexo), y f°(x,d) coincide con la derivada direccional f'(x,d) para
cada d.

Demostracién. Véase [12], Proposicién 2.2.7. O

Teorema 2.2.1 Si f: R®™ — R es una funcion localmente Lipschitz y continumente diferencia-
ble, entonces f(x,d) coincide con la derivada direccional f'(x,d) para cada d.

Demostracién. Véase [13], Teorema 10.8, pagina 197. O

Lema 2.2.4 Sean f : R" — R U {400} una funcion localmente Lipschitz, y g : R — R una
funcion convexa, entonces:

(f +9)°=,d) = f(z,d) + ¢"(x,d) Vz,d € R"
Ademds, si g es diferenciable se tiene que
F(f+9)(x) =f(z) + vg(z) Yz eR"

Demostracién. Véase [6], Lema 3.1, pagina 8. O

2.3. Teoria de optimizacion multiobjetivo

Las definiciones, propiedades y notaciones que presentamos en esta subseccién han sido to-
madas de [17] y [20], asi que para mayores detalles se recomienda revisar dichas fuentes.

A lo largo de este articulo vamos a considerar el cono RZ = {y e RP : y; >0, Vi=1,--- ,p},
el cudl induce un orden parcial < en RP, que indica que y < 3/, para y,y € RP, si y solo si
y —y € R‘g, lo cual significa que y; < y, para todo i = 1,2,---,p. Considerando la relacién
anterior, definimos el cono RZ = {y € R? : y; > 0,Vi = 1,--- , p}, el cudl induce el orden < en
R?, que indica que y < ¢/, para y,y’ € RP, si y solo s{ ¢/ —y € RY | lo cual significa que y; <
para todo ¢ =1,2,--- ,p. Esos érdenes parciales establecer una clase de problemas conocidos en
la literatura como problemas de optimizacién multiobjetivo (PsOM), los cuéles en su versién
irrestricta (objeto de estudio del presente articulo) estan formulados de la siguiente manera:

gg]%?}l F(z) = min{F(z): z € R"}. (4)

donde F' : R" — RP, con F(z) = (Fi(x),..., Fp(z)),p > 2, denota el vector de funciones objetivo.

Definicién 2.3.1 [17, Definicion 2.1]. Decimos que un punto & € R™ es una solucion de Pareto
(también conocida como solucidon eficiente, dptimo de Pareto, solucién no dominada, o solucion
no interior) del problema (4), si no existe otra x € X tal que Fi(z) < F;(Z) para todoi=1,...,p
y Fj(z) < Fj(&) para al menos un indice j € {1,...,p}.
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Definicién 2.3.2 [17, Definicion 2.24]. Un punto & € R™ es una solucién débil de Pareto (so-
lucion débilmente eficiente o débilmente dptima de Pareto) del problema (4), si no existe x € X
tal que F(z) < F (&), es decir Fi(z) < Fi(z) para todo i =1,--- ,p.

En base a las Definiciones 2.3.1 y 2.3.2 vamos a considerar a Xg (X,g), como el conjunto
de soluciones eficientes (débilmente eficientes) del problema (4); ademads, en funcién de dichas
definiciones, facilmente se puede verificar que X C Xy, E.

2.4. Direcciones de descenso

Ahora podemos introducir la definicién de punto critico Pareto-Clarke para funciones lo-
calmente Lipschitz en R", definicién que jugard un papel clave en el desarrollo de la presente
articulo.

Definicién 2.4.1 [15, Definicion 4.6]. Sea F : R™ — RP una funcion localmente Lipschitz en
R™. Decimos que & € R™ es un punto critico Pareto-Clarke de F si para todas las direcciones
d e R, existe ig = io(d) € {1,--- ,p} tal que F))(z,d) > 0.

La definicién anterior esencialmente nos dice que en R™ no existe ninguna direccién de descenso
para todas las funciones objetivo.

Observacion 2.4.1 De la Definicion 2.4.1 se sigue que st un punto x no es un punto critico
Pareto-Clarke, entonces existe una direccion d € R™ que satisface

Eo(x>d) <0 Vie {13 7p}a

lo cual implica que para cada i € {1,--- ,p}, d es una direccion de descenso para cada funcion Fj,
es decir existe un € > 0, tal que Fi(z+td) < Fi(z) para todo t € (0,¢€] y para todoi € {1,--- ,p}.
Lo cual en funcion de las componentes de orden de la funcion multiobjetivo significa que

F(z+td) < F(z) Yte (0,6 (5)

Proposicion 2.4.1 Sea & un punto critico Pareto-Clarke de una funcion localmente Lipschitz
F:R" > RP, SiF es Rg-convea:a, entonces & es una solucion débil de Pareto del problema (4).

Demostracién. Véase [1], Proposicién 2.6.1. O

3. Definicién del problema y el algoritmo MPPEI
Estamos interesados en resolver el problema de minimizacién multiobjetivo (4), dado por:

;leg}l F(z) = min{F(z), z € R"}, (6)

donde F': R™ — RP satisface las siguientes hipdtesis:

(H1) 0 < F, es decir que F;(z) > 0 para todo i € {1,--- ,p} y = € dom(F}),
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(H2) F es localmente Lipschitz en R™ (ver Definicién 2.1.1 y 2.1.4(3)),

(H3) F es RY-cuasi-convexa (ver Definicién 2.1.4(1)).

3.1. El algoritmo

Para resolver el problema (6), en esta subseccién proponemos el Método de Punto Proximal
Escalarizado Inexacto (MPPEI) con regularizacién cuadratica definido por:

Algorithm 1 *
Algoritmo MPPEI Inicio: Escoger un punto inicial arbitrario

2% € R™. (7)
Paso iterativo: Para k =0,1,---, y dado un z*, encontrar 2+ € Q;, y €1 tal que:
Qg
H e O ((F()o2) + Sl = o¥12) (@4F) + N, (254, (8)

donde Q; = {z € R": F(x) = F(2")}, ap >0, {z} C Rg \ {0} v |lzx]| = 1.

Criterio de parada: Si z*t! = 2% o si es un punto critico Pareto-Clarke (ver Definicién

2.4.1), detener el algoritmo. En otro caso hacer k < k + 1 y retornar al paso iterativo.

k+1

Observacién 3.1.1 1. Si e**t1 =0 para todo k € N, entonces en la expresion (8) estaremos
ante la version exacta del Método de Punto Proximal Escalarizado (MPPE), propuesto por
[1]. Asi, se puede decir que el algoritmo que se estd proponiendo representa una extension
a la version inexacta del MPPE.

Ademds, si F is RE - convexa, entonces la expresion (8) resulta en

gt = argmin{(F(.),zk> + %H —aF|]?: ze Qk}a

2

iteracion que ha sido estudiada por [9], la cual fue tomada como referencia para la reali-
zacion del MPPE (considerando en este caso funciones cuasi-convezas).

2.8 F :R" — R,z =10 = d (donde B) representa el subdiferencial de Fréchet) y
oF 1 € int(Qy), entonces en (8) tendremos la siguiente iteracion

e d(£()+ Gl — k) (),

estudiada por [24]. Ademds, si en en la expresion anterior hacemos que et =0, y consi-
deramos algunas hipotesis adicionales, como que x > 0, obtendremos el algoritmo estudiado

por [25].

3.2. Existencia de los iterados

Teorema 3.2.1 Si F: R™ — RP es una funcion que satisface las hipétesis (H1), (H2) y (H3),
entonces la sucesion {x*} generada por el algoritmo MPPEI estd bien definida.
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Demostracién. La demostracion se sigue de [1], Teorema 3.2.1, considerando al final de dicha
prueba que eFt1 = 0. ]

Como estamos interesados en la convergencia asintética del algoritmo MPPEI a lo largo de
este trabajo vamos a asumir que en cada iteracién z**1 no es un punto critico Pareto-Clarke, lo
cual en funcién de la Observacién 2.4.1-relacién (5) va a implicar que int(Qg41) # 0. También
vamos a asumir que (en cada iteracién) Pt £ k. si esta condicién no es satisfecha, es decir
si existe un kg tal que zF0t! = 250 entonces de forma andloga a lo realizado en los Teoremas
4.1.1 y 4.2.1 (considerando las propiedades que éstos requieren), facilmente se puede probar que
zF0+1 eg un punto critico Pareto-Clarke de F.

A continuacién presentamos otra hipétesis sobre la funcién F' y el punto inicial 20, la cual
estd citada en varios trabajos concernientes a los algoritmos proximales. Ver por ejemplo [9], [?]
y [?]. El conjunto

(H4) (F(2°) —RZ)NF(R") es R -completo, lo cual significa que para toda sucesién {a*} C R",

con a® = 20, tal que F(a¥*!) < F(a*) para todo k € N, existe a € R™ tal que F(a) < F(a¥)
para todo k£ € N.

Observar que por las hipétesis (H1), (H2), (H3) y (H4), el conjunto E, dado por

E={zeR": F(z) < F(z"), Vk e N}, 9)

2

es un conjunto no vacio “, cerrado y convexo. Ademéas, F C {2, para cualquier k£ € N.

3.3. Resultados de convergencia

Fl siguiente resultado jugard un papel esencial en el desarrollo del presente articulo. Més pre-
cisamente serd ttil en el andlisis de convergencia de la sucesion generada por el algoritmo MPPEI.

Lema 3.3.1 Sea F' : R® — RP una funcion que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H4), y
{2} la sucesion generada por el algoritmo MPPEIL Si & es un punto de acumulacion de {x*},
entonces & € E.

Demostracién. Sea & € R™ un punto de acumulacién de {z*}, entonces existe una subsucesién
{a*i} C {z*} tal que lim;_ 4002 = 4. Probaremos que # € E.

Dado que por (H2) F' es localmente Lipschitz en R", entonces la funcién (F(.), z) también
es localmente Lipschitz, y por lo tanto continua en R™ para todo z € RP, en particular para
z € RE\{0}; asf que lim;j_ ;oo (F(2*7),2z) = (F(&), 2). Por otro lado, como 2" € €, (lo cual
se demostré en el Teorema 3.2.1), entones Fj(zFT1) < Fj(2*) para todo i € {1,---,p}, y como
z € RE\{0}, entonces (F(z*1),z) < (F ("), 2). Dado que la funcién (F(.),z) es decreciente, y
ademds se encuentra acotada inferiormente 3, entonces la sucesion {(F(z*), 2)} es convergente.
Asi que

(F(@),2) = lim (F(a"),2) = inf {(P("), 2)} < (F(a*), 2).

2Por el Teorema 3.2.1 la sucesién {z*'} generada por el MPPEI existe, y satisface F(z**') < F(z*) para
todo k € N; entonces aplicando la hipétesis (H4), existe a € R™ tal que F(a) < F(z*), asi que a € E.
*Dado que 0 < F (ver (H1)) y z € R2\{0}, entonces 0 < (F(.), 2).
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De la expresién anterior se tiene que (F(z¥) — F(2),2) > 0 Vk € NyVz € RZ \{O} lo cual
implica que F(z¥) — F(2) € R , es decir F'(#) =< F(z2%) para todo k € N, asi que # € E. O

Proposicién 3.3.1 Sean {zF} y {€*} las sucesiones generadas por el MPPEI Si las hipdtesis
(H1), (H2), (H3) y (H4) son satisfechas, entonces para todo x € E y para todo k € Z7 se
tiene que
2
sz-I—l _ :EHQ < Hmk _ :L'”2 _ ”xk—&-l _ xk”Q _ —<€k+1

k+1
— . 10
o yx— ) (10)

Demostracién. Por el Teorema 3.2.1, sabemos que la sucesiéon {x*} generada por el algoritmo
MPPEI, existe. Entonces aplicando a la relacién (8) el Lema 2.2.4, se tiene que

Ledd (i zliF@'(.)) (@) + ag (@ — 2F) + Noy (a7H). (11)

i=1
Aplicando también los Lemas 2.2.3 y 2.2.2, a uno de los términos de la expresién anterior,

tenemos »
0 (Z z};Fi(.)> Ry 280 2 Fy (2" H)) szao 2y,
i=1 i=1

Reemplazando la expresién anterior en (11), y despejando el término ¥ — 2#+1

1 [~ .
k_ o k+1 _ i k k1 19
T —x ak(E 2497 +op —e ) (12)

=1

, se tiene que

donde gF € O°F;(x**1) y v, € Ng, (F*1). Ahora tomemos un punto arbitrario z € FE. Por
definicién de E (ver (9)) se tiene que T € € para todo k, en particular T € Q41. Como E es

un conjunto cerrado no vacio, int Q41 # 0, asi que existe {2’} C int Q4 tal que 2! — T. Por
otro lado es claro que
ka _ xHQ — ||$k _ l,k+1||2 + ||$k+1 _ :L,HQ + 2<Jik _ $k+1,l‘k+1 _ l’>
Reemplazando (12) en la expresién anterior y haciendo que z = 2 se tiene que
Hl,k: - l‘l||2 :Hl,k: _ karlHQ + Hl,k:+1 _ J,‘l||2+
2 [
Oéi (Z Z/Z€<g7€€7$k+1 - $l> + <vk7 xk+1 - xl> - <€k+17xk+1 - $l>) : (13)
E\“
=1
Dado que F' es una funciéon propia, cuasi-convexa y localmente Lipschitz, gf € OF; (), y
ademas F(z!) < F;(2*1) para todoi € {1,--- ,p} (esto se deduce del hecho que x! € int Q4 1),
por la Proposicién 2.2.6 se tiene que
(gF, o*Tt —aby >0 vie{1,---,p}. (14)

Por otro lado, dado que v, € Ng, (xF*1), entonces (vg, w — xF1) < 0 para todo w € Q, C Uiy
(ver Definicién 2.1.2), en particular para z! € Q. 1; entonces

(v, z*t —2hy >0 Vie{1,---,p}. (15)
Reemplazando las desigualdades (15) y (14) en (13), se tiene que

2
ka o le2 > ka _ $k+1H2 + ka—i—l _ HJZHZ o 7<€k+17xk+1 _ ml) vV k e N.

Qg
Finalmente haciendo que I — 400, tenemos que ||zFT! — Z|? < ||zF — Z||? — ||oF ! — 2F|]? —
Oi( ekt 7 — wk+1> para todo k € N, de donde claramente se sigue el resultado. O
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4. Algunas variantes del algoritmo MPPEI para minimizacién
multiobjetivo Quasi-convexa

En esta seccién siguiendo un enfoque semejante al realizado por [4], presentamos y analizamos
los resultados de convergencia de dos variantes del algoritmo MPPEI, obtenidas agregando al
mismo dos criterios de error, el primero de los cudles es una version clésica introducida por [27],
y el segundo de ellos, estudiado por [30]. Ademds, bajo ciertas suposiciones probamos que la
sucesion generada por cada una de estas variantes, converge hacia algin punto critico Pareto-
Clarke del problema (6).

4.1. Algoritmo MPPEI1 y resultados de convergencia

En esta subseccién discutimos el algoritmo MPPEI, afectado por la versién clasica de criterio
de estimacién del error (introducida por [27]), a lo que que llamaremos el algoritmo MPPEIL,
el cudl esta definido por:

Algorithm 2 *

Algoritmo MPPEI1 La sucesién {z¥} generada por el algoritmo MPPEI (ver las relaciones
(7) v (8)), para el término del error ef*! satisface la siguiente hipétesis:

(El) Z H k+1”

Observacion 4.1.1 De acuerdo con la hipétesis (E1), es importante observar que existe un
cierto margen para elegir €*t1. De hecho, esta suposicion fue considerada natural en el algorit-
mo de punto prozimal inexacto cldsico introducido por [27].

Lema 4.1.1 Sean {z*} y {*} las sucesiones generadas por el MPPEIL. Si las hipdtesis (H1),
(H2), (H3) y (H4) son satisfechas, entonces: (i) la sucesion {z*} es acotada; (ii) limy,_s oo ||zF T —
z*|| =0, y (iii) limj_roox®™ Tt = &, cuando lim;_cox® = 3.

Demostracién. i) Sea T € E un punto fijo. Por la Proposicién 3.3.1, y la aplicacién de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

o+ =32 < ot — ]2+ 21 D ot g,
Qg

Dado que (a — 1) = a> —a+ & > 0 para todo a € R, entonces a < a? + I. Considerando en

esta tltima desigualdad que a = ||z**! — Z||, y reemplazando dicho resultado en la expresién
anterior, se tiene que

k+1 1 k+1
<1_2‘6a ”) kaJrl _EHQ < H«Tk—37H2+2‘e H
k 672
Haciendo que EF = ”ez%, tenemos

2E* E* 1
b+l =2 < k=2 & '
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Como E* — 0, entonces existe kg € N, tal que EF < 1/4 para todo k > ko, lo cual implica que
(ﬁ) < 2,y que (1 + = 2Ek) <1+ 2(2Ek). Reemplazando estas iltimas desigualdades en
la expresion anterior, tenemos que

[zFHt — 7|2 < (1 +4E%)|2* — 7||® + E*.

Finalmente haciendo uso del Lema 2.1.1 se tiene que ||2*+1 —Z||? converge, dado que en la expre-

sién anterior los términos vy, = ||zF T — Z||2, vp_1 = ||2* — Z||?, M\ = 4E* y B, = E* satisfacen
lo siguiente: 725 Ay < 00y Y72 B < co. Por lo tanto la sucesién {z*} es acotada.

ii) Aplicando nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la Proposicién 3.3.1, se tiene que

ka—l—l _ kaQ < ka _TH2 _ ka—i—l $||2 + 2” - H ka-H =

Aplicando sumatorias, tenemos
- le™ 1
N e e o R i mag {Hwk“ ||} Z
Qg

Haciendo que m — oo, y teniendo en cuenta la hipdtesis (E1) y el resultado anterior (item (1))
se tiene que >0 kaH — 2¥||2 < 400, de donde se sigue el resultado.

iii) Es claro que [|2%*! — g|| < [|a%*! — 2k || + ||2% — 2||. Tomando limite cuando j — +o0, ¥
considerando el ftem (ii) y la hipétesis limy_,400z® = &, en la desigualdad anterior se tiene que
limj—ool|z® 1 — 2| <0, de donde se sigue el resultado. O

Proposicién 4.1.1 Sean {z*} y {e*} las sucesiones generadas por el MPPEI1. Si las hipdtesis
(H1), (H2), (H3) y (H4) son satisfechas, entonces la sucesion {x*} converge a un punto de E.

Demostracién. Por el Lema 4.1.1(i) se tiene que la sucesién {z*} es acotada, entonces existe
una subsucesién {z%} C {z*} y al menos un punto de acumulacién & € R, tales que z*i — 7.
Asi que por el Lema 3.3.1 se tiene que & € F, lo cual implica el resultado. d

A continuacién, considerando la acotacién de los pardmetros regulares {ay }, probaremos que
las sucesiones iterantes convergen hacia un punto critico Pareto-Clarke del problema (6).

Teorema 4.1.1 Si la funcion F : R™ — RP, tal que F; : R" — RU{+o0}, satisface las hipétesis
(H1), (H2), (H3) y (H4), con 0 < oy, < @, entonces la sucesion {x*} generada por MPPEI1
converge hacia algun punto critico Pareto-Clarke del POM (6).

Demostracién. Por la Proposicién 4.1.1 existe & € F tal que ¥ — &. Probaremos que Z es un

punto critico Pareto-Clarke (ver Definicién 2.4.1). Para llegar a una contradiccién asumimos lo
contrario, entonces existe algiin vector d € R", tal que

on(i‘ad) <0 Vie {17' te ,p}, (16)

lo cual implica que d es una direccién de descenso para la funcién multiobjetivo F en &, asi que
existe 0 > 0 tal que F(& + A\d) < F(z) for all A € (0,9]. Por lo tanto (Z 4+ A\d) € Q. Por otro
lado, por el Teorema 3.2.1 conocemos que la sucesién {zF+1} generada por el MPPEI existe, y
ademas 21 € Q. Asi que en (11), se tiene que

o (2 — 2P — o + T e OO((F (), z)) (aF T,

PESQUIMAT 22(1): 31-50 43



Papa Quiroz y Cruzado Acuna

donde vy, € N, (z**1). Haciendo uso de la Definicién 2.2.2 concerniente al término 9°(.), en la
expresién anterior se tiene que (ay (2% — zF ) — v + P ¢) < (F()), 2.)%(2F 1, q) para todo
q € R", donde (F(.), z)°(2**1, q) representa la derivada direccional de Clarke. Utilizando pro-
piedades bésicas del producto interno de vectores, definiendo ¢ = (&+Ad—z*1), y considerando
que v € No, (ackﬂ), en la desigualdad anterior se tiene que

p

0
apfah — 1 q) + (41 q) < (F(), (24 q) = (Z zmc)) (9. (1)

=1

Aplicando respectivamente los items (i), (ii) y (iii) del Lema 2.2.1, al término de la derecha de
la desigualdad anterior, se tiene

P 0 P P
. . 0 . .
(zzm)) (0 < 30 (ER) () = Y AR g = 3 R ),
=1

i=1 =1 i=1

donde z,i son las componentes del vector z;. Reemplazando la expresién anterior en (17), y
aplicando la desigualdad de Cauchy Schwarz, asi como también algunas propiedades basicas
relacionadas al producto interno, y a la norma vectorial, se tiene que

okt '
—apllet — ot uqn—ak(” “)n \|<ZF0 B i), (18)

Como {2} es acotada, entonces existe una subsucesion {zy, } tal que lim; s o02p, = Z € RE\{0}.
De ser necesario, y sin perdida de generalidad, también podemos considerar las subsucesiones
{aki} C {a*} y {on,} C {ar}. Ademds, como 0 < oy, <@, en (18) se tiene que

) ekt -
“alats = o ) - a (12 g ||<ZF° b o), 19)
J

donde ¢’ = (z + Ad — xki+1), y ademas z;ﬁj son las componentes del vector z;. Tomando limite
superior cuando j — +o00, y considerando los items (ii) y (iii) del Lema 4.1.1, la hipétesis (E1), y
el hecho que A > 0y 2, — Z, se puede verificar que el término de la izquierda de la desigualdad
anterior tiende a cero. Entonces en (19) tenemos que:

0 < lim supZF0 kit Z;C th sup FQ(zkit? z,i,jq').

j—+oo i—1 i—1 Jj—+oo

Como F es propia y localmente Lipschitz, entonces aplicando la Proposicién 2.2.5 se tiene que

p
0< Zhjnl)ilg) F(aM" 2 q Z (2, Z°Ad). (20)
1 i=1

Haciendo uso del Lema 2.2.1(iii), y considerando el hecho que A > 0, en (20) se tiene que
p .
Y FF(2,d) =2 F)(&,d) + - + 2 F)(&,d) > 0. (21)
i=1
Como z € RY \{O} entonces sin pérdida de generalidad consideramos I = {i € {1,--- ,p}: Z' >

0}. Asf que en (21) existe algtin i € I tal que F (&,d) > 0, lo cual contradice (16). Por lo tanto
Z es un punto critico Pareto-Clarke del problema (6). O
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Corolario 4.1.1 Sea F : R — R? una funcion Rg—convexa que satisface las hipdtesis (H1),

(H2), (H3) y (H4), con 0 < oy, < @. Si & es un punto de convergencia de la sucesion {z*}
generada por algoritmo MPPEIL, entonces & es una solucion débil de Pareto del POM (6).

Demostracién. Como & es un punto de convergencia de {z*}, por el Teorema 4.1.1 % es un
punto critico Pareto-Clarke. Finalmente haciendo uso de la Proposicion 2.4.1 se tiene que I es
una solucién débil de Pareto del POM (6). O

Corolario 4.1.2 Si F : R™ — RP es una funcion continuamente diferenciable en R™, y ademds
satisface las hipdtesis (H1), (H3) y (H4), con 0 < oy, < @, entonces el punto de convergencia &
de la sucesion {xk} generada por el MPPEI1, es un punto critico de Pareto-Clarke del problema
(6), es decir, existe ig € {1,2,--- ,p} tal que

(VFy(2),d) >0 VdeR" (22)

Demostracion. Es inmediata, dado que continuamente diferenciable en R™ implica la suposicién
(H2). Asf que por el Teorema 2.2.1 tenemos que F?(%,d) = F/(%,d) = (v F;(2),d), donde F!
es la derivada direccional de F;. Finalmente aplicando el Teorema 4.1.1 obtenemos el resultado
deseado. O

4.2. Algoritmo MPPEI2 y convergencia de resultados

En esta subsecciéon discutimos el algoritmo MPPEI, afectado por el criterio de de error
(introducido por [30]), a lo que que llamaremos el algoritmo MPPEI2, el cudl estd definido por:

Algorithm 3 *
Algoritmo MPPEI2 La sucesién {z*} generada por el algoritmo MPPEI (ver las relaciones

(7) v (8)), para el término del error ef*! satisface las siguientes hipétesis:
e k+1 k
(E2) — = mll |
+oo
(E2.1) Zni < +o0
k=0

Lema 4.2.1 Sean {z*} y {*} las sucesiones generadas por el MPPEI2. Si las hipdtesis (H1),
(H2), (H3) y (H4) son satisfechas, entonces existe un entero ko > 0, tal que para todo k > ko
se tiene que

on? 1
[Tt — 2] < (1 T —775772) |z — a||* — inckﬂ —a2"|* vz eE. (23)
k

k+1 _

Ademds, la sucesion {x*} es acotada, limpy_ o0l ¥ =0, y limjieorttl =z € E,

cuando limj_>+ooxkj =z

Demostracién. i) Probaremos (23). Es claro que (y,y) > 0 para todo y € R"; haciendo
y = \/gl%lnk — 2apne(2*t! — ), y considerando el hecho que 7;, — 0%, tenemos que

|€k+1H2 o 2<6k+1, k+1 JJ> + 2ak7hz”xk+1 . J:H27

0<(y,y) = T

2ak77,% |
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de donde ]
=2z — 2t < o || 4 20l - ). (24)
2ak77k
Reemplazando (24) en (10), y haciendo uso de la hipétesis (E2) tenemos que

1
(1= 200) 2" — af|* < [la* — 2 = Slla*TH = 2b)2.

Como 7 — 07, lo cual se cumple por la condicién (E2.1), entonces existe kg > 0 tal que
0<1-— 27713 < 1 para todo k > k. Asi que en la expresiéon anterior

2n? 1
Jo#41 — al? < (14 12 ) o - afP - 5okt - o,

con lo cual obtenemos la primera parte del teorema.

ii) Probaremos que {z*} es una sucesién acotada. De la desigualdad (23), es claro que

9 2
ka—i—l . l‘”2 <(1+ Ur ka . $||2 Vk> k. (25)
1—2n?

Dado que 77,% — 0T, para todo € > 0 existe IZO > 0, tal que 77,3 < € para todo k > l;:VO. Entonces
0<1l—-2e<1-— 277,% < 1. Por lo tanto para todo € < 1/2, y para todo k > ky se tiene que

217 2n;, o~
1—-2n2 " 1—2€ '

Aplicando sumatorias, y teniendo en cuenta la hipédtesis (E2.1), se tiene que

“+oo

2 2
> 775 S < +o0. (26)
=1 “k
Finalmente haciendo uso del Lema 2.1.1 se tiene que ||z*+! — z||? converge, dado que en la
2
expresién (25) los términos vy, = ||z*+1 — 2|2, vp_1 = [|2F — 2|, \x = 21 y Br = 0, satisfa-

1—277,%
cen 129 Ak < oo (ver la relacion (26)) y "7 Bi < oo. Por lo tanto la sucesién {z*} es acotada.

iii) Probaremos que limy s ||2*T! — 2¥| = 0. Por la relacién (23) es claro que
1 2n?
Sttt — ab|| < ok — a)? = 2 — a]? + T2k — 2],
2 1 —2n;
Aplicando sumatorias se tiene que
1 m i 27]2
5 e b < o —af? — o™ ol maz {la* P’} Y o
- 0<k<m — — 2N
k=ko k=Fko

Dado que {z*} es una sucesién acotada, ||z* — z|| para todo k € N también es acotada.

Entonces tomando limite cuando m — 400, y considerando la expresién (26), tenemos que
ergo |l2F+1 — 2F|| < +o0; asi que limy_s oo ||2F T — 2F| = 0.

vi) La demostraciéon pendiente es semejante a la prueba realizada en el Lema 4.1.1 - item (iii).

O
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Proposicién 4.2.1 Sean {z*} y {€*} las sucesiones generadas por el algoritmo MPPEI2. Si las
hipétesis (H1), (H2), (H3) y (H4) son satisfechas, entonces la sucesion {x*} converge a un
punto de E.

Demostracién. Por el Lema 4.2.1 se tiene que la sucesién {z¥} es acotada, entonces existe al
menos un punto de acumulacién # € R", asf como también una subsucesién {2} C {z¥}, tales
que % — Z. Entonces por el Lema 3.3.1 se tiene que & € E, lo cual implica el resultado. O

Teorema 4.2.1 Si la funcion F : R™ — RP satisface las hipdtesis (H1), (H2), (H3) y (H4),
con 0 < ay < @, entonces la sucesion {x*} generada por el MPPEI2 converge hacia algin punto
critico Pareto-Clarke del POM (6).

Demostracién. Considerando que {xk} es la sucesién generada por el algoritmo MPPEI2,
tomamos un # € R” tal que ¥ — &. Para probar que Z es un punto critico Pareto Clarke,
suponemos lo contrario; entonces siguiendo los mismos pasos realizados de la primera parte de
la prueba del Teorema 4.1.1, hasta la relacién (18), se tiene que

p
k k k k i
—aglla* — 2 gl - e flall < D0 FP M, 2.
=1

Reemplazando (E2), y teniendo en cuenta que 0 < aj < @, en la expresién anterior se tiene que

k+1 k+1

IN

k k k ‘
—agllz® — "] gl — awrrllz* — 2¥[|]lq] » 2k4)

IN

>

P
—a(1+ M)||2" =2 lq] Z
para algin M > 0 (ojo, por la hipétesis (E2.1) n; — 07). Siguiendo nuevamente los pasos que
se encuentran entre las relaciones (18) y (19) del Teorema 4.1.1, tenemos que

p
—a(l+ M)|" =M llg) < Y0 RN 2 ),

donde ¢’ = (& 4+ Ad — 2%i*1). Tomando limite superior cuando j — +o0, y siguiendo lo indicado
entre las relaciones (19) y (21), considerando en este caso el Lema 4.2.1, en lugar del Lema 4.1.1,
se tiene que

p
Zgz FO(&,d) = 2 FO(&,d) + -+ + 2P FO(&, d), (27)

lo cual representa la misma expresién obtenida en la relacién (21). Finalmente siguiendo lo
indicado en el péarrafo posterior a (21), se tiene que & es un punto critico Pareto-Clarke del
problema (6). O

Observacion 4.2.1 Siguiendo procedimientos semejantes a los desarrollados en los Corolarios
4.1.1 y 4.1.2 (pero considerando ahora el Teorema 4.2.1, en lugar del Teorema 4.1.1), podemos
obtener resultados semejantes a los planteados en dichos corolarios.
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5. Conclusiones y futuras investigaciones

El aporte del presente trabajo es de caracter tedrico, pero con motivacién a las aplicaciones.
Los resultados de convergencia obtenidos por las dos versiones del algoritmo MPPEI, presentadas
en la seccién 3, son novedosos en el espacio Euclidiano (incluso para el caso convexo el algoritmo
inexacto es novedoso), y atin no han sido publicados por ninguna revista nacional o internacional.
Entre los resultados mas relevantes, destacamos los siguientes:

1. Presentamos un Método de Punto Proximal Escalarizado Inexacto (MPPEI) para mi-
nimizaciéon de funciones multiobjetivo cuasi-convexas, definidas en espacios Euclidianos.
Ademds, siguiendo un enfoque semejante al realizado por [4], presentamos dos variantes
inexactas del mismo: el MPPEI1 y MPPEI2, cada una de las cudles es obtenida agregando
al MPPEI un criterio de error.

2. Establecemos que la sucesién {z*} generada por el MPPEI est4 bien definida, y bajo hipé-
tesis razonables (como la acotacién superior del pardmetro «y), probamos que la sucesién
{2*} generada por cada una de las variantes del MPPEI, converge hacia algiin punto cri-
tico Pareto-Clarke del problema de optimizacién multiobjetivo (6). Ademds, asumiendo la
Rg—convexidad de F', se prueba que el punto de convergencia de la sucesion {:ck }, es una
solucién débil de Pareto del problema (6).

3. Se espera que este articulo sirva como referencia para futuros trabajos de investigacién,
pues hay otros temas por explorar, tanto en el aspecto tedrico como computacional, des-
tacamos los siguientes:

= Puesto que en este articulo solamente estamos interesados en la convergencia tedrica
del algoritmo inexacto, en un futuro trabajo esperamos realizar su implementacién
computacional para algunos problemas realistas, y su respectiva comparacion con
otros métodos. En este punto cabe resaltar que la implementacién que presenta [1] de
alguna manera ya es inexacta, dado que al resolver los subproblemas generados por
el algoritmo, en cada iteracion se tiene un error de aproximacion.

= La extensién de dicho estudio, hacia el analisis de problemas de minimizacién multi-
objetivo restrictos, los cudles presentan un mayor rango de aplicacion.
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