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Existencia de soluciones estacionarias para un fluido compresible isotérmico
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Resumen: En este trabajo nos interesa estudiar la existencia de soluciones estacio-
narias para una ecuacion de Navier—Stokes—3D en un fluido compresible e isotérmico.
Para probar la existencia de soluciones usaremos un método de aproximaciones su-
cesivas, siguiendo los resultados mostrados por M. Padula.
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Existence of stationary solutions for an isothermal compressible flow

Abstract: In this work we are interested in studying the existence of stationary solu-
tions for a Navier—Stokes—3D equation in a compressible and isothermal flow. In order
to prove the existence of solutions we use a method of successive approximations,
following the results shown by M. Padula.
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1. Introduccion

Uno de los problemas mas interesantes y de mayor dificultad en el estudio tedrico-matematico
de las ecuaciones en derivadas parciales que surgen de la mecédnica de fluidos es sobre las ecua-
ciones que rigen el movimiento de un fluido compresible, esto es, cuando un fluido presenta una
variacion significativa en su densidad, como sucede por ejemplo en los gases. Una de las principa-
les dificultades que se presenta en el flujo de este tipo de fluidos, es su naturaleza genuinamente
no lineal regido por ecuaciones de tipo mixtas hiperbdlicas—parabdlicas.

En la literatura sobre las ecuaciones de Navier-Stokes, existen varios resultados para el caso
de un fluido incompresible, es decir, para un fluido donde el volumen ocupado por una cantidad
de particulas no varia con el tiempo. Esta condicién se traduce en la siguiente propiedad para
el campo de velocidades

V-u=0,

dicha restriccién supone una ventaja importante: la presién (comtinmente denotada por p) des-
aparece en la formulacién variacional del problema, con lo que deja de ser una incégnita. Asi,
una vez resuelto el sistema (y, por tanto, conocido el campo de velocidades u), la presién es
recuperada como consecuencia del Lema de De Rham (véase [10, 16, 11] entre otros).

Sin embargo, no sucede lo mismo para el caso compresible. No sélo permanece p en la formu-
lacién variacional, sino que la ecuacién de momentos y la ley de conservacion de la masa estaran
acopladas.

Debido a la complejidad de este tipo de EDP’s, se estudiard el comportamiento de un fluido
compresible isotérmico, como puede ser un gas, o una masa de aire. Para los gases se considera
ecuaciones relacionadas a la termodindmica lo que permiten considerar esta caracteristica fisica
en nuestro problema. Ademas, se considerard una condicién de viscosidad en un ambiente tridi-
mensional, procurando probar la existencia de soluciones para el caso estacionario, es decir, las
fuerzas fisicas involucradas no dependen del tiempo.

Este hecho permite aproximar la dindmica del comportamiento de dichos sistemas para el
caso parabdlico e hiperbdlico. Una aplicacion visible del presente estudio, es el comportamiento
de una masa de aire en un ambiente cerrado, asi se podra conseguir aproximaciones del campo de
velocidades de dicha masa, como de su densidad, a partir de las fuerzas externas participantes.

Las ecuaciones que rigen el movimiento estacionario de un fluido compresible, isotermo y
viscoso en un dominio acotado fijado Q C R? se pueden escribir como sigue:

V- (pv) =0 en Q. (1)

Dicho sistema es obtenido a partir del estudio de la segunda ley de Newton y el estudio de
conservacion de masa donde p es la densidad, v la velocidad, f son las fuerzas externas, p es la
presion, cuya expresion estd dada por la ecuacién de estado para un fluido isotermo:

{ —V - (u(Vo+ Vo) + X(V -v)Id) + Vp+ pv- Vv = pf en Q,

p= Kp,

con K > 0 constante y u, A siendo los llamados coeficientes de Lamé (que serdn considerados
constantes).

Es importante notar que al estudiar este fenémeno fisico, se requiere ciertas condiciones
adicionales respecto al flujo cinético y maésico (cf. [17, 3, 16]), asi, se considerara

vlon =0, /Q plw)de = p- |9, (2)
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donde p > 0 es una constante fijada, que representard la positividad de la masa total y la
condicién de adherencia sobre la frontera respectivamente (estamos suponiendo por ejemplo una
frontera sélida, sin entrada ni salida de fluido).

El objetivo principal de este trabajo serd probar la existencia de soluciones estacionarias
para el problema (14), esto es un sistema del tipo

— Ay — (C—i—%) V(V-v)+ KVp+ (pv-V)v=pf en (),
V- (pv) =0 en Q.

Bajo las condiciones (2). Siendo ¢ = A + %u, el moédulo de compresibilidad, donde conside-
raciones termodindamicas conducen a dicha restriccion. Para probar la existencia de soluciones
estacionarias se seguirdn los diferentes métodos usados por M. Padula [13].

2. Aspectos matematicos sobre la dinamica de fluidos

En esta seccién se detallara las diferentes herramientas matematicas necesarias para estudiar
un problema de existencia de soluciones para fluidos compresibles. Para esto se rescataran dife-
rentes resultados clasicos dentro de esta rama de estudio, para mayor detalle el lector interesado
puede consultar [16, 10, 2, 8, 1, 9, 7, 11, 19, 18] entre otros.

El marco de resolucién de las ecuaciones serdn los espacios de Lebesgue LP(2) y Sobolev
W™P(Q) (m entero, 1 < p < 4+00) usuales con las normas estandar |- |,, |- |;mp respectivamente.

Definimos los espacios de Sobolev con media nula, como:

WP Q) = {w s € WMP(Q) tal que /dex = 0} (3)

dotado de la misma norma que WP (). A continuacién enunciaremos una desigualdad impor-
tante para estos espacios el cual puede ser encontrado en [11].

Lema 2.1 (Desigualdad de Poincaré para funciones con media nula) Sea 09 € C%1(Q)
Yy e Wj/}p(Q). Entonces:
P\ /P
(4)
P

donde C es una constante positiva que solo depende de Q2 y p.

3

|'d}|1,p § Cl (Z

n=1

oY
8.%1'

Consideramos el problema de Stokes no homogéneo en €). El cual jugara un rol fundamental
en la prueba de existencia de soluciones para el sistema (1) a partir de la descomposicién en un
sistema de Stokes equivalente.

{—AcerVso:F, V.p=g, 5)

v]aq = 0.

Lema 2.2 (Cattabriga-Solonnikov) Sea 92 de clase C™, F € (W™= 24(Q))3 y g € Wm=LP(Q)
(m>1, 1< q<o0) tal que verifica la condicion de compatibilidad:

/Qg(x)d:c =0.
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Entonces existe una y solo una solucion (¢, 7) € (W™4(2))3 x Wm=L4(Q) de (5) (7 es tinica
salvo constantes aditivas). Ademds, se tiene la siguiente estimacion de dependencia continua de
la solucion (p, ) respecto de los datos (F,g):

[Plm,g + [VTlm—2,4 < C2 (|Flm—2,¢ + |9lm—1,)
donde Cy es una constante positiva que solo depende de m, q y €.
El lema anterior serd de vital importancia en la prueba del resultado principal en el presente
trabajo, al permitir garantizar la existencia de soluciones para el problema de Stokes asociado.

Por otro lado, serd necesario un resultado de existencia para el control del flujo mésico. A
continuacién se describe dicho resultado, por comodidad del lector se indicara su prueba en
detalle.

Lema 2.3 Sea L el operador diferencial lineal de primer orden

Lip = ap + V- (b)),

donde a > 0 es una constante y b € (W?4(Q))> N (H}(2))3. Consideramos que L actia sobre
funciones escalares v definidas en €2, y consideramos

D(L) = {1/1 e Wh(Q): Ly e WH(Q) y / Y(z)dr = 0} :
Q
Si
a — 70401|V(V . b)|4 — 4C4|b|274 >0 (6)
para Cy la constante tal que || < Cult)|1,4 (es decir, la constante de la inyeccion continua de

Sobolev de WH4(Q) en C°(Q)). Entonces, para cada G € WH4(Q2) con / Gdx = 0, eziste una
Q

unica solucion ¢ € D(L) de
Ly =G (7)

Demostracién.

Debido a la linealidad del operador diferencial, la existencia y unicidad en el espacio H!(£2)
con medida nula se seguird de forma estdndar si conseguimos estimaciones a priori en dicho
espacio.

Aplicando un razonamiento de tipo Galerkin, eligiendo como base especial en H'({2) una
base {z1,22,...,2m,...} de autovectores del problema:

% =0 sobre 012,

{ —Az+z=MXz enfd
on

cuya formulacion variacional es:
z € HY(Q) tal que ((z,w)) = A(z,w), Yw € H(Q),

donde ((-,-)) es el producto escalar en H'(Q) y (-,-) es el producto escalar en L?(£2).

Para demostrar la existencia de dicha base, consideramos el operador

T:feLl*Q) —zc HY(Q)
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donde z(f) es la solucién del problema variacional:
((z,w) = (f,w) 12, Yw € HY(Q).
Como H'(€) <> L2(9) (inmersién compacta), entonces
T : L*(Q) — L?*(Q) es un operador compacto.

Ademis,

(f? Tg)L2 = (zaTg)Hl = (Tg7 Z)Hl = (gaz)Hl = (Z,g)L2 = (Tf7 g)L27 vag € L2(Q)
Luego, T es un operador autoadjunto.

Por otro lado, siendo L?(2) un Hilbert separable, en virtud del Teorema de Hilbert-Schmidt
(véase [14, Teorema 8.94]), podemos garantizar la existencia de una base ortonormal en L?(12),

{z1,22,.. ., Zm, ...} formada por autovectores de 7T'. Asimismo, dicha base también es una base
ortogonal de H'().

Dada G € W4(Q), considere el problema:
hallar ¢ € HY(Q) tal que ayp + V - (b)) =
es decir,
Y€ HY(Q) tal que a(v, p) — /wa Vo= (G, ), Yo € H(Q). (8)
Donde b = 0 en la frontera de €2 por definicion.

Planteando el problema discretizado:

wm € <Z17"' ) 2 wma /wmb V(,O ) <Z17"' ,Zm>, (9)

donde

m
%Z)m:ZOZij donde =2z, ; €R, i=1,...,m, (10)
j=1
se deduce que (9) es equivalente al sistema lineal:

m

Z{aja(zj,zi) -y (/szb-v,zi)} =(G,z), i=1,...,m.

j=1
La matriz del sistema es:
m
A= (a(zj, zi) — / 2;ib - sz) e Rmxm,
Q ij=1

Véase que A es definida positiva. En efecto, dado o € R™, si se considera 1,,, como en (10),

1
(Aae) = aliuli + 5 [ (V-0

Como

/QN D)2, < |V - bloo|tmls < Cu|V - bl1a|thm|3 < CaC1|V(V - b)|a|thm]3
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se obtiene

(Ao, ) > (a - %C&;cl]V(V : b)|4> [Um|3-

De la condicién (6), en particular, a — C4C1|V(V - b)|4 > 0. Por tanto, el problema discreto (9)
tiene una tnica solucién ¢,. Ademds, tomando en (9), como funcién prueba ¢ = p,:

1 a 1
alinll+ 5 [ (7068 = (G < Gl + 501G

Andlogamente, repitiendo el mismo proceso se tiene la siguiente estimativa de v, y utilizando
la desigualdad de Young, se obtiene

613 |
(a - 0401|V(v . b)|4)

(11)

2
<
W)m’Q ~a

En consecuencia, debido a la inmersiéon compacta entre los espacios se puede extraer una subsu-
cesion (Y )me tal que 1, — b en L2(Q) débil. Ademds, pasando al limite en (9), se tiene que

Y es solucién de (8) y [ tdx = 0; para ello, basta tomar ) = 1 en (8) y considerar [ G = 0.
Q Q

De este modo se obtiene una solucién de (7) en H'(€). La unicidad es consecuencia del
operador diferencial, lo que lo permite comparar facilmente la linealidad de los operadores.

Para terminar la demostracién del lema, observe que ¢ € W14(Q) (como H(Q) < L*(),
basta ver que V¢ € (L*(2))?). Luego, de la ecuacién L1 = G, se obtiene
IVGI} = a![Vll+ V(7 (o))lf+2 | oVIV(T - ()P
+ 4/ a’|Vp - V(V - (b)) Pda + 4/ a®| VY|P Vep - V(V - (bi)))da
Q Q
+4 [ V6 V(T @) V(T - (b0)Pdo
Q

Empleando las desigualdades de Schwartz, Holder y Young se deducen
LIV - @ > [ (V0 V(9 - ()P (12)

[ ave (V- @IV(T - ()P =~V (T - () - 30 V-G (13)
y
19690 99 - @v)o
= [ IVUEV- (b V() + 0V(V )+ (TH)(T9) + (V- D)(T0)lda
> =1 [ V01V - 0)da = CUT(T BVl = Vbl Vol + [ (V- D)Vt

3
> - (4yv +bloo + | Vbloo + C4C1[V(V - b>\4) Vel (14)
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Luego, de (12), (13) y (14), se concluye que

3
|VG|3 > a3 {a — 4(ZC4C1|V(V b)|a + Cy|bl2,4 + C1C1|V(V - b)4)} |V@ZJ|ZL
> a®{a — TC1C4|V(V - b)|s — 4Cy|bla4} VY]

Finalmente, usando (6), se tiene que V¢ € (L*(2))3, lo que prueba el resultado. [ ]

3. Soluciones estacionarias para un fluido compresible isotérmi-
co

Esta seccién esta destinada a mostrar el resultado principal del presente trabajo, es decir,
mostrar la existencia de soluciones para el sistema (1) bajo las condiciones (2), en un ambiente
tridimensional.

Consideraremos las constantes termodindamicas con las siguientes restricciones, debido a que el
gas es isotérmico
w>0, 3\+2u>0.

Lo que permite reescribir (1) a partir del cambio de variable

_3A+2u

(==

Ccomo
{ —pAv— (C+E)V(V-v)+ KVp+ (pv-V)v=pf enQ,

V-(pv) =0 en Q. (14)

3.1. Entorno funcional

Debido a que se quiere estudiar la existencia de soluciones, se precisa de diversas regularidades
respecto a las variables a estudiar. A continuacién se expondra el ambiente funcional donde
habitan las soluciones estacionarios para el problema (1) =(14).

Dado Q C R? un abierto, acotado con frontera regular y p € [1,00], se define el espacio de
Banach vectorial ((LP(Q2))3,]-|,) como

(LP(Q)P = {v: Q= R | v=(v,v9,03) A v; €LP(Q)},
con norma

3
olp = fuilf,
i=1

donde (LP(€2), |- |p) representa al espacio usual LP(Q), tal que

|virg;=/ ilPde, p e [L,00),
Q

|vi|oo = sup ess|v;(z)],
siendo sup ess(-) el operador supremo esencial.

Analogamente, se define el espacio de Sobolev con medida nula vectorial (W™P (), - |mp)
como

(WmP(Q))? :={v: Q =R | v=(v1,v2,03) A v; € W™P(Q)},

PESQUIMAT 23(1): 1-16 7
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con norma
3
P § |p
|U’m,p - |Ul’m,p7
i=1
donde (W™P(Q),| - |mp) representa al espacio de Sobolev con medida nula definido en (3), tal
que
P — QP
|Ul|m,p - Z ‘D Ul|pa
a<|m|
con D% representa la notacion multi-indice para las derivadas parciales de orden o.

En el marco de las notaciones anteriores, definiremos la idea de solucién estacionaria para el
sistema (14).

Definicién 3.1 Dado el sistema (14) bajo las condiciones dadas en (2) con  C R3 un conjunto
abierto, acotado con frontera OQ de clase, por lo menos, C?. Sea ¢ > 0, > 0y f € (L*())3,
entonces se dird que el par (v,p) € (W2%(Q))3 x WH4(Q) es una solucion estacionaria para el
sistema (14)-(2) si y solo si

N (g+ %) V(V-0) + KVp+ (pv- Vv = pf,

V- (pv) =0,
en (L*())3 y L*(Q) respectivamente.

La definicién anterior estd bien definida, dado que si v € (W24(Q))3, p € W4 (Q) y f €
(L*(£2))3, entonces se observa que

—pav— (¢ + g) V(V-0) + KVp+ (pv- Vv € (L)),

Ademss, como WH4(Q) esta inmerso continuamente en L>(Q), si f = (f1, f2, f3) entonces para
todo 7 = 1,2, 3 se tiene que

/Q plfiltd < Jolsol fild < oo,

| Altlae= [ pplfitae < ol [ pliftds <ol < o
Q Q Q
lo que analogamente muestra que

[ ottt < lolkslf < e,

es decir, pf € (L*(Q))3.

Por otro lado, razonando de manera similar a lo mostrado anteriormente, si v = (v1, ve, v3),
entonces para todo ¢ =1, 2,3,

dp 4 | Op
v;| dxr < v —| < o0,
| gau] dosloe| 2],
8?./2‘ 4 4 8111-4
dx < < 00,
[ Gee) o< lolk 5|, <

es decir V - (pv) € L4(Q).
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Es importante destacar que la Definicién 3.1 representa las soluciones fuertes para el siste-
ma (14)—(2). Siendo fundamental la regularidad de la fuerza externa f que gobierna las otras

regularidades debido a los productos pf y V- (pv), por lo que se considera como espacio de fase
para (v, p) al espacio (W24(Q))% x W4(Q).

Otra observacién a tener presente para la eleccion del espacio de fase de las soluciones
(W2H3(Q) x WHA(Q) es la dimensién espacial, puesto que  C R3, esto permite la inmersién
continua de W14(Q) en L>®(Q) y compacta sobre LP(Q) para p < co. Estos resultados seran
fundamentales en la prueba de la existencia de soluciones.

3.2. Existencia de soluciones y estimativas

Dado f € (L*)3(Q), se define las siguientes constantes:

b= GO (890, (£02))
0 I

K
7C,C! 4 7\> 1 1
Ay = ﬁ + CQC4’f‘4 {KCl + 90, <z> ’f‘4 <2 + KC10204‘f‘4> }

—\ 2
A = 02|f|4{;;(0104+05) (ﬂ““) +3<Z> Cs <04+<1+O4>0102|f|4>}

K
. 2 Cop
Ai = 06{1( (C+N/3)}

Ay = 0] g K+9<C(Jp>2\f|
5 -— 2 (<+M/3) 4 1 2 2 4/JJ 4

donde K1 = []Y/* (] es la medida de Lebesgue del dominio Q) y Cs y Cs son constantes que
se fijaran mas adelante.

A continuacién enunciamos el resultado principal del presente trabajo.

Teorema 3.2 Dado el sistema (14) bajo las condiciones dadas en (2) con Q C R? un conjunto
abierto, acotado con frontera OQ de clase, por lo menos, C2. Sea ¢ > 0, > 0y f € (L*(2))3,
tales que se verifican las desigualdades A; < 1, 1 = 1,2,...,5, entonces existe al menos una
solucion estacionaria (v, p) € (W24(Q))3 x WY4(Q) del problema (14)-(2) en el sentido de la
Definicion 3.1.

Ademds, dicha solucion verifica las siguientes estimativas:

3C2p
< e 15
[v]2,4 < 5 M|f|4 (15)
7
Vola < 2Cs 7| fla (16)
Z. ﬁ
£ 17
minp > 2 (17)
Observacién 3.3 Las condiciones 4; < 1,7 =1,---,5, establecen restricciones sobre:

(a) wy ¢, tales que (/u sea suficientemente pequeno.

(b) K, tal que K sea suficientemente grande.

PESQUIMAT 23(1): 1-16 9
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(c) f, tal que |f|4 sea suficientemente pequena.

Demostracién del Teorema 3.2:
Realizando el siguiente cambio de variables dependientes:

T=Kp—((+p/3)V-v
U= Uv
o=p—=p

el sistema (14) y las condiciones adicionales (2) se escriben como

—Vu+Vr = —U/;pszH—(a—i—p)f
[ _
Vou = K(o+p)—m
Ko+ - )
KU—FMV'(O‘U) = 7 —pK,

2L

Ulgn =0, / ndx = Kp|Q| y / odr = 0.
Q Q
De este modo, el problema se puede dividir en dos subproblemas:

Problema A: Hallar (u,7) € (W24(Q))3 x W14(Q) tal que:

—Au+Vr=F
V-u=260
dondeFE—(U—i—ﬁ)u-Vu—i-(U—i-ﬁ)f y 9:#{K(U+ﬁ)—ﬂ}-
2 (C+u/3)

En este problema se satisface / fdx = 0.
Q

Problema B: Dado (u,7) mediante el Problema A, hallar o € W14(Q) tal que:
Ko+V-(ow)=G enQ y /O‘dl‘:O,
Q

_C+n/3

donde G=7m—pK y w . Observe que / Gdr =0y we (W24(Q)n H(Q))3.
Q

A continuacién se usard el método de las aproximaciones sucesivas para la busqueda de

soluciéon de ambos problemas. Asi, una etapa n del método iterativo se define como: Dados los
datos (un_1,m_1) € (W34(Q))? x WH4(Q) tales que / Tp1dx = Kp|Q| y 0,1 € W4(Q) tal
Q

que / on—1dx = 0.
Q

Problema A,: Hallar (u,,m,) € (W?%(Q))? x WH4(Q) solucién del problema de Stokes no
homogéneo:

_Un—l +p

_Aun + V7, = Fn—ly P = Tun—l -Vup—1 + (Un—l +ﬁ)f
i _
’ nzenfy enf = K n— — Nin— ‘9nf =0
Vet = s = G —m ([aa=0) a9
Q

10 PESQUIMAT 23(1): 1-16
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Problema B,: Hallar o,, € W14(Q) tal que:
Kop, +V - (opwp—1) =Gp_1en )y / opdx =0, (19)

Q
CHp/3,

PL
Para la inicializacién del método iterativo tomaremos:

donde G,—1 =11 — pK y wp—1 =

n—1-

00=00=0,v=0 y m=pK

La idea es probar que una solucién de nuestro problema se obtiene como limite de soluciones
de problemas aproximados A, y B,. La existencia y unicidad de solucién de dichos problemas
se tendrd por los Lemas 2.2 y 2.3.

En la demostracién seguiremos los siguientes pasos:

1) Acotacién de 6,_1, F,—1 en funcién de (up—1,Tp—1) y On-1:

Suponga que (up—1,7Tn—1) ¥ 0n—1 satisfacen las estimaciones:

3
[un—1l2.4 + |Tn-1]14 < §C2ﬁ|f\4,
- (20)
20
K

IN

[fa-

Von_1ls

donde Cy > 0, es la constante generada por el lema de Cattabriga-Solonnikov, dependiendo
unicamente de 2. Entonces de la definicion de 6,,_1 v F;,_1 se deduce que

7
|0n—114 < C1|VO,_1]s < Clczﬁ!fhm (21)
y
_ C4 2
[Fn—1la < (p+ C1Cy|Von_1]s) E‘“nflm + 1 fla) - (22)
Lo cual conduce a:
20, C,C 9 . (Cyp\?
Facala < (14 2225 1) (1 +ie (22) \f\4) A @)

Existencia de A, y By:
De (21), (23) y (18) se tiene respectivamente que 6,1 € W'4(Q), F,_; € (L*(Q))3 y
/ Op_1dxr =0, Vn > 2.

Q

Si 09 es de clase C?, entonces por el Lema 2.2 existe una tnica solucién del Problema A,
(un, m) € (W2H(Q))? x WHH(Q).

Por otro lado, el Lema 2.3 y las condiciones A; < 1 aseguran la existencia de una solucién
oy, del Problema B,,, tomando

C+u/3

a:K,b:<
i

)un—h Y=o, y G:ﬂ—n—l_ﬁK
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donde se verifica la condicién (6). En efecto,
a — 70104\V(V . b)’4 - 404“)’274
+p/3 +u/3
=k—-70C,Cy (CM/) IV(V - up—1)]s — 4Cy (CM/) |Un 1|4
70 P

+ /3
=K —-C4 (C pZ/ > {TC1|V(V - up—1)|4 + 4|un—1]2.4}

> K-y (ﬂ;‘/g) (TCUV(Y - tnet)ls + 6Co71 ]}

e C+u/3> _ 7 B <C+,u/3>
K 04( = 701020|f|472(c+#/3) 6C2Cy o, Pl fla

(C+p/3)
W

49
=K - ZC1CQC4|f|4—GCQC4 | fla

49C +u/3
:K—CQC4’f’4{ 5 1—|—6<C 7“/ )}
1% PH
Ay

:K(l—?)>0.

Luego, oy, es la tnica solucién, o, € D(L) (= {¢ € W' (Q) : Ly € WH(Q), [, = 0}),
tal que:

C+p/3

LO’n_KUn+< —
i

) V- (anun_l) =71 — Kp
Verificacién de la acotacién de (20) para (up,mn) y On:

Se pretende demostrar (20) por induccién, es decir, supuesto cierto (20) queremos obtener
(20) cambiando n — 1 por n.

De la desigualdad:
IVGl1 > a® [a — TC1C4|V(V - b) |4 — 4Cu[bl,4] [V [3

que aparece al final de la demostracién del Lema 2.3, considere a, G, b y 1 como antes,
asi se obtiene

+ 11/3 + /3
K3 [K —7C,Cy (gp;g) IV(V - up_1)|a — 4Cy (C 5/ > \un_lm] Vol > [Va,_ali.
(24)

Por otro lado, sustituyendo en la estimativa del Lema 2.2 las desigualdades (20), (21) y
(22), y teniendo en cuenta la hipdtesis Ag < 1, se tiene que

12
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[unloa + |mnl1a < Co(|Fr-1la + |on-1]1,4)

7C1Cq 2 9
s (1 Cec) <” i (en) 'f’4>

< (% +1)canlfl

3
§C2P|f!4

pCa|fla

Finalmente, usando las desigualdades (20) y (24), teniendo en cuenta la hipétesis 4; < 1,
se concluye que

IVonls < 202§m4

En consecuencia, las soluciones (uy,m,), o, estdn acotadas en (W2’4(Q))3 x Whi(Q) x
W4(Q), como en (20).

2. Convergencia de (un,Tp) y On:

Denotamos
U;H_l = Un+1 — Un
M1 = T4l — T
O-;H—l =On+1 — On

Restando las ecuaciones que verifican (up41,Tn4+1) ¥ 0nt1 de las que verifican (uy,, 7,) y
On, de los lemas 2.2 y 2.3, (11) dado que se verifica la condicién A; < 1, se deduce que:

Un i 1l1,2 + [ Thail2 < Co{|[F — Foil—12 + |00 — 012} (25)

(+p/3
n

2
ol < 0o () (€1Ca+ Collfhlinhna + i (26)

donde Cs es la constante de inmersién de H'(2) en L*(€).

Por otro lado, de la definicién de F;, se obtiene que:
1 1
F,—F,1= F(ﬁ—i_ on—1)(ul, - Vy +up—1-Vul) + o), <M2un -V, — f)

lo que junto con la definicién de 6,, y G,, nos conduce a

1
2

|Fpp — Fr—1]-12 < P (2pCy|un 2.4 + lun|1,4lon—1]1,4 + Ca|on—1

)| |12

1
+ (Mgcéaun@,ll + |f\4K1) o2

0, —Op—1]2 < C+uu/3{K‘UM2 + |7l |2}
L [Gh =Gl = [ml2
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Uniendo finalmente las relaciones anteriores y (20) se concluye

tp 112 + [V 112 + oy 412 <

N2
Calfla { (C+MM/3) (C1C4 + Cs) + 30 <£> <C4+(1+C4)0102|f )} |t 1,2

2
+ {12(+02C+MM/3} |2 + {|f|4 <K1+ <02C’4 ) |f’4> - Cﬁ§/3}02\0%2

y con las condiciones de los A;, para i = 3,4, 5, queda claro que

[un 1l + [V, |12 + log 2 < Asluy, nlo12 4+ Asloy |2

Para obtener esta numeracién, se ha usado el siguiente resultado el cual puede encontrarse
n [12]. Note que fue necesario conseguir estimativas para 71711 en w12 siempre que 7r711

posea norma en L2().

Lema 3.4 (Necas) Eriste una constante Cg > 0 tal que:

lglo < Cs|Vg|-12 Vg € L§(RQ).

Entonces, como se ha supuesto que A; < 1, parai = 3,4, 5, se puede deducir la convergencia
fuerte en las respectivas normas de H{(Q), L*(Q), L?(f2), mediante un procedimiento
estandar, a partir del método iterativo comparativo para toda la sucesion (uy, m,,0p) a
un limite que llamaremos (u, 7, o).

Tomando entonces limite cuando n — oo en las condiciones del Problema A, (19) y las
definiciones de F),_1, 0,,—1 y Gn_1, se encuentra que (u, ) y 6 satisfacen:

—Au—kVTr:—pJ;Uu-Vu—i-(a—l-ﬁ)f
[ _
Viu=-——=K(oc+p) —7
)
Ko +C—|—,u/3 (ou) =7 —pK, con/adsz
pH Q

Como dicho problema es equivalente a (14), se observa que (v,p) (para v = u/py p =
P + o) es una solucién del problema (14)-(2). Ademas, las estimaciones (15) y (16) se
obtienen facilmente de (20). Solo resta demostrar la estimativa puntual inferior (17). Dicha
estimativa se deduce de que As < 1, de la siguiente forma:

P=Pp+02p—|0lec >p—Culolia
201026'4

Y
i

2C1CC
_C1Ci|Voly > 5 — 2GR o p( 10, 4\f|>

\Y
LRSI

donde hemos usado la desigualdad de Poincaré desde que / odx =0.
Q

Lo que demuestra el resultado principal.
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4. Conclusiones

Conclusion 1.

Respecto al estudio de la ecuacién (1), y del Teorema 3.2, podemos concluir que no solo
existen soluciones estacionarias del problema, si no, que estas son tnicas para cada fuerza externa
f € (L*? y densidad p € WH4(Q) fija. Esto es debido a que si suponemos que existen dos
soluciones (v, p) € (W24(Q))2 x W14(Q) parai = 1,2 con la misma fuerza externa f € (L*(2))3
y la misma densidad p, entonces, al comparar las velocidades, obtenemos el sistema

{ —V - (u(Vw + V') + X(V - w)Id) + Vp+ pw - Vw = 0 en Q, (27)

V- (pw) =0 en 0,

con w = vy — vy, donde, por el Teorema 3.2 sobre el sistema (27) con fuerza externa nula, se
tiene que
|wl2,4 <0,

es decir, v1 = vy en (W24(Q))3.

Conclusion 2.

El caso barotrépico general, i.e., donde p = p(p) admite un andlisis andlogo via el mismo
método, realizando previamente la siguiente modificacién:

Vp(p) =P (p)Vo =0 ®B)Vp+ (' (p)Vp
1
donde p'(p) = constante, al ser el valor de la funcién p en el punto p = @ / pdzx.
Q

Sustituyendo Vp(p) en la ecuacién (14) por p'(p)Vp, pasando p'(p) — p'(p)Vp al segundo
miembro, es decir:

—pAu— (¢ +pu/3)V(V )+ (p)Vo = [p'(p) — P'(0)]V — pl(v- V)v — f]
y la F' del problema A quedaria de la forma:

_o+p

F=-—fuVust (e +D0)f+ () —p(o+p)]Va

Si p € C?(f2), se puede escribir:
/ (— /(— _ //
p(p) —p(p+o)=—-p (&0
donde £ es un valor intermedio entre p y p + o (variable), con lo que:

7 /j;"v Vo - (0 +7)f - §'(E)oVo

F=

Se introduciran entonces las modificaciones correspondientes en la escritura de los A;, para
que a partir de las nuevas acotaciones de Fj_1, se pueda garantizar las mismas desigualdades
necesarias para la convergencia del método de las aproximaciones sucesivas.

Conclusion 3.

Se obtiene unicidad de solucién para la linealizacién de las ecuaciones de Navier-stokes baro-
trépicas cerca de un flujo en un ambiente ideal dado. La novedad se presenta que la formulacién
de la solucién en velocidad-presién y no en velocidad-densidad, como es usualmente estudiado.
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